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APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL. 


CHAPITRE   PREMIER. 

APPLICATIONS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  A  LA  GÉOMÉTRIE  PLANE. 


§1- 

•r.\>GEKTES    ET    r*ORJI.\LES    AlX    COUUEES    PLAKES. 

504.   Soil  M(x,j>)  un  point  d'une  courbe  donnée.  L'équation 
d'une  droite  INIP  passant  par  ce  point  sera  de  la  forme 

A(?-.r)  -f-B(v;-j)  =  0. 

Si  l'on  prend  sur  la  courbe  un  autre  point  M',  dont  les  coordon- 
nées soient  x  -+-  h,  j  H-  l,  la  distance  de  ce  point  à  la  droite  MP 
sera,  en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires, 

A  /(  -4-  B  / 


V/A-  -r-  B^ 


Supposons  maintenant  h  et  A   infiniment  petits;   on  aura,  en 
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désignant  par  £  une  (|iiaiilil(''  iiifiiiiincnl   petite   en   même   temps 
que  h, 

/■=(/-i-5)/^ 

et,  par  conséfjnent. 


<î  = 


\jK^  -H  B* 


Cette  formule  nionlre  (pie,  en  général,  o  est  infiniment  petit  du 
premier  oi'dre  en  même  temps  (pie  //. 

Mais,  SI  l'on  délermine  le  rapport       de  maiii(''re  (p;e  ]"(jn  ait 

A  ,  ■ 

A        Bi'       o,     ij'uù      -   '_  —  ■)',  ■ 

l'éfpiation  de  la  droite  devenant 

cl  sera  alors  un  infiniment  petit  d'ordre  supcricnr  au  premier. 
L'équation  (i)  représente  donc  une  droite  déterminée,  jouissant 
de  la  pro|U'iété  que,  dans  le  voisinage  du  point  (.r,j'),  celle  droite 
s'approche  infiniment  plus  de  la  courbe  que  toute  autre  droite 
menée  par  le  même  point.  Celte  droite  s'appelle  la  tangente  à  la 
courbe  au  point  (.r, j  ). 

50.').    Si  l'on   remplace  )' par  sa  valeur  indéfiniment  approchée 
-^5  réfpuition  de  la  tangente  prend  la  forme 

OU 

,     ,  ?  — -r         r,—  r 

2 


dx  (ly 

et  sous  cette  forme  elle  représente  rigoureusement  une  sécante 
rencontrant  la  courl)c  au\  deux  points  (j',J  )  cl  [x  +  àx^  y  +  dy). 
Donc  la  tangente  à  une  courbe  au  point  (.r,  j  )  est  la  limite  des 
sécantes  (jui  rencontrent  la  courbe  en  ce  point  et  en  un  point  in- 
finiment voisin. 

En  poussant  jiliis loin  le(ii''\eloppement  de  }\  ^)  '//  -\-  -  (j)  "  -T-z)h- , 
on  a,  j)our  l'expression  de  la  distance  M'P  du  ])0int  [x  +  li.y  -{-  k) 
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à  la  tan£;ente, 

0    = .  5 


v/A*  -H  B^ 

^a  valp 
B 


ou,  en  mcltanl  pour  ^  sa  valeur,  et  négligeanl  un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre. 


Cette  distance  est  donc  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  sauf 
dans  le  cas  où  j  "  serait  nul. 

Remarquons  que  tous  les  calculs  précédents  s'appliqueraient  au 
cas  des  coordonnées  obliques,  faisant  entre  elles  un  angle  0,  si  ce 
n'est  qu'alors  le  dénominateur  de  5  serait 

-T^  Ja-h-  B*-i-  2  AB  cose,     ou      4—  \! I  ~  r'^  -h  2 r' ces 9. 
smS  '  sm9  *        "^  "^ 

506.   Si  l'équation  de  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme 

/{.r,j-)=zo. 


on  a  alors 


ou,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 

dx  ây   -^ 

Substituant,  dans  cette  équation  homogène,  à^.r  et  à  d)  les  quan- 
tités proportionnelles  J  —  x,  yi — j,  en  vertu  de  l'équation  (2), 
on  a,  ])Our  l'équation  de  la  tangente  en  quantités  finies, 

(3)  dï(?—)--f(-^ -■>■)=- 

S07.  La  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  de  contact,  c'esl- 
à-dire  la  normale  à  la  courbe,  a  pour  équation,  en  vertu  des  équa- 
tions (2)  et  (3), 

(4)  {l  —  -->^)dj:^[r,—y]df:^o. 
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OU 

izif  —  ^'  ~^' 
àf    ~    ¥' 
d.r  dj 

On  peut  encore  obtenir  ré(|iialion  (4)  en  exprimant  qu'un  point 
quelconque  de  la  normale  est  sur  la  limite  de  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  tic  la  corde  qui  joint  les  deux  points  {x,j)  et 
[jf  -{-  (Ix.  y  -^-  dj).  On  oi)tient  cette  condition  en  cxpriniaiil  (|uc 
la  distance  du  point  (|,«)  au  point  (j",J')  ne  cliange  pas,  lorsqu'on 
y  renn)lace  x,j  ])ar  x  -+-  c^x,  y  -\-  dy.  En  égalant  donc  les  carrés 
des  deux  distances,  on  a 

,/[(5_^.)M.-(.-,,f]  =  o, 

la  dilïércnlielle  étant  prise  en  faisant  varier  seulement  x,  i  ,  et 
laissant  \,  %  constants,  l^n  cflectuant  la  diflerenliation,  on  retrouve 
l'équation  (4). 

Si  les  coordonnées  sont  obliques  au  lieu  dètre  rectangulaires, 
l'équation  de  la  normale  sera 

tl[^l  —  xf  +  [r,  —jY  -h  2(1  — .r)  (■<  —y)  cos6]  —G, 

c'est-à-dire 

[r  —  .r  -+-  [r,  — y)  C()s5]  d.r  -\-  [(  ï  —  .r)  cosC/  -1-  r,  —  r^ch  -  :  o. 

De  cette  équation  et  de  la  diOérentielie  de  1  écjuation  de  la  courbe 

on  tire 

c  —  .r  -1-  ( ï)  —  r )  cos 0         (I  —  .ri  cos 5  -t-  ï;  —  y 

dx  dy 

pour  léquatidu  linie  de  la  normale  en  coordonnées  obliques. 


."jOcS.   Désignons  par  fls=^  yjdx-  -h  dj-  la  longueur  de  la  corde 
inlinimeut  petite  qui  joint  les  deux  points 

(  .r,y  )      et      (.r  -+-  dx,  y  -h  dy). 

Eu  appelant  x,  {5  les  angles  que  fait  cette  corde  avec  les  axes  coor- 
donnés, ces  angles  auront  pour  limites  les  angles  que  fait  la  lan- 
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gcnte  avec  les  mêmes  axes.  On  aura  ainsi 


tlx 


(1.1  cos  « ,      'b  =^  <li  cos  ,S , 


cos  «=---, 

(h 


<b 


Ces  valeurs  délerminent  non-seulement  la  position  de  la  tan- 
gente, mais  encore  le  sens  clans  lequel  on  la  parcourt  en  passant 
du  point  (^,}')  au  point  (^x -\- dx,y -r- dy^,  f/i'  étant  considéré 
comme  ime  longueur  absolue. 

o09.  On  nomme  sous-Langenle  à  une  courbe  la  dislance  TP 
(yj,":'.  34)  entre  le  pied  de  l'ordonnée  et  rinlersection  de  la  tangente 

Fie.  3:1. 


dsX\ 
dx  Q 


0    T 


avec  l'axe  des  x\  sous-jiormale  la  distance  PN  entre  le  pied  de 
l'ordonnée  et  l'intersection  de  la  normale  avec  l'axe  des  x;  tan- 
gente cl  nonnaleles  longueurs  comprises  sur  les  droites  de  même 
nom  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x. 

Chacun  des  triangles  MTP,  MPN  est  semblable  au  triangle  in- 
finitésimal iMlM'Q,  qui  a  pour  côtés  ils,  dx,  dj.  En  désignant  donc 
par  S;,  S„,  T,  N  les  longueurs  ci-dessus,  on  aura  la  double  pro- 
portion 


T:S,:j: 
d'où  l'on  tire  les  valeurs 


ils  y      


?„  --  i/s  :  il.)-  :  i/f, 


ds 


^^  =  ^7I-=^^' 


-y- 


olO.  On  peut  se  proposer  divers  problèmes  relatifs  à  ces  lignes. 
Par  exemple,  on  peut  chercher  quelles  sont  les  courbes  pour  les- 
quelles l'une  de  ces  lignes  est  constante. 


I.  Si  la  soiis-langeriLc  doil  ùtre  constante,  on  a 

(Ix  (ly       (Le 

y  —  =T  «,      (I  ou       -  -  =:  —  1 

et,  en  intégrant, 

'"Sc  =  «'    ^'  =  ^'"'^ 
équation  de  la  courlje  logarillimique. 

II.  Si  la  soiis-nornialc  est  constante,  on  a 

dy  ,    .        , 

y  — -  =r  a ,     ydy  =  n  d.r ,      (1  où      y-  r=  2  a  x  -4-  C , 
dx 

équation  d'une  parabole  ayant  pour  axe  de  figure  l'axe  des  x. 

III.  Si  la  tanoente  est  constante,  on  a 


.>'y/'^--7ï  =  «'    7,  =  ^' -.'-'.   '^^■'^  = 'O' y  ^ - 


-   =:  Chy, 

y 

d'où 

<Iy  _       Sh 
y-  ~  a 


et,  par  suite. 


tlx^  —  «Th-o  .  (^/o  — -  ad'-  .      ,  , 
'  \  Clro 


(cik-'j 


d'oii.  en  inté2:ranl. 


=  Tho  —  -j  = log î 1 

a  ■         '  a  y 

écpuition  de  la  tractoire. 

IV.   Enfin,  si  la  normale  est  constante,  on  a 

j)Vn-j'-  =  rt,    yy'  =  \^a-  —y-,    dx— ■    '     •=^,    .r  — C=  -  y'»"— r'- 

ou  enfin  [x  —  Cj-^')-  =«-,  équation  d'un  cercle  dont  le  centre 
est  sur  l'axe  des  x. 
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511.   La  distance   de  roris'iiie  des  coordonnées  à  la   tangente 


o 


-y==y'Çi  —  x)  a  pour  expression 


r  f/.r 


La  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente  a  pour 
équation 

Combinant  celle  équation  avec  celle  de  la  tangente,  que  l'on  peut 
écrire  sous  la  forme  idj  —  r,dx-~~  xdy — jàx,  il  vient 


r. 


ïdy  —  nil.r        .rdr  —  )v/.r 


df         —  d.r.  dy-  -+-  de-  ds- 

ddù  Ion  lire 

'/'■        ,  ^/■'- 

i  =  u  -—      et     ïî  =  —  '^  ~r  • 
ds  ds 

Le  lieu  des  points  [\,  r?)  s'appelle  la  podaire  de  la  courbe  par  rap- 
port à  l'origine. 

l'our  avoir  la  podaire  par  rapport  à  un  point  quelconque  [a,b) 
du  plan,  on  remplacera,  dans  le  calcul  précédent,  |,  •/?,  x,j  par 
'i  —  a,  r,  —  b,  x —  a,  j  —  b. 

512.  Mener  une  tangente  à  une  courbe  par  un  point  extérieur 
à  cette  courbe. 

Les  coordonnées  x,  )  du  point  de  conlact  seront  déterminées 
|)ar  la  double  condition  de  satisfaire  à  l'équation  de  la  courbe 

(i)  /(-,j)=o, 

et  à  l'équation  générale  de  la  tangente 

(2)  /'(,.)  (?-.r)+/'0-)(.,-.r)=o, 

où  l'on  prendra  pour  ^,  yj  les  coordonnées  du  point  donné  par  où 
doit  passer  la  tangente.  On  peut  considérer  les  équations  (i)  et  (2) 
conune  représentant  deux  lieux  géométriques,  à  l'intersection 
desquels  doit  se  trouver  le  point  de  conlact  cbcrché. 

Lorsque  l'équation  (i)  est  algébrique,  on  peut  simplifier  en  gé- 
néral le  problème,  en  remplaçant  la  seconde  équation  (2)  par  une 
autre  de  degré  moins  élevé.   Soit,  en  effet,  in  le  degré  de  la  fonc- 
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lion  y(x,j)'),    supposée  ralionncllc    et   entière,   et  flécomposons 

cette   fonction   en   groupes  homogènes  u„,,u„,_t de  degrés 

ni,  III  —  I L'équation  (i)  prendra  la  l'orme 

(  3  )  ll,n  +  «„,„ ,  -f-  ...  -1-  «,  +  «„=  O. 

On  a,  d'ailleurs,  eu  appliquant  à  cliaipie  groupe  lioniogènc  le 
Ihéorème  d'Kiiler  [322], 

>■/'  [j:]  -f-.r/'  ix]  =  »'",„  +  ['"  —  i)  "m-i  +  .  .  .  -f-  3.Î/2-4-  tt, , 

DU,  en  eonibinant  cette  égalité  avec  l'équation  (3)  multipliée  par 
—  m, 

■^/'(■i-)  +  r  f  Ij]  —  —  «,„-i  —  2 «,„_,  —  .  ..—  [/«—  i)  ;/,—  mii„. 
Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (a),  celle-ci  devient 

(4)     ?/'(■'-•)  +  «/'(.>")  +  "'"-1  -I-  2«„,-2  +  -  .  .  +  (w  —  i)  «1-1-  mti„-=^o, 

équation  qui  n'est  plus  que  du  degré  m  —  i  en  x,  y.  Donc  les 
points  de  contact  sont  déterminés  par  la  rencontre  de  la  conrbe 
donnée  de  degré  m  avec  une  autre  courbe,  représentée  par  l'équa- 
tion (4),  et  de  degré  //;  —  i.  Le  nombre  des  systèmes  de  racines 
communes  aux  équations  (i)  et  (4)  étant  en  général  iii^iii  —  i) 
[  1  i2],  on  en  conclut  (|ue,  par  un  point  donné  liors  d'une  courbe, 
on  peut  mener  à  cette  ciiurbc,  en  général,  iii[iii  —  i)  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  m  étant  le  degré  de  l'équation  de  la  courbe. 
Si  l'on  applique  ces  résultats  à  une  courbe  du  second  degré, 
représentée  par  l'équation 

ax-  -+-  2  b.rj-  -f-  cj-  i-  2(L):  +  icy  -i-/=^  o, 

on  \oit  que  les  a(2  —  i)  =  2  jioinls  de  contact  des  tangentes  me- 
nées par  le  point  {'i,v)  sont  donnés  par  la  combinaison  de  l'équa- 
tion de  la  courbe  avec  l'équation 

?/'(  f)  -h  rj'  (/  )  -(-  2iU-  -h  2e  j  -f-  if=  o , 

qui  est  l'équation  d'une  droite,  appelée  corde  de  contact,  laquelle 
coïncide  avec  la  polaire  du  point  [t,  "l). 

513.    fj'équalion  de  la  normale, 
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n'est  pas  susceptible  de  la  même  simplificalion  que  celle  de  la 
langente.  On  conclut  de  là  que  les  pieds  des  normales  menées  à 
une  courbe  de  degré  m  par  un  point  donné  sont  déterminés  par 
l'intersection  de  la  courbe  proposée  avec  une  autre  courbe  de 
même  degré  m,  ce  qui  donne  généralement  ?ii'-  solutions.  Donc, 
par  un  point  donné,  on  peut  mener  à  une  courbe  de  degré  ni,  m- 
normales,  réelles  ou  imaginaires. 

514.  Soit  proposé  maintenant  de  mener  une  tangente  (ou  une 
normale)   parallèle  à   une  direction  donnée.    On   clierclicra   pour 

cela  les  points  de  la  courlje  iiour  lesquels  -^  aura  une  valeur  don- 
'  '  '  i/.i; 

née  a.  En  remplaçant  y'  par  cette  valeur  dans  l'équation 

D../(-'-,j)  =  o, 
il  vient 

/'(.r)  +  «/'(j)  =  o, 

équation  de  degré  rit  —  i ,  s'if{x,j)  est  de  degré  m.  Cette  équation, 
combinée  avec  la  proposée,  déterminera  /;/(/« — i)  solutions, 
comme  pour  le   cas  de  la   tangente   menée   par   un   point   donné 

[S12J. 

515.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  déterminer  la  tan- 
gente à  des  courbes  rapportées  à  d'autres  systèmes  de  coordonnées 
que  le  système  rectiligne. 

Considérons  d'abord  le  cas  des  coordonnées  polaires.  Nous 
avons  vu  [19i]  que  l'on  détermine  la  tangente  à  une  courbe  rap- 


Fi(;.  35. 


portée  à  un  tel  système  de  coordonnées,  au  moyen  de  l'angle  9  que 
fait  la  direction  de  la  langente,  qui  correspond  au  sens  des  angles/^ 
croissants,  avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur.  Cet  angle  est 
égal  à  la  limite  de  l'angle  M' MR.  {fig-  35)  ou  à  celle  de  l'angle 


lO  M  VRE    m .  CII.VP.    I  ,    ,5    I. 

SM'K'-^  MiM'N.   Si  l'on  abaisse  MN  perpencliculairc  sur  OM', 
on  a,  en  posant  la  corde  IM.M';     ds, 

W  i\    -  A  cos  U  M' N ,      MN  rz.  ds  si.i  M  M  '  N . 

Or  M'N  =  M' m  -f-  /«N,  si  l'on  prend  Om  ^  ^  OM,  et  nous  avons 
vu  [19i]  cpie  iiiN  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre.  On  a 
donc,  aux  f[uaiilil('s  prrs  du  s('c<ind  ordre,  M'N--  ilr.  On  a  j)areil- 
iement,  avec  la  nu'nie  a])pi-o\imation, 


MN  :=  /■  siti  r/p  --  /-dp 


If 


rclp. 


Donc,  en  prenant  au  lieu  de  MM'N  sa  limite  6,  on  aura 

(Ir^z  di  cDsO ,      id/>-     ds&in'J, 

d'oii  l'on  tire  les  formules 


ds  =.  \/dr-  -r-  r-dp-  --^  dp  y'/-  +  /'-, 


dr 

cos  9  ^  --  =:; 


ds  J,-i 


lanK  (I  -~ 


sin5  ^ 


rdp 
'dr 


■dp 


Slr^-  4-  r'^ 


516.  On  peut  encore  olilenir  tangO  en  partant  de  l'équalion  de 
la  tangente  en  coordonnées  rectangulaires.  Si  l'on  désigne  par  t 
l'angle  de  la  tangente  avec  l'angle  des  x,  on  a  0 --  t  —  p.  D'ail- 


leurs 


Dont 


dy 
tangT=^^-,      tang/.  : 


.i-dy  —  yd.v        rcospd{r  suip)  —  rsin/>  <•/(/  cos/j) 


tangO  — 

xd.i-  -t-  ydj 


r'ilr'') 


d'où  l'on  tire  la  même  valeur  que  ci-dessus. 
Ou  bien  encore 

d.v  X        dy  y        \d{r^) 

cosO  =^  cos  "  —  /-'=-:; '"  "7"  '""  =  ' — ; — 

^         •"  '         ds   r         ds  r  rds 


dr 

dS' 


et  de  même  pour  sinO. 

517.    Il  est  (piilipicluis  a\antageux  d'introduire,  au  lieu  du  rayon 
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vecleur  /•,  son  inverse  «  :=  -  •  On  a  alors 


(lu 
u 


dr 

—  ) 
r 


d'où 


-^^Mi-^'PJ^ 


uilp 


(ls=  —  si  (lu-  -+  u-(lp-  =  ~K  v'h-  -i-  «'-,      tangO  = /-  = ,• 

u-  ^  -*  «=  *  "  (lu  « 

518.   SI  l'on  prolonge  la  tangente  et  la  normale  jusqu'à  la  ren- 
contre, en  T  et  en  N  [Jig-  36),   de  la  perpendiculaire  TOiV  an 

Fii;.  36. 


rayon  vecteur,  les  segments  OT,  ON  de  cette  perpendiculaire 
sont  dits  la  sous-tansrente  et  la  sous-normale  dans  le  svstème  des 
coordonnées  polaires.  Les  distances  MT,  MiV,  comptées  à  partir 
du  point  de  contact,  sont  appelées  la  tangente  et  la  normale. 

Chacun  des  triangles  OMT,  ONM  étant  semblable  au  triangle 
infinitésimal  wMM',  qui  a  pour  côtés  ds,  dr,  rdp,  on  a  les  propor- 
tions 

(is  :  ,h-  :  rdp  ^  T  :  ;•  :  S,  =  N  :  S,,  :  ;■, 

d'où  l'on  tire 


S,  = 


r^dp 

"dj^ 

dr 


/•tangS  : 


S,,  =    --     =  ;•'  =  A  cot  5  — 
dp 

rds 


T  =    ~    =  -j  ^r'-  -r-  /■'-  =  \/r'' 


N  r= 


dp 
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On  peut  se  poser,  relaliveineiil  à  ces  lignes,  Tes  mêmes  pro- 
hlèmcs  <|ue  pour  les  lignes  analogues  du  système  des  eoordonnées 
rectangulaires  [510].  Si  l'on  cherche,  par  exemple,  la  courlic  pour 
laquelle  la  tangc/ile  est  constante,  T  =  a,  on  trouve  qu'elle  est 
représentée  par  les  deux  équations 

/■i^/^tcosl,     j)  ^  U\ngt —  /, 

si  l'on  détermine  la  constante  arhitraire  de  manière  que  p  s'annule 
en  même  temps  que  t. 

519.  Le  lieu  des  extrémités  ï  de  la  sous-tangente  est  donné  par 
les  équations 

celui  des  extrémités  N  de  la  sous-normale,  par  les  équations 
R  =  S„  ,     P  =  /;  -t-  - . 
La  perpendiculaire  g,  abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente,   a 


pour  e\i)rcssion 


rsinO 


ds 


\yA  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  la  normale,  laquelle 
est  égale  à  la  distance  entre  le  point  de  contact  et  la  projection  de 
l'origine  sur  la  tangente,  a  pour  valeur 

rdr 


ds 


320.   Supposons  maintenant  chaque  point   du  jilan   déterminé 

Fie.  3;. 


par  ses  distances  /•,  R  à  deux  points  fixes  a,  A  [fig-  Sj).  Une  re- 
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lation /"(/•,  R)  =  o  entre  /•  el  R  sera  l'équation  d'une  certaine 
courljc.  La  tangente  à  cette  courlie  sera  déterminée,  lorsqu'on  con- 
naîtra une  relation  entre  les  angles 0  et  0  qu'elle  fait  axcclcs  deux 
rayons  vecteurs  /•  et  R.  En  abaissant  du  point  M  des  jicrpendicu- 
laires  sur  les  deux  rayons  vecteurs  du  point  M'  infiniment  voisin 
de  M,  et  raisonnant  comme  dans  le  cas  des  coordonnées  polaires 
ordinaires,  les  triangles  infinitésimaux  ÎMM'h,  MM'N  donneront 

dr  dVs.  ,,    ,        COSB         r/R 

ds  = = d  ou =  — p  j 

cos»         COS0  ces  6  ar 

équation  qui  détermine  la  direction  de  la  tangente. 

Exemples.  —  I.  L'ellipse  est  représentée  par  l'équation 

R  -i-  /•  =  2  (V , 

d'où 

dK 

=:  —  I ,        COS0  — :  —  COS  9. 

lit- 

La  tangente  est  donc  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire  de 
l'angle  des  rayons  vecteurs. 

IL   L'équation  de  l'hyperbole  R  —  /■  =  art  donne 

^R 

— —  ^r,     cos0  =  cos&. 
dr 

La  tangente  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs. 

IIL   Le  cercle  peut  être  représenté  par  l'équation  -^a,  d'où 
l'on  tire 

COS0 


:  a. 


ces  9 

Les  angles  0,0  sont  les  compléments  des  angles  2, 1,  que  les  deux 
rayons  vecteurs  forment  avec  la  normale  au  cercle.  On  a  donc 
entre  ces  derniers  angles  la  relation 

si  ni 

- —  =  a. 

sm  /  ' 

On  tire  de  là  une  construction  simple  pour  représenter  la  loi  de 
la  réfraction  de  la  lumière.   Si  a  est  l'indice  de  réfraction  d'un 


'  I 


i.iviii:   III. 


cil  Al'.     I,     J;     I. 


iiiiliuii,  CH)iistriiisons,  [);ir  le  |ir()C('(l(';  connu,  le  cercle  <]iii  ;i  pour 
('•(jualion  ^-  a.  Si  l'on  iiiciir  piir  le  point  A  {/ig-  38)  une  droite 
AM   faisant    avec    la   normale   un    angle  l   égal   à    l'angle   il'inci- 

Fig.  38. 


(lence,  la  droite  Ma   fera  avec  cette   normale   un  angle  i  égal  à 
l'angle  de  réfraction,  et  AMa  sera  la  déviation  du  ravon. 

521.   Si   l'on  prend  pour  coordonnées  l'abscisse  x  et  le  rayon 
vecteur  FM  -;  /■  {/Ig-  ig)  (ce  qui  revient  à  transporter  à  l'infini 


sur  Taxe  des  a-  un  des  points  fixes  A,  a  du  s\slèmc  du  numéro 
précédent),  en  désignant  toujours  par  0  et  6  les  angles  que  fait  la 
tangente  avec  le  rayon  vecteur  et  avec  l'axe  des  x,  on  aura,  comme 
|)réeédeniment, 

cos  0        (l.r 


dr  d.r. 

as  = =r , 

COSC/  COS0 


d'où 


cos 5  dr 


Soit,   iiar  exemple,   r=zax   l'équation  d'une   section   conique 

.     .            r-                .          1-          •        /-v                1         cosO 
lannortee  a  son  iover  et  a  sa  diieeliiee.  vin  aura  ators =  a, 

1'  "  COS0 

ou,  si  l'on  appelle  /  et  1  les  angles  de  la  normale  avec  /■  et  avec  x, 
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sin/  '      i->  -1  1  11 

r=rt=--  l'our   construire  la  normale,  on  prendra  donc,   sur 

sinl  .r 

MD,  MG  =  MF— ;■;  on  mènera  GN  parallèle  <à  FM  el  égale  à 
MD=j:;  MN  sera  la  normale  cliercliée.  En  menant  MH  perpen- 
diculaire à  .r  et  =^  r,  puis  HT  perpendiculaire  à  /•  el  =  x,  MT 


sera  la  tangente. 


o22.   Pour  donner  un  exemple  de  l'emploi  des  coordonnées  cur- 
vilignes, considérons  deux  coniques  hotnofocales 

où  l'on  suppose  X-  ■Z>-^jyi-.  Ces  deux  courbes  se  coupent  or- 
thogonalemenl.  En  eifel,  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  (j",  J  )  sont  proportionnels  aux 
différentielles  dx,  dj,  tirées  de  l'équation  de  cette  courbe.  De 
même,  les  cosinus  des  angles  de  la  tangente  à  l'hyperbole  avec  les 
axes  sont  proportionnels  aux  dilTérenlielles  d'x,  d'y,  tirées  de 
l'équation  de  l'iiypcrljole.  Or,  des  équations 

on  lire,  par  multiplication. 

Les  équations  (i)  donnent,  par  soustraction, 

(^■^-  ^^)  [w^  -  (^^^Tifr.!^. )]  =  °. 

et,  Â-  — p.-  n'étant  pas  nul,  la  parenthèse  s'évanouit,  el,  par  suite, 
l'équation  préeédenle  devient 

dxdx'  -+-  dydj'  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  deux  courbes  se  coupent  à  angles  droits. 

Si  l'on  résout   les   équations   (i)   par  rapport  à  j:  et  à  y,   on 
trouve 


12  ^^--TT^   r  = 


Réciproquemenl,  pour  avoir  les  demi-axes  ?.,|jl  des  deux  coni- 
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f[iics  qui  se  coiipcnl  en  un  |)oiiil  (.r, -)  ),  on  verra,  en  résolvant 
les  équations  (i)  p;ir  rapport  à  >.'-  et  à  (j.-,  que  ces  ileiix  quantités 
sont  les  racines  de  l'étpialion 

lesquelles  sont  réelles  et  positives. 

On  eoneiul  de  là  qu'un  système  de  valeurs  de  À  et  de  fi  déter- 
mine un  point  du  plan,  cl  que,  récij)roquenieiil,  à  chaque  j)oint 
du  plan  correspond  un  système  de  valeurs  de  X,  ft.  On  peut  donc 
prendre  ces  quantités  )v,  p  comme  des  coordonnées  propres  à  dé- 
terminer tous  les  points  du  plan,  et  une  relation  entremet  fi  repré- 
sentera une  courbe. 

On  voit,  en  particulier,  que  X=  const.  représente  une  des 
ellipses  homofocales,  fj.  =^  const.  une  des  liyperboles. 

Si  nous  considérons  l'ellipse  )v  =  const.,  on  obtiendra  les  di- 
vers points  de  cette  ellipse  en  faisant  varier  ti,  ce  qui  donne,  en 
vertu  des  équations  (2), 


b  </|j.  .<:  =  ).  (Il 


En  désignant   par  (f,.,?  la  corde  infinlmenl  petite  de  l'ellipse,  on  a 
donc [508]  


cl, s 


\^il,x-  +  d^y- 


'^\/l~,' 


On  lrou\cra  de  même,  |)our  la  corde  infiniinent  petite  de  l'hvper- 
bolc. 


'W'^-' 


Cela  posé,  soient  M,  M'  [Jig-  4")  deux  points  infiniment  voi 

Fig.  [[0. 


sins.  pris   sur  une  courbe    quelconque  /  (X,  fi)  =  o.  Menons  par 
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ces  poinls  les  ellipses  de  demi-axes  /  et  X  +  d'k,  et  les  hyperboles 
de  demi-axes  /:x  et  jtx  +  dii.,  ce  qui  formera  le  rectangle  infinitési- 
mal MMjM'Mj,  dont  les  côtés  sont  d^s,d;.s,  et  la  diagonale  la 
corde  infiniment  petite  ds  de  la  courbe.  En  désignant,  de  plus, 
par  5  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  la  tangente  à  l'ellipse, 
ou  la  limite  de  l'angle  de  ds  avec  d^s,  ou  aura 


(hx         (Il         Ib"-  —  0^2 


cAf         (ù.       /'/.- —  n-  d  ..1         d'i       l'ir — u.- 

ds        ds\J\-—iy-'  ds         ds\   b-'—'j.-' 


ASYMPTOTES     UECTILIG:NES    DES    COURBES     PLANES. 

523.  On  entend  par  as}  iiiplote  rectiligne  d'une  courbe  donnée 
une  droite  dont  une  branche  infinie  de  la  courbe  s'approche  indé- 
finiment. Supposons  d'abord  la  courbe  rapportée  à  des  coordon- 
nées reclilignes. 

Evidemment  il  est  indilTérent,  dans  ce  cas,  de  compter  la  dis- 
tance d'un  point  de  la  courbe  à  l'asymptote  suivant  une  perpen- 
diculaire ou  suivant  une  oblique  à  cette  asymptote,  pourvu  que 
ce  soit  suivant  une  direction  faisant  avec  l'asymptote  un  Angle  fini 
et  différent  de  zéro.  On  peut  donc  compter  cette  distance  suivant 
une  parallèle  à  l'axe  des  y,  toutes  les  fois  que  l'asymptote  elle- 
même  ne  sera  pas  parallèle  à  cet  axe. 

On  est  ainsi  conduit  à  distinguer  deux  cas  dans  la  recherche 
des  asymptotes  :  celui  oii  l'on  cherche  les  asymptotes  parallèles  à 
l'axe  des  j',  et  celui  où  l'on  cherche  les  asymptotes  non  parallèles 
à  cette  direction. 

Remarquons  que  l'on  pourrait  ramener  le  premier  cas  au  second, 
en  échangeant  entre  eux  les  axes  des  x  et  desj-.  Et  réciproque- 
ment, toutes  les  fois  qu'il  ne  s'agit  pas  d'asymptotes  parallèles  à 
l'axe  des  x,  on  pourrait  ramener  le  second  cas  au  premier,  en 
cherchant,  par  une  transformation  de  coordonnées,  quelle  direc- 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinie,  II.  2 
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lion  il  faudrail  donner  à  l'axe  des  j-  pour  que  la  couilje  udmîl 
des  asymptotes  parallèles  à  cet  axe. 

S2i.  y/s~i  iiiptotcs  pai  alli-lfs  à  l'axe  des  j  .  —  Supposons  que 
le  premier  nicmhre  de  l"éipi;itioii  de  la  courbe  se  présente  sous  la 
forme  d'une  série,  composée  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes, 
et  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  j  ;  et,  de  plus, 
qu'aucun  des  coefficients  de  ce  développement  ne  devienne 
infini  pour  les  valeurs  particulières  de  x  que  nous  aurons  à  consi- 
dérer. Ce  cas  comprend  éviticmmcnl  celui  des  courbes  algébriques 
dont  on  a  ramené  l'équation  à  la  forme  entière  et  rationnelle. 
Soit  donc 

ré(Mialion  proposée,  /,  ///,  .  .  .  élant  des  nombres,  entiers  ou  non, 
positifs  ou  négatifs,  mais  dlgéhriqucinent  décroissants,  de  sorte 
que  l'on  ait  l  j- lu^  .  ...  11  faut  chercher  si  l'équation  peut  èti'e 
vérifiée  en  allribuant  à  la  fois  une  valeur  finie  à  x  et  une  valeur 
infinie  àj'. 

Divisons  le  premier  membre  de  l'équation  par  la  plus  hante 
puissance  de  y,  ce  qui  donne 

il  est  clair  ([ue  celte  écpialion,  dont  tous  les  termes,  à  l'exception 
du  premier,  sont  miilli[)li('s  par  des  puissances  négatives  de  y, 
sei'a  vérifiée,  en  donnant,  d  une  part,  à  x  une  valeur  qui  annule  le 
premier  terme  /",  i^x")  sans  rendre  les  coefficients  suivantsyi»  (x),. . . 
infinis,  et,  d'autre  pari,  W  j  une  valeur  infinie.  On  obtiendra  donc 
les  abscisses  auxquelles  correspondent  des  asymptotes  parallèles 
aux  j',  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
dej. 

Etant  donnée,  par  exemple,  l'équation  du  second  degré 

rtx-  -t-  bxy  -■-  ex  -H  dy  +  f  =  o, 

on  aura  rasym|)lote  parallèle  à  l'axe  desj',  en  déterminant  x  par 
l'équation  hx  -i-  d  =^  o. 

Remarquons  que,  pour  qu'une  racine  de  l'écpialion  f,  (x)  =:  o 
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corresponde  à  une  asvinplole  réelle  de  la  courLc,  il  faut  que  lu 
courbe  ail  une  branche  réelle  dans  le  voisinage  de  celle  asyniplolc. 
Ainsi,  la  courbe  a-  )  - —  ax  -|-  Z<-=  o  n'ayanl  pas  de  poinls  réels 
pour  .r  Irès-peu  différenl  de  zéro,  on  ne  peal  pas  dire  que  l'équa- 
lion  .X-  =  G  délermine  des  asymploles  de  celle  courbe.  Celle  re- 
marque s'étend  aussi  aux  autres  cas  de  délerminalion  des  asym- 
ptotes. 

525.  .-/.«}  mptotes  parallèles  à  l'axe  des  x.  —  On  verra,  abso- 
lumenl  de  la  même  manière,  que  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe 
des  X  peuvent  s'obtenir  en  ordonnant  l'équation  de  la  courbe  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  x,  et  égalant  à  zéro  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  cette  variable.  —  On  peut, 
d'ailleurs,  faire  rentrer  la  recherche  des  asymptotes  parallèles  à 
l'axe  des  x  dans  le  cas  plus  général  qu'il  nous  reste  à  traiter. 

526.  ^isjmptotcs  lion  parallèles  à  l'axe  des  y.  —  A^ous  allons 
traiter  cette  question  dans  la  supposition  que  le  premier  membre 
de  l'équation  de  la  courbe  soit  ordonné  en  une  série,  finie  ou  in-^ 
finie,  de  groupes  homogènes  par  rapport  à  j:  et  kj,  dont  les  de-' 
grés  forment  une  suite  décroissante. 

L'équation  peut  se  mettre  immédiatement  sous  cette  forme, 
toutes  les  fois  que  son  premier  membre  est  une  fonction  algé- 
brique, entière  et  rationnelle,  de  x  et  de  y,  ou  plus  généralement, 
de  puissances  quelconques  x^fj''-  de  ces  variables.  Pour  l'y  rame- 
ner, s'il  est  possible,  dans  les  autres  cas,  posons,  dans  l'équation 
¥[x.y)^=o,  j  =^tx,  et  développons  la  fonction  F(x,tx)  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  x.  On  obtiendra  ainsi  un  dé- 
veloppement de  la  forme 

.i-''f[t)  'i-.v"'-/,[t]  -I- j;"-f(«)  -h.  .  .=zo, 

/,  m,  77,  .  .  .  étant  des  nombres  algébriquement  décroissants;  et  en 
mettant  pour  «  sa  valeur-i  l'équation  devient 


Pour  qu'une  droite,  représentée  par  l'équation 
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soitasymplole  de  la  coiiiljc,  il  Huit  que  la  dillérence 

Y  —  (i.c  —  h  :=  î, 

eiilrc  rurdoiinée  j  de  la  eouiLe  el  rordoiinée  ax  H-  l>  de  la  droite, 
soit  iiiliiiiiuent  petite  pour  x  iiiliniment  grand.  Or  ou  a,  eu  résol- 
vant la  dernière  équation  par  rapport  au  coefficient  angulaire  rt, 

—  -i  _  !l±i 

et  puLsque  1/ ~{- t  doit  avoir  une  llinile  finie  b  pour  a:=  ac  ,  on  en 
conclut 

a  =  lim   -• 

On  a  ensuite,  en  met  tant  pour  a  la  valeur  constante  ainsi  déter- 
minée, 

h  =z y  —  o.r  —  z  =^  lim  [y  —  «.r). 
a-  =  » 

527.  Si  l'un  divise  l'équation  (i)  parla  plus  haute  puissance  de 
Jir,  on  a 

Cette  équation  sera  satisfaite,  si  l'on  suppose  à  la  fois  x  infini  et 
lim  -  égal  à  l'une  des  racines  de  l'équation 

l3)  y(a)  =  o, 

que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  degré 
le  plus  élevé,  dans  lesquels  on  fait  x  =^  i ,  j  =  a. 

On  suppose  ici  que  l'on  a  préparé  l'équalion  de  (elle  manière 
qu'aucune  des  fonctions  J__{a) ,  ']'(«) ,  ...  ne  devienne  infinie,  lors- 
qu'on prend  pour  a  une  des  racines  de  l'équation  (3). 

528.  Pour  déterminer  maintenant  l'ordonnée  à  l'origine  b  de 

,         Y  & 

l'asymptote,  posons  j-  —  ax=^,  d'où-  =  «-!--)  et  considérons 

d'abord  le  cas  où  a  est  une  racine  simple  de  l'équation  (3).  On 
aura,  à  cause  de  cp(a)  =  o, 


-M-    ..=  o. 
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D'après  cela,  l'équation  (2),  mullipliée  par  x,  peut  s'écrire  sous  la 
forme 

(4)      P'/(«-«:7)-.7^/-('^+9 

Si  ladllTérence  / — ;«  entre  les  degrés  des  deux  premiers  groupes 
de  l'équation  (i)  est  plus  grande  que  l'unité,  cette  équation  de- 
vient, pour  X  =  ao  ,  b  =  limjS, 

b-/[a]=o, 

et,  cf'(a)  n'étant  pas  nul,  on  a  Z»  =  o.  Donc,  dans  ce  cas,  toutesles 
asymptotes  de  la  courbe  qui  correspondent  à  des  racines  simples 
de  (3)  passent  par  l'origine. 
Si  /  —  7?i  :=  I ,  il  vient  alors 

Si  /  —  jiK^i,  avec  j((<7)  différent  de  zéro,  l'équation,  contenant 
un  terme  affecté  de  la  puissance  positive  a~'+™+'  de  x,  donnera, 
pour  X  =  oc  ,  b  =  00  ,  et  par  conséquent  il  n'y  aura  pas  d'asym- 
ptote pour  cette  direction.  Tel  est  le  cas  que  présente  la  courbe 

i        i        i 
X-  —  r'  ^=  A'. 

Mais  si  j((«)  =  o,  et  que  w(a)  soit  la  première  des  fonctions 
X{<^)>  ^(''^)j  •  •  •  I  qui  ne  s'annule  pas  pour  la  valeur  considérée  de 
a,  l'équation  deviendra 


Sy'(a  +  e  ')  +  — ^ 


/:  1  «  +  e,  1^  1  +  •  • .  ^-  ;::j3^  «  (  «  +  •-  p- ...  =  0, 


et  ion  en  conclura  b  =  o, ^ — »  co  ,   suivant    que   /  —  p   sera 

>i,  —  I,  ou  <  I. 

529.   Supposons  maintenant  que  a  soit  une  racine  double  de 
(3),  '■■f'(rt)  étant  nul  et  '/'(a)  différent  de  zéro.  En  poussant  alors 

jusqu'au  troisième  terme  le  développement  de  cf  (  «  -f-  -  ]  )  et  mul- 
tipliant l'équation  (2)  par  x-,  il  vient 


L^Y[^..^et^-^^^.,(^a. 


P 


iOt  1.1  VKE    III.    '        Cil  \1'.    I  ,    ^    II. 

Si  / —  /«  ^  a,  [tt-  =  o,  et  la  diniblc  asvnijUote,  correspondante  à 
la  racine  double  de  l'équation  (3),  passera  par  l'origine. 
Si  / — m  :=  2,  on  aura 


) 

Si  celte  valeur  esl  réelle,  la  courbe  aura  deux  asymptotes  distinctes, 
parallèles  entre  elles. 

Si  / —  m  <[  2,  sans  que  ;^(rt)  soil  nul,  /*  est  infini,  et  11  n'y  a  pas 
d'asymptote  pour  cette  valeur  de  a  ;  mais  si  '/^[n)  =  o,  en  dévelop- 
pant /,(«+-)»  l'équation  devient 


'    o«    Il  I  „     ,     fi  r  \    ,  '  c,..i{  „     ,     tt    r" 


,j~  a> 


..^x'(«-.^.^)-H^>(«H-g^...=o. 


Si  l'on  a  à  la  fois  / —  in^\ ,  l  —  ;i^i,  b  sera  donné  par  une  équa- 
tion du  second  degré.  Si  l'une  des  différences  / — m  —  i,  / — n — i 
est  négative,  sans  que  "flici)  et  ({/(«)  s'annulent,  il  n'v  a  pas  d'asym- 
ptote, et  ainsi  de  suite. 

On  verra  de  la  même  manière  que,  si  a  est  une  racine  triple  de 
l'équation  (3),  la  valeur  de  h,  lorsqu'elle  est  finie,  est  donnée  par 
une  équation  du  troisième  degré,  et  ainsi  de  suite. 

530.  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coordonnées 
polaires.  —  Si  une  branche  de  courbe  infinie  a  une  asymptote 
rectiligne,  alors,  pour  un  point  de  cette  branche  infiniment  éloigné, 
le  rayon  vecteur  fera  un  angle  infiniment  petit  avec  l'asymptote,  et 
sera  infiniment  grand;  donc  on  aura /•  ^  30  pour  une  valeur  dé- 
terminée c.  de  l'angle  /^  et  cette  valeur  sera  l'angle  de  l'asymptote 
avec  l'axe  des  x.  Par  conséquent,  on  aura  les  directions  qui  peuvent 
correspondre  à  des  asymptotes,  en  cherchant  les  valeurs  y.  de  l'angle /> 
qui  répondent  à  r  =  00  . 

Fia-  '!'• 


Il  faut,  de  plus,  que  la  distance  MQ  [fig.  ^i)  du  point  infini- 
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menl  éloigné  M,  à  la  parallèle  menée  à  l'asymptote  par  l'origine, 
tende  vers  une  limite  finie  PQ,  qui  sera  la  distance  de  l'asymptote 
à  l'origine.  Cette  distance  MQ  =;  5  a  pour  valeur  rsm[p  —  a).  Il 
faudra  donc  chercher  la   limite  à  pour  j)  =-.  x  el  !•  =  x>   de  l'ex- 

■    /             \           /             \  sin(/>  —  a)      ,        ,    ,.      , 
pression  7-sin(/) —  y.)  =  r[p' —  x)  —t-^ p'  ^  cst-a-dirc  la  quan- 
tité 

.    (l  =^  iim  r[p  —  «). 
/'  =  "" 

S3I.  Pour  pouvoir  traiter  généralement  la  question,  nous  sup- 
poserons que  l'équation  entre  /'  et  p  puisse  être  ordonnée  suivant 
les  puissances  ch-croissa/ifrs  de  /'  en  une  série  finie  ou  infinie, 
supposition  qui  revient  à  celle  que  nous  avons  admise  [526]  dans 
le  cas  des  coordonnées  reclilignes.  Soit  donc  l'équation 

'■'?[p]  +  ■■■"''/.[  p)  -^  '-"-Hp)  +  ■■■=  o> 

où  l'on  suppose  /^-  /«/>  n"^  .  .  . .  De  plus,  nous  admettons  que, 
en  multipliant  ))ar  un  facteur  convenable,  on  ait  fait  en  sorte  que 
les  coefficients  x{p)>  ^ip)>  •  •  •  "^  deviennent  infinis  pour  aucune 
des  valeurs  particulières  de  p  que  l'on  aura  à  considérer. 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  [524]  dans  la  recherche 
des  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  }■,  on  voit  que  l'on  obtiendra 
des  valeurs  p  =  x,  qui  répondent  aux  valeurs  infinies  de  /•,  en  po- 
sant y  (a)  ^  o. 

Soit  maintenant 

P  =  y.  -(-  r, 

et  cherchons  la  limite  d  de  r[p  —  x)  =^  /'£.  On  a,  en  substituant 
à  p  sa  valeur  a  H-  =,  et  divisant  par  r'~', 

cl.^'  («  +  0,)  +  _L_  ^_(„  +  ,)  H^ .  .  .=  o. 

Celte  équation,  étant  entièrement  semblable  à  l'équation  (4)  du 
n"  528,  donnera  lieu  à  une  discussion  identique,  sur  laquelle  il  est 
inutile  de  revenir. 

Exemple.  - —  Soit  l'équation  d'une  section  conique 
I  -f-  e  cosp =:  o. 
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LIVRE   m.   - 

-    cil  A  p.     I 

On  a  ici 

/  :=  0,       /72  =  —  I 

-  ?{p]  = 

I 

■  e  cosp. 

L'équation  (f[a)  =  o  donne  cosk  = ,  viilciir  inndniij;slhlc  pour 

e  <^  i .  On  a  ensuite 

,/  —  _  '^  —        '' ^'^ 

valeur  infinie  pour  c  -^  i ,  finie  pour  r-  ">  i . 

532.  LiiniLe  de  la  /tmgente  en  un  point  d'une  hvanclie  infinie. 
—  Si  la  tangente  à  une  brandie  de  courbe  tend  vers  une  position 
limite  déterminée,  lorsque  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfini- 
ment, cette  position  limite  sera,  en  général,  une  asymptote  à  la 
courbe.  Nous  allons  le  démontrer  pour  le  cas  où  l'équation  peut 
être  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  y  ou  déve- 
loppée en  série  de  groupes  homogènes  de  degrés  décroissants, 
comme  nous  l'avons  lait  pour  traiter  la  théorie  des  asymptotes. 

I.  Supposons  d'abord  léquation  mise,  comme  au  n°  524,  sous 
la  forme 

On  lire  de  cette  équation 


Cette  valeur  devient  infinie  si  l'on  prend  pour  x  une  valeur  ji'i, 
pour  laquelle  on  ail  à  la  fois  y,  [x,  )  =  o,  -)  =  oo  ,  en  supposant 
J[{xs)  différent  de  zéro.  Alors  l'équation  de  la  tangente 

dx 

se  réduit  à  c  :=  x,,  et  la  tangente  coïncide  avec  l'asymptote  paral- 
lèle à  l'axe  des  j,  déterminée  au  n°  524. 

On  traiterait  de  même  le  cas  où  ré([uatian  serait  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  de  x. 
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533.  II.  Dans  le  cas  d'une  tangente  limite  non  parallèle  à  l'axe 
des  j)',  la  règle  de  la  recherche  des  vraies  valeurs  [381]  donne, 
pour  X  etj  infinis, 

hm  -r-  =  lim  -; 
a.c  j: 

donc,  lorsque  -;-  tendra,  pour  x  et  y  infinis,  vers  une  limite  dé- 
*      (i.f  ' 

terminée,  cette  limite  sera  la  même  que  celle  de  -  i  c'est-à-dire  que 

le  coefficient  angulaire  de  l' asymptote . 

Pour  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente,  on  a 

mais,  comme  -^  n'est  jamais  égal  à  sa  limite  a,  mais  en  diffère 

d'un  infiniment  petit  s,  on  ne  peut  pas,  sous  cette  forme  générale, 
affirmer  que  Iim-/i„  =  liin[  i  — (^a -\- t)  x]  sera  toujours  égale  à 
l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asvmptote,  lini(x — ax).  Nous  verrons, 
en  effet,  qu'il  peut  exister,  dans  certains  cas,  une  asymptote,  sans 
que  la  tangente  à  la  branche  infinie  tende  vers  une  limite  fixe. 

Considérons  le  cas  où  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  (i) 
du  n°  526, 


V[x,r)=.c''^[- 


On  en  tire 


ax  \x 


ou,  en  retranchant  du  second  membre  le  produit  nul 

g=-('-")--.(i)-..^-5Hi)*-4i)H-,..]. 

Ensuite 


.36 

Livnr:   m.  - 

-     en  A  p.    I,    §    Il 

[. 

donc 

d? 

l—m      h\ 

Ô.V       y    , 

,r'-"'   '-Uj 

-r-  ■      . 

t'-'A 

'■'\     1         '       -' 

('■'■'i     ■ 

,,J+x'-"'/- 

U;  ■  ■• 

Si  donc  -   lotid  vers  une  limite  finie  (i,  qui  ne  rende  infinie  au- 

x  * 

cune  des  fondions  yj/i),  ....  et  qui  n'annule  pas  <^'(fl),  -j^  tendra 
vers  la  même  limite,  d'où 

■•    ^b'     ,.    y 

Imi  —  r^  Imi  -  =:  a. 
dx  X 

C'est  ce  qui  aura  lieu  encore,  si  Ion  a  ^  {ci)  =;  o,  avec  x(rt)  :=^  o  et 
y/(rt)  différent  de  zéro,  etc. 

On  a  ensuite,  pour  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente, 

/  —  m 
cly  _  ./■'-'"-' 


y 


^ 


Dans  le  cas  où  &'(«)  ne  sera  pas  nul,  cette  expression  aura,  comme 
l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptote,  pour  limite 


o, 


f'{") 


t     co  , 


selon  qu'on  aura  / —  ///  ^  i ,  =  i ,  <C  i . 

Les  cas  exceptionnels  de  cette  formule  donneraient  lieu  à  une 
discussion  analogue  à  celle  que  nous  avons  faite  pour  les  asym- 
])toles[328,  529]. 

53i.   Si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  el 


que  la  tangente  ait  une  limite  fixe  HI   {ftc^-  42),   la  distance   OH 
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de  cette  limite  à  l'origine  sera  la  limite  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  l'origine  sur  la  tangente,  c'est-à-dire  lim/'sinô;  ou 
encore  ce  sera  la  limite    de  la  sous-tangente   OT,   c'est-à-dire 

r- 
lim 7'  tantr  9  :=  Uni  --  • 


'b  ■ 


On  cherchera  donc  d'abord,  comme  dans  la  théorie  des  asym- 
ptotes, la  valeur  de  /)  pour  laquelle  /•  ==.  oo  .  On  examinera  ensuite 

si  —7  tend  vers  une  limite  finie,  lorsque  p  approche  de  sa  limite  a. 

Or,  en  supposant,  comme  au  n°  S31,  l'équation  ordonnée  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  /■,  on  trouvera,  par  une  réduction 
analogue  à  celle  du  numéro  précédent, 

d'oîi 

l  —  m 


expression  qui,  en  supposant  Çp'(a)  différent  de  zéro,  aura,  pour 
]>  =^  y.,  la  même  valeur  limite  que  d  [531  ]. 

53o.  On  peut  donc  obtenir  généralement  les  asymptotes,  en 
cherchant  les  limites  des  tangentes  à  l'infini,  quand  ces  limites 
existent. 

Exemples .  —   I.   Soit  la  courbe 


On  a  d'abord 


J- 


.   r 

.r  sin  — 
cl  Y  .T 


dj;  .     r 

rsin  — 


Or,  pour  X  =  DO  ,  j'  étant  fini, 


(■"^^"J 


im7  =  it  I. 
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Donc  lim  -;-  =  o  :  ensuite 

(tx 


dx  ,  Y 

o.x-  y  —  jTsin- 

quantité  quia  piiui-  limite  limj'  =  rhi;  donc  la  courbe  a  pour 
tangentes  limites  à  l'infini  les  droites  ^= -h  i ,  j' = — i,  qui  sont 
les  asymptotes.    < 

II.    Soit    la    spirale    hyperbolique    /•  = -•    On    a   /•  ^  oo    pour 

/'=:a  =  o.  Ensuite   /•';= ■>   d'où  S,=  — a\    donc   la   sous- 

P- 
langente  a  pour  limite  — a,  ce  qui  détermine  la  tangente  limite 
ou  l'asymptole. 

o3G.  11  y  a  des  cas  où  la  courl)e  a  une  asymptote,  sans  que  pour 
cela  la  tangente  à  l'infini  tende  vers  une  limite  déterminée.  Consi- 
dérons, par  exemple,  la  courijc  qui  a  pour  équation 

a  -+-  sin.c 

a  étant  ^;>  i  et  in  positif.  On  a  d'abord  }  =::  o  pour  .r  infini  ;  donc 
l'axe  des  .r  est  une  asymptote.  Mais,  si  l'on  clierclie  la  limite  de 
la  tangente,  on  trouve  bien  que 

dy  cosj:        m  [a  -!-  sin.r) 

dx        Tr™  x™-i-î 

a  toujours  pour  limite  zéro;  mais  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tan- 


gente 

.>■  — 

dy        (i  —  /w)  (« -i- sin.r) 

cos.r 

^  dr  ""                  .r"' 

j.m  —  1 

aura  pour  limite 

,.      COS.»: 
—  Imi 5 

quantité  nulle  pour  m  ^  i  (auquel  cas  la  limite  de  la  tangente  est 
l'asymptote),  indéterminée  el  oscillant  entre  — i  et  -H  i  pour 
m  =  1 ,  oscillant  entre  —  oo  et  4-  ao  pour  m  ^i^  i . 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance,  remarquons  que, 
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dans  les  environs  du  point  de  contact,  situé  à  une  distance  infini- 

ment  erande  de  roriiiine,  -;-  a\ant  pour  limite  liin"-i  et  le  point 

de  contact  étant  infiniment  voisin  de  l'asymptote,  la  tangente,  dans 
un  intervalle  fini  à  partir  de  ce  point  de  contact,  difierera  infini- 
ment peu  de  l'asymptote.  Mais,  si  l'on  remonte  jusqu'à  l'axe  des  r, 
situé  à  une  distance  infiniment  grande  du  point  de  contact,  l'or- 
donnée de  la  tangente  par  rapport  à  l'asymptote  sera  le  produit 
d'un  coefficient  angulaire  infiniment  petit  par  une  abscisse  infini- 
ment grande.  Or  rien  ne  prouve  donc  que  ce  produit  ait  pour 
limite  zéro,  ni  qu'il  tende  vers  une  limite  détei'minée. 


§  ni. 

LONGUEUR    d'un    ARC    DE    COURBE.    ANGLE    DE    CONTINGENCE. 

DÉTERMINATION  DU  SENS  DE  LA  CONCAVITÉ  d'uKE   COURBE. 

537.  On  sait,  par  la  XX"  proposition  du  P''  Livre  d'Euclide, 
que  dans  un  triangle  un  côté  quelconque  est  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres,  d'où  il  résulte  :  i°  que  la  difierence 
de  deux  côtés  d'un  triangle  est  moindre  que  le  troisième  côté; 
2°  qu'un  côté  quelconque  d'un  polvgone  fermé  est  moindre  que  la 
somme  de  tous  les  autres. 

Si  donc  un  triangle  a  un  seul  angle  infiniment  petit,  la  différence 
entre  les  côtés  qui  comprennent  cet  angle  est  moindre  que  le  troi- 
sième côté,  et,  comme  celui-ci  est  infiniment  petit  par  rapport  à 
chacun  des  deux  autres,  il  s'ensuit  que  la  différence  des  côtés  qui 
comprennent  l'angle  infiniment  petit  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  chacun  de  ces  deux  côtes  ;  ou,  en  d'autres  termes,  que 
les  deux  côtés  d'un  angle  infiniment  petit  d'un  triangle,  dont  les 
deux  autres  angles  sont  finis,  diffèrent  entre  eux  injiniinent  peu. 

Si  l'un  des  deux  angles  finis  est  droit,  celte  différence  est  même 
infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à  chacun  de  ces 
côtés;  car,  a,  h,  c  étant  les  côtés  d'un  triangle  rectangle, 

,,.'''  —  f'  aie 

a^ — b-:=c-,     d  ou      = 


b  \a 


quantité  infiniment  petite  du  second  ordre,  sic  est  infiniment  petit 
par  rapport  à  a. 


3o  M  vRi:   III.  —  cii.vp.   I ,   §  III. 

On  en  conclut  i|iic,  si  un  lrian!;Ic  a  deux  de  ses  angles  infini- 
ment pclits,  la  dlfTérence  entre  le  plus  grand  côté  et  la  somme  des 
deux  autres  est  infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à  ce 
plus  grand  côté. 

Il  en  est  de  même  pour  la  différence  entre  un  côté  d'un  poly- 
gone et  la  somme  de  tous  les  autres,  lorsque  tous  ceux-ci  (orment 
avec  le  premier  des  angles  infiniment  petits. 

538.  Soit  donné  un  arc  de  courbe  plane.  Nous  supposerons  cet 
arc  connexe,  c'est-à-dire  tel  qu'un  rayon  vecteur,  mené  par  un 
point  fixe,  parallèlement  à  chaque  position  de  la  tangente,  tandis 
que  le  point  de  contact  parcourt  l'arc  d'une  extrémité  à  l'autre,  se 
déplace  en  tournant  toujours  dans  le  même  sens,  sans  jamais  re- 
venir en  arrière. 

Admettons,  en  outre,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'arc  soit  tel 
que  l'angle  des  deux  positions  extrêmes  du  ravon  parallèle  à  la 
tangente  soit  moindre  que  deux  angles  droits,  de  sorte  que  les  tan- 
gentes extrêmes  et  la  corde  de  l'arc  forment  un  triangle  contenant 
l'arc  dans  son  intérieur. 

Si  ces  conditions  n'étaient  pas  remplies,  on  partagerait  lare  en 
portions  pour  lesquelles  les  deux  conditions  eussent  lieu. 

Si  à  cet  arc  AB  on  inscrit  et  l'on  circonscrit  deux  polygones 
quelconques,  les  longueurs  des  périmètres  de  ces  polygones  seront 
toujours  comprises  entre  celle  de  la  corde  AB  et  la  somme  AT  -t-  TB 
tles  tangentes  extrêmes.  Donc  ces  périmètres  auront  toujours  des 
longueurs  finies,  quels  que  soient  les  nombres  de  leurs  côtés. 

Si  l'on  subdivise  les  arcs,  en  introduisant  de  nouveaux  sommets 
et  de  nouveaux  points  de  contact,  le  périmètre  du  polygone  in- 
scrit augmente,  celui  du  polygone  circonscrit  diminue,  et,  de  plus, 
le  périmètre  du  polygone  inscrit  est  toujours  moindre  que  celui 
du  polygone  circonscrit. 

Soit  maintenant  AM  [fig-  43)  un  arc  infiniment  petit.  La  corde 
AM  fera  un  angle  infiniment  petit  avec  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  l'arc  AM,  ainsi  ([u'avec  toute  corde  sous-tendant 
une  portion  quelconque  de  l'arc  AM.  Il  l'ésulte  de  là  :  i°  que 
la  corde  infiniment  petite  AM  diffère  infiniment  peu  de  toute 
portion  de  polygone  infinitésimal  circonscrit  à  la  courbe,  com- 
prise entre  les  ordonnées  des  exti'émités  A  et  M;    2"  que  cette 
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corde  diffère  infiniment  peu  de  toute  ligne  polygonale  inscrite  dans 
l'arc  AM. 

11  s'ensuit  de  là  que  la  somme  des  cordes  infiniment  petites,  ou 
le  périmèlre  d'un  [)olygone  inscrit,  dont  tous  les  côtes  sont  infini- 
ment petits,  diffère  infiniment   peu  du  péi'imèti-e  d'un   polygone 

Fig.  43. 


infinitésimal  circonscrit  au  même  arc  fini  AB.  Si  donc  on  multi- 
plie indéfiniment  le  nombre  des  côtés  des  deux  polygones,  les  deux 
périmètres,  l'un  croissant,  l'autre  décroissant,  et  diflerant  l'un  de 
l'autre  infiniment  peu,  tendront  vers  une  limite  commune,  plus 
grande  que  chacun  des  polygones  inscrits,  plus  petite  que  chacun 
des  polygones  circonscrits. 

On  verrait,  d'ailleurs,  par  un  raisonnement  tout  pareil  à  celui 
du  n°  237,  que  cette  limite  est  indépendante  du  mode  de  subdivi- 
sion de  l'arc  en  parties  infiniment  petites  par  les  sommets  du  po- 
lygone inscrit  ou  les  points  de  contact  du  polygone  circonscrit. 

Cette  limite  commune  des  périmètres  des  polygones  inscrits  et 
circonscrits  à  un  arc  de  courbe  est  ce  qu'on  nomme  la  longueur 
de  l'arc  de  courbe. 

Cette  limite  jouit  de  toutes  les  propriétés  des  polygones  inscrits 
et  circonscrits,  indépendantes  du  nombre  des  côtés. 

539.  Si  l'on  considère  un  arc  infiniment  petit,  compris  entre  les 
points  [x,r)  et  [x  -\-  dx,  j  -\-  dj),  sa  corde  ds  -^z  ijdx-  -i-  dy- 
différera  infiniment  peu  d'un  polygone  quelconque,  inscrit  ou  cir- 
conscrit à  cet  arc.  Elle  différera  donc  aussi  infiniment  peu  de  la 
longueur  de  l'arc;  donc  on  peut,  aux  infiniment  petits  près  d'ordre 
supérieur  au  premier,  prendre  la  corde  ds  pour  la  longueur 
même  de  l'arc  infiniment  petit,  et  la  longueur  d'un  arc  fini  sera 
égale  à  la  limite  de  la  somme  de  ces  éléments  infiniment  petits  ds. 

Ainsi  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  dont  les  extrémités  ont 
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pour  abscisses  Xo  et  X  sera  exprimée  par  l'inlcgralc 

Jf*x  =  \  ^\     /»X 

X  =.  x„  Jx„  Jx^ 

Remarquons,  de  plus,  que  la  différence  entre  la  corde  et  un 
quelconque  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  l'arc  infinité- 
simal, est  infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à  la 
corde;  elle  est  donc,  absolument  parlant,  du  troisième  ordre.  Donc 
un  arc  infiniment  petit  diffère  de  sa  corde  d'un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre. 

540.  Le  calcul  de  l'intégrale  qui  exprime  la  longueur  d'un  arc 
de  courbe  constitue  le  problème  de  la  rectification  de  celte  courbe. 
Donnons-en  quelques  exemples. 

I.   Soit  la  parabole  cubique 


On  a 
d'où 


ds-  =  dx-  -i-  --f — -  dx-  ;=  1  I  +  y  j:  )  I 

4j  \      4   / 


la  constante  arbitraire  dépendant  de  l'origine  à  partir  de  laquelle 
on  mesure  l'arc. 

II.   Soit  la  cycloïde  représentée  par  les  équations 

X  =^  n[l -i- sint],     jzzza[i  —  cost). 

On  a 

dx  =  adt[i  -+-  CCS/ j,  dy  =  cisintdt, 

d'oîi 

(/j'^^=  a-  [i  —  cosf)  [i  -+-  cosr]  dt-:=  «j(i  -(-  cost)  dt^, 

ds-  —  dx''-  -h  dy°-  =  a- dt"- [ '  i  -;-  cos ?1  -  +  sin-  < ]  =  aa' dt'-  (  n-  cos «  )  =  —  dy^ , 

cl  par  suite,  en  comptant  l'arc  à  partir  du  sommet  de  la  courbe, 


=  /      -j^dy=\lbay. 
%Jq     sj 
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III.  L'équation  de  la  spirale  d'Arcliimèdc  étant  r  =  ap,  on  e 
tire  dr  =  aclp,  et  par  suite  [S15] 
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(h-=^  c/r' -h  >-(lp- z=  a- tlp-[i -\- p'-] ,      d'où     s  =  af  i/p  \/ i -i-p-. 
Si  l'on  pose  p=  Sh'ij,  il  vient 

s  =  afCh-'jidf  =  -  «/(l  -h  C\\2f]tiy  =  -  «  (  y  H-  -  Shîy  J  -+-  C, 


ou  enfin,  en  comptant  l'arc  j^  à  partir  de  l'origine,   ce  qui  donne 
C  =  o, 

541.  Soient  M(jc,j}'),  M'(x -)-//,  7,  )  deux  points  infinimeni 
voisins,  pris  sur  une  courbe  7=y(.r).  Désignons,  sans  distinc- 
tion, par  s  toute  quantité  qui  devient  infiniment  jietite  en  même 
temps  que  h.  On  aura,  en  poussant  plus  ou  moins  loin  le  dévelop- 
pement par  la  série  de  Taylor, 

Il  2 

f=f[x),      r\  =/'  (x  H-  /,)=:/  +  s=7'-H  //(7"  +  s). 

Ayant  ainsi  les  tangentes  des  angles  M'Mx,  TMx,  T'M'o:  {fig-  44)> 

Fig.  4.'i- 


on  en  tire,  pour  les  tangentes  des  différences  de  ces  angles  deux  à 
deux, 

i/Wr"  +  £)  I      h  y"      , 

tangM'MT=  ^     l'    ^    '  —  ■'        1 .    ,    .i 


tangMM'A  = 


tangT'AT  = 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin.,  II 


-  (y +  0  (:>''  +  -)      2'+J 

//(y^  +  0  _         hy" 


T^l'  +  'i 


n-y(7'^-0 


i-t-j- 


!  +  £    . 
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On  a  donc,  à  des  infinimcul  pelils  du  second  ordre  près, 


M'MA— MM'A=1t'.\T. 

2 


L'angle  M'AT  de  deux  tangentes  infiniment  voisines  s'appelle 
Y  angle  de  contingence.  On  peut  le  considérer  comme  égal  à  sa 
tangente,  el  il  vient,  en  désignant  cet  angle  par  (Ît, 

h.r"     ,     .     , 


n-j' 


C'est  ce  que  l'on  aurait  ]mi  oiîtenir  directement,  en  diiïerentiant 

l'équation 

T  =:  arc  tang  r'. 

On  voit,  en  même  temps,  que  le  triangle  AMM'  est  isoscèle,  de 
sorte  que  les  tangentes  issues  d'un  point  infiniment  voisin  de  la 
courbe  sont  égales  (aux  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur 
au  premier). 

L'angle  M'MT  de  la  corde  avec  la  tangente  est  égal  à  la  moitié 
de  l'angle  de  contingence  correspondant  à  l'arc  sous-tendu  par 
cette  corde. 

Le  rapport    '  étant  infiniment  ])eu  diflerent  de  i  ',  on  peut 

écrire,  en  remplaçant  /;  [)ar  dx,ji — y  par  dj  , 
tangT-AT=tang./r=.  ;^  _  [.  +  .)^  ^^^^.-^^  =-^^^,.-i- .), 

c'est-à-dire 

rf.f-     ^ 

542.   On  a  ensuite,  pour  la  distance  du  point  A  à  la  corde, 

AP  ==  -  MM'  tani;TMM'  =  —  ^  (  i  -f-  £ )  =  -l  chih, 

aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire 

I  Y"d.t^ 
4      as 
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L'aire  du  triangle  des  deux  tangentes  est 

AMM'  =  -  MM'.  AP  =  ^  is^ik  —  l y" dxK 

2  O  Q 

La  flèche  PQ  =  -  MM'  tangQMM'.    Or  le  point  Q  correspond 

à  une  abscisse  égale  à  .r-I — /?,  aux  infiniment  petits  près  de  l'ordre 

de  PA,   c'est-à-dire  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre. 
On  a  donc,  li  différant  infiniment  peu  de  h' , 


tangQMa-  = 

,f{^-^ 

-f{.r\ 

^=  J 

+  ^=j'-i- 

h 
4 

[y 

"+.=), 

D 

onc 

tangQMM' 

=  tang( 

M' M 

,r-QM.r)  = 

I  h  y"  [  I  -)- 

^ 

— 

r^- 

4    1  +  /' 

d^ 

où 

PQ 

T 

(/.v<^/-  =  QA  = 

.Iap, 

3 

comme  cela  a  lieu  pour  la  flèche  d'un  arc  fini  de  parabole,  menée 
parallèlement  à  l'axe. 

543.   Soit  ^a(x-l-  i,  J^fi)  un  point  de  l'arc  MM'.  On  aura 

«=j'?+ '-(J"^-.)?^ 

quantité  qui  ne  diffère  que  d'un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre  de  l'ordonnée  d'une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe 
des  y.  L'élément  d'aire  du  segment  MAM'  diffère  donc  infiniment 

peu  de  l'élément  d'aire  I  7''^  -I )  "?'  )  f'I  de  celle  parabole  ;  donc, 

d'après  une  propriété  connue  de  la  parabole,  l'aire  du  segmen iMQM' 

2  .  1 

est  les  -  du  triangle  MAM',  et  a  pour  valeur  — y"  dx^ . 

5ii.   La  différence 

MA-MP=^^(,-cosM'MA,  =  i-'^.i(l^V=A*,/-; 
cosMMA^  '        os^/t     2\2/  ib 
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donc  la  diflerence  entre  la  somme  des  tangentes  et  la  corde 


MAM'  —  MP5I'  =  jj  (h  (h- 
o 

est  du  troisième  ordre,  et  il  en  est  de  même,  à  plus  forte  raison, 
de  la  différence  entre  l'arc  et  la  corde. 

On  peut,  d'ailleurs  calculer  cette  différence  directement.  On  a, 
aux  infiiiimenl  petits  près  du  quatrième  ordre, 


iircMM' 


—rir'',V       ■}.r'<"'-^(r'r"'-i-y"-]r-        r'^)-"-g^  -] 


■  V  !  +J 


corde  MM 


*         ■      L        211-+-,)'-)  b[i+j'^y-  J 

-^r^   ,       r'y"h      ,    (irO-  +  l.-'"1^^       .v'v"^/^n 

En  prenant  la  différence  entre  ces  deux  valeurs,  on  a 

arc  —  cordc= -7/i\/i  +  ) '- (— ■ 7^)    =  —  ch il-'; 

donc  la  différence  entre  l'arc  et  la  corde  est  le  tiers  de  la  différence 
entre  la  carde  et  la  somme  des  tangentes  menées  à  ses  extrémités. 

o4o.   Soit  M"(x  4- /;  4- /;,,  12)  [fs;.  4^)  un  nouveau  point  de 
la  courbe.  Si  l'on  mène  la  corde  M'M",  on  aura 

f\.r  -h  /l  -4-/1,]  —  fi-r  -I-  /l]  /.,/■,;  , 

tangM"M'.r  -^  -^ j — =f'[-^  +  /')  -H  -'  =  J  -^  ' 

"1 

=/'U  -i-  h]  +  '^  [/"  (X)  +  .]  =f'[.r)  +  — J-'  [,  "  +  .), 
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d'où 


//  +  //, 


tangM"iM'M,: 


//  +  //,       r' 


I-HJ- 


2         I  -hj- 


7^[M-e) 


quanlité  égale  à  tangM'AT,  lorsque  h,  est  égal  à//,  ou  infiniment 
peu  difrérent  de  h,  comme  cela  arrive  lorsque  la  diirérenlielle  de  x 

Fis.  45. 


esl  constante,  ou  qu'elle  correspond  à  un  accroissement  constant 
d'une  variable  dont  x  est  une  fonction  continue.  Donc,  lorsque  h 
est  constant  ou  varie  d'une  manière  continue,  l'angle  de  deux 
cordes  consécutives,  infiniment  peu  difTérenles  entre  elles,  est  égal 
à  l'angle  de  contingence. 
Autrement,  on  a 


.i"i- 


'-=d(r'- 


d'oîi 


tlaïc  tang  '■ 


(i  +  j)<-/arctangj', 


c'est-à-dire  =  (i  +  ;)f?T. 


546.  Sens  de  la  concavi/c  d'une  courue.  —  Une  courbe  est  dite 
concave  vers  le  haut  (ou  connexe  vers  le  bas),  lorsque,  dans  le  voi- 
sinage du  point  considéré,  elle  est  située  au-dessus  de  la  tangente 
en  ce  point.  Elle  est  dite,  au  contraire,  conca^>e  vers  le  bas  (ou 
convexe  vers  le  haut),  lorsqu'elle  est  située  au-dessous  de  la  tan- 
gente. 

La  courbe  sera  concave  vers  le  haut  si,  pour  une  abscisse  x -\-  h 
infiniment  voisine  de  l'abscisse  x  du  point  de  contact,  l'ordonnée  Y 
de  la  courbe  est  algébriquement  plus  grande  que  l'ordonnée  ï)  de 
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la  tangenlc.  Or  on  a,  pour  l'abscisse  a:  -+-  h, 

r.  r^-x  +  h^  ',      Y  =  j  a-  hy'  +  i'  [y"  ^  z), 

d'où  l'on  lire 

A' 

Y--.  =  -(j"H-e), 

f|ii;intité  (jiii,  pour  /;  assez  pelil  el  ■}  "  dilTérenl  de  zéro,  sera  de 
même  signe  que  j  " ;  donc,  pour  t"^o,  la  courbe  est  concave 
vers  le  haut.  Au  contraire,  pour  i  "  <^o,  la  courbe  sera  concave 
vers  le  bas. 

547.  On  peut  estimer  de  la  même  manière  le  sens  de  la  conca- 
vité par  rapport  à  la  direction  des  abscisses  positives.  Si 

c/'.r  __    „  _       r" 

est  positif,  la  courbe  tournera  sa  concavilé  du  coté  des  x  positifs 
ou  vers  la  ilioite;  si  .^      ;^o,  la  courbe  sera  concave  vei's  la  gauche. 
Remarquons  que  la  quantité  a."  est  de  même  signe  que 

ou  encore  de  même  signe  que  — —y 

548.  Si  -)  "  est  de  même  signe  que  j',  ou  si  l'on  a  yj  ''  ^>o,  la 
courbe  sera  convexe  vers  l'axe  des  x.  Si  yj  '<^o,  elle  sera  con- 
cave vers  l'axe  des  x. 

De  même,  elle  sera  com'exe  ou  concave  vers  l'axe  des j  ,  suivant 
que  xx"  sera  positif  ou  négatif. 

Exenijilc.  —  Considérons  la  cycloïde  allongée  ou  raccourcie, 
représentée  par  les  deux  équations 

X  =^  airu  —  s.'mt],      )=a(i  — cos/). 


On  tire  de  ces  équations 

rh   T^^  mit   <.\nt.       (1(111       v'r;:: 

n  —  cosî 


d-r  ^=  ailti/i  —  cdsO,      (!)   r^  ai/t.smf,      (1  (lu      v   ;= j 


,   ,        n  cns^  -  I     ,         ,.    ,         „         ncosf- 
dy   ^   :_  dt,       d  (lu     J     ^= 


[n  — coitf  a[n  —  cos/j^ 
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Pour  7i  <^  I,  ce  qui  est  le  cas  de  la  cycloïdc  raccourcie,  j"  change 

de   signe   avec  n  —  co&t,  et  la   co/icawité  change  de   sens.  Pour 

7z]>i,  ce  qui  répond  à  la  cjcloïde  allongée,  c'est  le  numérateur 

de  j  ",  au  lieu  du  dénominateur,  qui  change  de  signe.  Pour/z  =^  i, 

■)  "  est  toujours  négatif,  et  la  courbe  toujours  convexe  vers  le  bas. 

Le  sens   de    la  concavité  relativement  aux  x  dépend  du   signe 

,  r"  /i  cost  —  I  ,        ,    i-        1        •  I 

du  rapport  — — -  = : — ; r-»  c  est-a-dire  du  si^ne  de 

'^  ^  j  ai\nt[ri  —  cosf)^ 

I  —  n  cos  t 
ûx\t 

Remarquons  que  la  détermination  du  sens  de  la  concavité  d'une 
courbe  revient  à  examiner  si  j  '  croît  dans  le  même  sens  que  x  ou 
en  sens  contraire. 

549.   Points  d'inflexion.  —  Si  j  '  s'annule,  alors  la  dilTérence 

changera  de  signe  avec  /;,  de  sorte  que,  d'un  côté  du  point  de  con- 
tact, la  courbe  est  au-dessus  de  la  tangente,  tandis  que,  de  l'autre 
côté,  elle  est  au-dessous.  On  dit  alors  que  la  courbe  présente  un 
point  d' inflexion. 

Remarquons  cjue  les  conditions  d'existence  d'un  point  d'in- 
flexion reviennent  à  celles-ci  Djj)'=o,  D^.j  '  difl'ércnt  de  zéro. 
Ce  sont  là  précisément  les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum 
dej  ',  comme  on  pouvait  le  prévoir  a  priori. 

Si  j  '"  s'annule  en  môme  temps  que  j  ",  il  faut  alors,  pour  qu'il 
y  ait  inflexion,  que  la  première  des  dérivées  suivantes  qui  ne  s'an- 
nule pas  soit  d'ordre  impair. 

Cela  revient  à  chercher  la  condition  pour  que  y"  change  de  signe 
lorsqu'on  passe  de  l'abscisse  x  —  h  à.  l'abscisse  x  -f-  h,  c'est-à-dire 
pour  que  la  concavité  de  la  courbe  change  de  sens.  C'est  là  le  seul 
caractère  que  l'on  puisse  employer  dans  le  cas  où  le  minimum  de 
y'  correspondrait  à  j  "=  co  [392]. 

La  règle  serait  en  défaut  si  la  valeur  7  "=  go  ,  même  accompa- 
gnée d'un  changement  dans  le  sens  de  la  concavité,  correspondait 
à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  x.  Dans  ce  cas,  pour  juger 
s  il  y  a  inflexion,  on  examinerait  s'il  y  a  changement  de  sens  de  la 
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concavité  dans  la  direction  des  x,  c'est-à-dire  s'il  y  a  cliangemenl 
de  signe  dej'j"  ou  de  '—^  [547]. 


S50.  Exemples.  —  I.  La  courbe  j'  =  — ,-  a  une  iiillexion  pour 


„       5'.(3-.r) 

c'est-à-dire  pour  x  =  3. 

II.  La   courbe  j>' =  X-  —  a'    a    deux    points    d'inflexion    pour 

III.  Si  l'ou  considère  la  cvcloïdc  allongée  ou  raccourcie  [548], 

//  I  •  ... 

on  a  1    =:  G  pour  cos?o  =  -î  ce  qui  ne  peut  convenir  qu  au  cas  de 

//  ^  I  ou  de  la  cycloïde  allongée.  On  voit  bien,  dans  ce  cas,  que  y" 

change  de  signe  avec  t  —  !„,  et  par  suite  avec  h  =  x  —  Xo- 

Dans  le  cas  de  la  cycloïde  raccourcie,  ■}  "  devient  infini  et  change 

1      •  -1         ''■'■    '11  -1 

ne  si^ne  pour  cosf  =  h  ;  mais  alors  —r  s  annule  et  change  aussi  de 

signe;  donc.r  passe  par  un  maximum  ou  par  un  minimum.  D'autre 

j)art,  ^  ne  change  pas  de   signe,   ce   qui   montre   que  la   valeur 

cos<  =  Il  ne  correspond  pas  à  une  inllcxion. 

Pour  la  cycloïde  ordinaire,  7/ =  i ,  i  "^ -,■>  valeur 

•^  a[i  ■ —  cTtstj- 

toujours  négative;  donc  la  courbe  est  toujours  concave  vers  le  bas, 
et  n'a  pas  d'inflexion.  Pour  <  =  o,  ou  a  j)  "=  x  ,  valeur  qui  corres- 
pond à  un  point  de  rebroussement. 

5S1.  Si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  le 
sens  de  la  concavité  par  rapport  à  l'origine  sera  donné  par  le  signe 
de  la  différence  OT  —  0!M'  {/ig.  4^)  entre  les  rayons  vecteurs  de 
la  courbe  et  de  la  tangente  dans  le  voisinage  du  point  de  contact. 
Or,  en  menant  MN  perpendiculaire  sur  OM',  on  a 

MTN=9  — A,      OU'=r-+-dr=r-^r'A-h-[r"-{-z]/r,     ON  =  rcos//, 


POINTS    D    INFLEXION. 

d'où 


M'N  =  r(i  —  cos/;)  -t-  r'/i  +  -  (;■"-;-£)/(-. 


On  a  ensuile 


TN  =  r  sin  //  cot  [fi  —  //)  =  /■  sin//    cot  5  +  V—--  h 
^  '  |_  sin-0    J 


=  r'  sin/i  ^ /(-  (  I 


On  a  d'ailleurs,  aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre, 
I  —  cnsA  =  -''",     sin//  :=  /;; 

2 

donc 

2    I         '  2  /  2 

TM'i-TN  -  M'N  =  -  -  Wr—  -  r'^i"--^  —     —  /(^  =  (/•^+  ar'-—  rr")  — • 
2  2  r  ^  ir 

Cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

2  \r  r  j         2u- 

T 

en  posant  u  ^  -• 

'  r 

C'est  donc  le  signe  de  n  4-  a"  qui  déterminera  le  sens  de  la  con- 
cavité. Pour  u-+-u"'^o,  la  courbe   sera  concave  vers  l'origine; 


pour  u  -+-  II" <^  o,  elle  sera  convexe  vers  l'origine,  dans  l'hypothèse 
de  r  et  de  u  positifs.  Si  /•  et  u  étaient  négatifs,  on  aurait  dû  prendre 
la  différence  entre  M'O  et  O'T  en  sens  contraire,  et  la  courbe  se- 
rait concave  ou  convexe  vers  l'origine  suivant  que  u-\-ii"  serait 
négatif  ou  positif. 

Si  l'on  considère,  par  exemple,  une  section  conique 

ku  ^  i  -A-  e cosp, 
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on  a 

,   ,,  ...  „        I 

fiu   i^  —  e  cosp,      d  iiu     II  ~  u   ^  -  ^  o  ; 

donc  la  courbe  est  concave  vers  l'origine  lorsque  le  ravon  vecteur 
est  positif,  convexe  lorsqu'il  est  négatif. 

Les  points  d'inllexion  sont  donnés  par  la  condllioii  que  IM'T 
change  de  signe  avec  //.  il  fini  pour  cela  que  ii-\-u"  change  de 
signe,  et  par  suite  ipiil  s'annule  en  général,  et  quelquefois  cju'il 
devienne  infini. 

§  IV. 

COURBURE    DES     COUIIRES     PLAISES. 

552.  L'angle  TAT',  dont  dévie  la  tangente  aune  courbe  lorsque 
le  point  de  contact  passe  d'une  extrémité  à  l'autre  d'un  are  JM.M' 
[Jig-  47);  s'appelle  la  courbure  absolue  de  cet  arc.  Cet  angle  est 
égal  à  l'angle  MOM',  que  font  entre  elles  les  normales  menées  aux 
extrémités  de  l'arc. 

Si  la  courbe  est  un  cercle  de  rayon  p,  on  a,  en  désignant  par  .j 


la  longueur  de  l'arc  1\DI',  et  par  9  la  courbure  absolue  de  cet  arc, 

P 

donc,  dans  un  même  cercle,  la  courbure  absolue  est  proportion- 
nelle à  l'are.  Pour  une  même  longueur  d'arc  prise  dans  des  cercles 
différents,  elle  est  inversement  proportionnelle  au  rayon  du  cercle. 
La  courbure  spécifique  d'un  cercle  est  la  courbure  absolue  d'un 

arc  égal  à  l'unité  de  longueur.  Elle  est  donc  représentée  par-- 

Si  maintenant  5  désigne  un  are  quelconque  de  cercle,  et  que  0  soit 
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sa  courbure  absolue,  comme  on  a  .v  =  6p,  il  s'ensuivra  que  la  cour- 
bure spécifique  du  cercle  sera  exprimée  par  le  rapport 


I  e 

P  ~  " 

Dans  le  cas  d'une   courbe  quelconque,  le  rapport-  sera  dit  la 

coLubure  moyenne  de  l'arc  de  longueur  s,  dont  6  est  la  courbure 
absolue.  Ce  sera  la  courbure  spécifique  d'un  cercle  qui,  pour  une 
même  longueur  d'arc,  présenterait  la  môme  courbure  absolue. 
Si  l'arc  s  est  infiniment  petit,  la  quantité 

-  r^  lim  - 

p  .V 

sera  la  coui'bure  du  cercle  de  même  courbure  spécifique  que  l'arc 
infiniment  petit  s.  C'est  ce  qu'on  appellera  simplement  la  courbure 
de  la  courbe  au  point  considéré.  Le  rayon  p  ainsi  déterminé  se 
nomme  le  rayon  de  courbure.  Si,  sur  la  normale  au  point  M,  on 
porte,  dans  le  sens  de  la  concavité  de  la  courbe,  une  longueur 
OJM  :::=  p,  Ic  point  O  scra  le  centre  de  courbure,  et  le  cercle  décrit 
de  ce  centre  et  du  rayon  p  sera  le  cercle  de  courbure. 

En  appelant  t  l'angle  que  fait  la  tangente  en  M  avec  une  direc- 
tion fixe  quelconque,  la  variation  di:  de  cet  angle  sera  la  déviation 
infiniment  petite  de  la  tangente,  en  passant  d'une  extrémité  à 
lautre  de  l'are  ds.  On  pourra  donc  mettre  les  expressions  de  la 
courbure  et  du  rayon  de  courbure  sous  la  forme 

I        (h  th 

Ainsi  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  l'élément  d'arc  divisé  par 
l'angle  de  contingence  [541  ]. 

SS3.  Le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  d'intersection 
de  la  normale  en  M  avec  la  normale  en  un  point  infiniment  voisin. 
En  effet,  les  quatre  points  M,  O,  M',  A  étant  sur  un  même  cercle, 
l'angle  inscrit  MOM'  a  pour  mesure  l'arc  de  cercle  MAM',  divisé 
par  le  diamètre  OA.  En  posant  donc  MOM':=TAT'=  6,  on  a 

arc  MAM' 
A0= 
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Mais,  pour  MM'  infininicnl  pclil,  chacun  des  arcs  qui  nboulissent 
aux  mêmes  extrémités  M,  M' diffère  infiniment  ])eu  de  la  corde 
commune  [^37,  S-4i],  et,  jiar  conséquent ,  ces  arcs  dilTcrent  infi- 
niment peu  entre  eux.  On  peut  donc,  dans  la  limite  de  rapport, 
remplacer  l'arc  de  cercle  J\1AM'  par  l'arc  de  courbe  ]MBM'  ou  cis. 
On  a  donc 

limAO  =  liniMO  =  lim  ^  =  o, 
dr        ' 

et,  par  conséquent,  le  point  O  a  pour  limite  le  centre  de  courbure. 


angle  avec  l'axe  des  x,  on  a 


5o4.   Si  l'on  prend,  pour  fixer  la  direction  de  la  tangente,  son 

4'=/, 

dx 


dr  =  cos'-T  dj'  = dy' , 

ds- 


comme  nous  l'avions  trouve  au  n"  534.  Donc 


I 

dr        d.i-^-dy'         /dry  dy' 
~  ds~      ds'      ~\dsj     dx 

P 

fil 

ds-'                       d.'fl 

IM 

dx-  d  ^- 

en  posant  [302] 

d'!L 

.  „      'h'           dx 

^     -   dr    -     dx    ' 

/-  -v 

ce  qui  revient  à  7  '  ==  -rii  lorsque  la  variable  indépendante  est  x. 

'  "  dr-  '  '■ 

On  peut  encore  écrire 

1  r"  it-^y"-V 


ds     ^ 
Si  l'on  désigne  par  N  la  longueur  de  la  normale  y  —  [309],  on 


aura  la  relation 

I  _  X^X"         _    N' 


RAYON  ET  CENTRE  DR  COfRBLRE.  45 

555.   Calculons  maintenant  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure. Ce  centre  est  sur  la  normale,  ([ui  a  pour  équation  [o07] 

(  l  —  X )  dx  -+-(■<;—:)•)  dy  —  o. 

Le  carré  de  la  distance  de  ce  centre  (  t,  -/i)  au  point  (^x,y^  est 
On  a  donc 


^/(?-.7-)^+(-fl-jK)^ 


d'où  l'on  tire  les  valeurs  de  J  —  x,  -fi  — y,  mais  avec  une  ambiguïté 
de  signe.  Pour  lever  celte  ambiguïté,  rappelons-nous  que  la  for- 

mule  (i)  du  numéro  précédent,  p  =    ,/    ^>  donne  pour  p  dx  une 

y    iix 

valeur  positive  ou  négative,   suivant  que  la  courbe  sera  concave 

vers  le  haut  ou  vers  le  bas  [5i6].  Or  le  centre  de  courbure  étant 

dans  la  concavité,  n — y  doit  être  de  même  signe  que  j  ",  et,  par 

suite,  que  pdx.  Donc  il  faut  prendre  le  signe  supérieur,  ce  qui 

donne 

dy  ds-dr  dx  ds- 

^-''  =  -?Ts=-y^^'    ^-^=?Ts^y'd7^- 

5o6.   On  peut  arriver  au  même  résultat,  en  cherchant  la  limite 
de  l'intersection  de  deux  normales  infiniment  voisines. 
Soit,  en  général, 

V  =  V(  ?,-,;,. r,j)=o 

l'équation  d'une  ligne,  dans  laquelle  ç,  ri  sont  les  coordonnées  va- 
riables, et  X,  y,  qui  jouent  le  rôle  de  paramètres,  les  coordonnées 
d'un  point  donné  sur  une  autre  courbe  donnée.  Si  l'on  passe  du 
point  [x,y)  au  point  infiniment  voisin  [x -{- dx , y -{- dy)  de  la 
même  courbe,  l'équation  V=  o  devient 

V  (  I,  ï?,  .r  -1-  f/x,  y  +  dy  )  =y  -\-  dV  =  o, 

la  différence  dV  ou  d^  rV,  étant  prise  par  rapport  à  x,y,  en  lais- 
sant Ç,  y)  constants.  Pour  avoir  l'intersection  des  deux  lieux  infini- 
ment voisins 

V— o,     V-f</V  =  o, 
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il   faut   considérer  ces  deux  cquntions  comme   existant  simulta- 
nément, ce  qui  revient  à  poser  à  la  fois 

Y—o,     f/V=o, 

et,  de  ces  deux  dernières  équations,  on  tirera  les  valeurs  de  ^  et 
de  r,. 

5o7.   Si  maintenant  V=  o  représente  l'équation  de  la  normale, 
les  deux  équations  précédentes  pourront  s'écrire  sous  la  forme 

?—  -«•-4-.)'(»i  —y]  =  0,     —  I  -i-,r"[r,  — /]  —y^=o, 

d'où  l'on  tire 

_i-f-.r'-_     A-  -  _        ..     H-.r'-_       f/)-rf.t- 

y         y  dx-  y  X  (W 

rl.i- ,       A' 


"^      *  *         '       ^  y  d.r-  ydx' 

le  signe  étant  choisi  de  manière  que  la  valeur  soit  positive,  lorsqu'on 
ne  veut  avoir  que  la  longueur  absolue  de  p. 

5t)8.  On  peut  calculer  l'angle  de  contingence  d'une  autre  ma- 
nière, qui  fait  connaître  en  nièuie  temps  le  centre  de  courhure. 
Pour  cela,  démontrons  d'abord  une  formule  importante  et  d'un 
fréquent  usage. 

Soient  a,  h  les  cosinus  des  angles  qu'une  droite  mobile  fait  avec 
les  axes;  a-\-dn,  h -- ilh  les  cosinus  analogues,  correspondants 
à  une  autre  position  de  la  droite;  Q  l'angle  que  font  entre  elles  ces 
deux  positions.  Le  cosinus  de  cet  angle  aura  pour  valeur,  à  cause 
de  a-  H-  h-  =:  i , 

cosO  =  «  («  H-  da)  -t-  h  \b  -J-  dh\  :=  \  —  a  da  -^  b  db . 

On  a  d'ailleurs 

\  =  'a-+-  da)-  +  [b  -!-  dhy-=i  -\--x  [a  da  ^-  b  db]  -h  da^  -t-  db"-, 

d'où 

ada  +  b  db  = [da"  H-  dl)^  \ 

2 
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ce  qui  donne  la  formule  rigoureuse 

\/2  (  I  —  cosOJ  =:  2  sin  -  0  =  \lda-  -l-  db-. 

Si  mainlcnant  les  accroissemcnls  âa,  db  sonl  infiniment  petits, 
ainsi  que  l'angle  â  =  ^r,  on  aura 

2  sin  -  0  =^  dz, 

aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre,  d'où  la  l'ormule  gé- 
nérale pour  l'angle  de  deux  directions  infiniment  voisines 


d-  =  \lda^  -(-  dbK 

559.  Cela  posé,  par  le  point  M(,r,  7)  (  fi^.  48),  menons  la  tan- 
gente MT  en  ce  point  et  la  parallèle  MT'  à  la  tangente  au  point 
M'(.r  -\-  dx,j  -f-  (7j  ).  Prenons  sur  ces  deux  droites  des  longueurs 
quelconques  égales  entre  elles  MT  =  AIT' =:: /.  La  droite  TT', 
dirigée  de  T  vers  T',  tendra  vers  le  sens   de  la  concavité  de  la 


courbe,  et  sa  direction  aura  pour  limite  une  parallèle  au  rayon  de 
courbure,  puisque  les  angles  à  la  base  du  triangle  isoscèle  MTT' 
ont  chacun  pour  limite  un  angle  droit. 

Or  les  cosinus  des  angles  que  t'ait  la  tangente  MT  avec  les  axes 

ont  pour  valeurs  [508]  «=;—-,  A  r=  ^  •  On  aura  donc,  en  appli- 
quant la  lormule  (i)  du  numéro  précédent, 


-=v/("ï)'-("l 


560.   Si  l'on  projette  le  contour  du    triangle  MTT'  sur  l'axe 
des  X,  et  que  l'on  désigne  par  A,  p.  les  angles  que  fait  la  direc- 
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tion  TT'  avec  les  axes,  on  aura 

UT.  a  +TT'cos).  —  T'M(«4-rffl)  =  o, 

ou,  à  cause  de  TT'=iMT.^t,  aux  infiniment  pcliu  près  du  troi- 
sième ordre, 

(h  cns).  :=:  </'l, 

cA  de  même 

d-:  cos  OL  =  r/i  ; 

donc 

fia  clh  ,      , — 

dt  = — =  ±  Jdd-  -f-  db^, 

cos/  COSIi  ' 

où  nous  prendrons  le   signe  +,   si  nous  voulons  considérer  d- 

comme  une  grandeur  absolue.  Donc,  en  mettant  pour  a,  h  leurs 

,  d.T    dr     .. 

valeurs  -ri  -ri  i'  vient 
ds     ds 

I         (/.'■  I        dr 

COS  A  z=z  ---  d  --  5        COS  u  =  -—  rf  — ~  1 
d-       ds  '  dr      ds 

"  1  ''■''  •         p   7  '^y 

Ç  —  x  =  p  cos).  =  -!-«-—>     ï;  —  r  =^  p  sin),  ■=z  ~-  d  -—i 

d-       ds  ~  '  di        ds 

û  étant  pris,  comme  d-,  en  valeur  aljsoluc. 
S61.  On  a  maintenant,  à  cause  de 

ds'  z=  dx-  -\-  dj-,      dsd-s  =  d.rd' x  -i-  djd-y, 

d.r  __  ds'-d-.r  —  d.fdsd-s  _  ( d.r-  -+-  dv-)d-.r  —  dxld.rd-.v  -f-  drd-y) 
ds  ds-  ds^ 

d  dx'-  d'^ 
drldyd'-x — dxd-r]  '  d.r 


"  ds'  ds' 

et  de  même 

,      ,  ,      dv 

,  dx  dx-  .d  -— 

dr  _  dx 

~d's~"  ^'  ' 

les  valeurs  de  \  — .r,  t,  — y  peuvent  donc  s'écrire 

v'dx'dr'  dx'dr' 

'-""^-^-Ikds^'     '-^^^Ikd^ 


ou. 


à  cause  de  p  =  —5 
'         il- 
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,  d.r-^ciy  fix^dy 


■>:  —  -r  -Tz.-T-i-'    ■^.-:) 


di'-ds-  •'  d-z'^ds' 


D'ailleurs 


ds  j  \     c/s  j         ^  '  \    ds-'     I  ds* 

d'où 

le  signe  étant  clioisi  de  telle  sorte  que  le  second  membre  soit  po- 
sitif. Donc,  en  mettant  pour  dz-  sa  valeur, 

,     ds'  ds'- 


i  —^  =  —  x  -, — r-;  '     "  —X 


dxdf'  dxdy' 

le  signe  étant  choisi  de  manière  que  la  valeur  de  p  soit  positive. 
On  retrouve  ainsi  les  résultats  du  n°  oS7. 

562.  On  peut  mettre  l'expression  (2)  [539]  de  dx  sous  une  autre 
forme.  Des  égalités  (^/jc- -+- ff> -=  A-,  dxd'-x -{- djd-y  =  dsd'-s 
on  conclut 

,  „       d.i"-{d\r'-  +  f/2  r-]  —  id.ur-s{d.rdK2-  -^  dyd^-  r]  -4-  d^s''{dx--h  dr"-  \ 

rtT-  ^  — ' 

rt.V' 

_ds'-[d^x''-+d-Y''-]~ldur-sAhd^x^d''-s'.ds'-  _d"-x''^d^-y^-—d''-s^ 
ds'  ds' 

d'où 

( 3 )  rfr  =  4-  'Jd^x'^  +  d^Y^—dUK 

as 

563.  Il  est  facile  de  démontrer  cette  dernière  formule  directe- 
ment. Prenons  sur  la  courbe  trois  points  consécutifs  [fig-  ^q), 

M  (  .r,  y],      M'  (.r  -J-  dr,  y  -h  dy), 

W{x  +  dx  +  d[x  -\-  d.v],     y  +  dy  -H  d[y  4-  dy]^, 

lï.  —  Cours  de  Calcul  in  fin, y  II.  4 
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21  calculons  l'angle  des  deux  cordes  consécutives  infiniment  peu 

/h" 

Ml 


difïérentes  MM'M,,  M'M",  angle  que  nous  avons  vu  être  égala 
l'angle  de  contingence  [o4o].  Soient  l'arc 


arc 


MM'  — (h, 

M'U"=(ls-^(r-s. 


Sur  le  prolongement  de  MM' prenons  M'M,  i=  MM'— ff5  [544]. 
Les  coordonnées  de  M,  seront  x-{~9.d.x\  r-*-idj.  Par  consé- 
([ucnt,  la  distance  M|  M"  a  pour  expression 


En  projetant  d'ailleurs  M'Mi  sur  M'M",  on  a,  à  un  infiniment 
petit  |)rès  d'ordre  supérieur  au  second  [o37],  M'P  =  M'M,  =  ds, 
d'où  PM"^=  d'-s,  et,  de  plus,  Mi  P  =  dsdx.  Donc 


dsdT  =  v^Mi  M"-  —  M"  P2  —  ^JdK-ir'  -+-  d'-y-  —  d's^ . 

Si  l'on  s'était  appuyé  sur  le  résultat  que  l'on  vient  de  trouver 
directement  au  lieu  de  partir  de  la  proposition  du  n"  545,  on  aui'ait 
obtenu  une  nouvelle  démonstration  de  cette  proposition. 

On  a,  d'ailleurs,  d'après  ce  qui  précède, 

di'-d--  ^  [d..:-  +  dr^)  [d-.i--^  -f-  d'-f-  )  —  [d.rfPx  -4-  djd^jV 


d'où 


=  [dx<Px  —  dyd-x] 


d-z: 


:  dx' 


d.v"-       dy 
ds-       d.v 


dx 


comme  oji  l'avait  trouvé  par  d'autres  procédés. 
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56i.   Considérons  niainlenanl  le  cas  où  la  courbe  est  rapportée 
à  des  coordonnées  polaires.  Nous  avons  vu  [516]  que  l'on  a 


Or  on  a 


Tz^  p  -h  9,     d'où     (h  r=  dp  -+-  t/0. 


tang9;=  — 5      d'où      séc^O(/Oz=:d—j 
°  r  r 

(h'-       r         dr^  ilr'- ^  nr- r         ,     ,''-—,■/■" 

dO  ^--d--:^-- -~ =  dp  — — 

ds-      r  ds-        r  -r/p  /-+/-- 


dr^—rd''r\  ,     idr^  —  rd'- r  +  r^  dp'- 


dr^-\-  r^dp- 


ds'- 


dT  =:  dp  - 


r^-^ir'-—  rr' 


OU  enfin 

d'où  1  on  lire 

__  ds  _  ds^ 

"       (h        dpi^idr- —  rd- r -^  r- dp"-'^         l'-i-lr'-  —  //" 

Si  l'on  fait  le  même  calcul  en   introduisant,  au  lieu  de  /■,   son 
inverse  «  =^  -■>  on  aura  [SI7] 


('■- 


taiiL'  0  =. , 


et  l'on  en  tire  [518' 


[u-\-u"]udp  (il"- -^  u'^^Y  u^W 


u"-  +  u' 


K>     U  -H  II  UA-U 


u  ■ 
II' 


565.   Cherchons    les    coordonnées    du    centre    de    courbure   C 

Fi(j.  5o. 


{/ig-  5o).  En  abaissant  CS  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur 
OM,  et  désignant  par  R,  P  les  coordonnées  polaires  du  point  C, 

4- 
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on  a 


donc 


Or  on  a 


De 


MCS  =  0,     es  =r  p  cosO,     SM  =  p  sin  0, 
OS  =  Rcosi;P— 7^)  =  /  —  SM,     CS=;Rsin[P  —p]:, 

_    .    ,„  ,  ,  (îr 

R  sin  P  —  /)  =  0  cos  0  =  a  —  5 

R  cos  (  P  —  p]^=r  —  p  sin  5  =:  /■  I  i  —  ' 

p  I  dp       (10 

di        d-  dT        d-z 

Rsin(P— y*)  = '%      Rcos(P  — /p)  =  — , 
R  =  ^--  Sll?^—7^S      tans(P  -;.)  =  -^^ 

S66.  Pour  avoir  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe 
donnée,  il  suffit  d'éliminer  les  coordonnées  de  la  courbe  entre 
l'équation  de  cette  courbe  et  les  équations  qui  donnent  les  coor- 
données du  centre  de  courbure.  Donnons  quelques  exemples  de 
cette  détermination. 

I.   Soit  la  |)arabole,  donnée  par  l'équation 

j-^lk.r,      (l'dù      ydy=^kdj-, 
dx        dy  ds 

dx  y  dy  h 

ds  ^  s^y±^  1^1         ds  ^  ^j-  _^  fi 

Si  l'on  pose,  pour  plus  de  simplicité,^  =  A  Shœ,  d'où  x  =  -Sli-y, 
il  viendra 

cos).  =  --fZTliy=  -;^,   cosp  =  — f/Sech5>= ^- -—-^  =  —  Thy , 

d-  Cil  y  '         d-  d'^       Lh'y  ' 

f/s  :=  /Ch-yr/p,      p  =  XCh^y, 

I  —  X  =  p  ces).  =  /  Ch'ç,     r,  — j  =  p  cos  pi  =  —  /  Ch^yShij), 

Ç  =  X-  (t1  Sh'y  -t-  Ch',j.)  =  X-  (  1  +  f  Sh^y),   r,  =  XShy  (  1  —  Cli'y]  =  —  X-Sh'(f . 
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Eliminant  Shtj  entre  ces  deux  dernières  équations,  il  vient 

équation  du  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  parabole. 
II.  Soit  la  chaînette,  représentée  par  les  équations 
'•=«?,     j  =  (zCh5). 
On  tire  de  ces  équations 

f/jT  ^  <J(l'f,     dy  ^  n'àXx'jd-^,      ds  =  aÇ.h'jdy, 

dx               I                                      Sli-j(/-j  dy  ,/o 

«  -r-  r:r  <•/  — —  =:  COS  /.  d-  = -^— ^  ,       d     -  z=  c/TIl  V  =;  COS  it-dr 


ds  Cil  y  Cil- y  ds  '  '      ■        Ch- 


ti7  ^  — — )      cosÀ  =  —   riiy,      COS  01=^— — ) 
Cn-j  '        Cil  y 


,-A- 


p  =  —  ^  a  Cil-  ffl,      ï  —  X  =  —  «  Sli  -J  Cil  y,      ï;  —  /  =  «  Ch  y, 
I  =  «(y  —  ChyShy)  =::  .c  — ^-1  /— ,  —  I,       ■/;  =:  2rtCll'j>=;  2J-. 

III.   Soit  enfin   la  spirale  logarilliniique  i-  =  ae"^.    On   lire   de 
cette  équation 


"27  7         ; : i  J     V'  I   -f-  «- 

nr,      r   z=  n^  r,     ds  =z  r  dp  \j  \ -r- ir^  dr- , 


tangCl  =  -,    dO=zo,     drz=(/p,     j5  =  /-y'i 


/i 


et,  par  suite, 

dr 
R  sin[P  — />)  =:  -  -  =  71  r,     Rcos(P  — p)  =  o. 

Donc  le  centre  de  courbure  est  sur  une  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur,  et  R=  n>'  est  la  sous-normale.  On  voit  aisément  que  le 
lieu  des  centres  de  courbure  n'est  autre  chose  que  la  courbe  elle- 
même,  que  l'on  aurait  fait  tourner  d'un  certain  angle  autour  de 
loritrine. 
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§  V. 

CONTACTS    DES    DIVERS    ORDRES.     COURBES    OSCULATRICES. 

REMARQUES    SUR    LE    CERCLE    OSCVLATEUR. 

567.   (lonsiclérons  deux  courbes,  données  par  les  ûquations 
/(.r,j-)  =  o,      F(X,Y)=o. 

Si  l'on  suppose  que,  pour  une  certaine  abscisse  X  =  x,  les  deux 
courbes  se  rencontrent,  et  que  l'on  ait  Y  =  j,  la  différence  des 
ordonnées 

Y-l-A(Y'-i-e),     y^hif-^.] 

qui  correspondent  à  une  abscisse  J' -f-  h  infiniment  voisine  de  J", 
savoir, 

/.(Y'-y-^o, 

sera  j;énéralement  infiniment  petite  du  premier  ordre  en  même 
temps  que  h.  Cela  arri\era  dans  le  cas  général  oii  les  courbes  ont, 
en  leur  point  commun,  des  tangentes  différentes.  On  dit  alors  que 
ces  courbes  sont  sécantes. 

Si,  outre  la  condition  Y  =y,  on  a  \'~}',  alors  la  différence 
des  ordonnées, 

/'^=-(Y"-j"-f-e,l, 

2 

sera  généralement  infinimenl  petite  du  second  ordre,  et  le  rap- 
port de  cette  différence  à  l'accroissement  //  de  l'abscisse,  à  partir 
du  point  commun,  sera  infiniment  petit  du  premier  ordre.  On 
dit  alors  que  les  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  du  pre- 
mier ordre.  Elles  sont  alors  tangentes  à  la  même  droite. 
Si,  de  plus,  Y"=^j",  la  différence  des  ordonnées 

est  alors  du  troisième  ordre,  et  le  rapport  de  celte  différence  à  la 
distance  h  est  du  second  ordre.  On  dit  alors  que  les  deux  courbes 
ont  un  contact  du  second  ordre.  Les  valeurs  de  p  étant  les  mêmes 
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pour  les  deux  courbes,  on  voit  qu'elles  ont  même  rayon  de  cour- 
bure et  même  cercle  de  courbure. 

En  général,  si,  pour  l'abscisse  X  =  x,  on  a  les  n  -f-  i  égalités 

Y=r,     Y'=j>',     Y"  =  ,)",  ...,     Y(")— r(«), 

la  différence  entre  les  ordonnées  ),,Yi  des  deux  courbes  qui  ré- 
pondent   à   l'abscisse  infiniment  voisine   x-\-h    sera    infiniment 

Y  I' 

petite  de  l'ordre  Ji-\-\,   et  le  rapport —  delà  différence  des 

ordonnées  à  l'accroissement  d'abscisse  h  sera  infiniment  petit  de 
l'ordre  n.  On  dira,  dans  ce  cas,  que  les  courbes  ont  entre  elles  un 
contact  du  «'«"'<"  ordre. 

Remarquons  que  la  définition  que  nous  \enons  de  donner  de 
l'ordre  de  contact,  et  qui  est  l'ondée  sur  la  considération  de  la  dis- 
tance des  points  des  deux  courbes  situés  sur  une  même  ordonnée, 
conduit  à  un  résultat  indépendant  de  la  direction  des  ordonnées, 
pourvu  que  cette  direction  ne  soit  pas  parallèle  à  la  tangente  à 
l'une  (les  deux  courbes  au  point  considéré;  car,  si  l'on  mène  par 
le  point  A(.c  4-  ^i,J  i)  (J'S-  ^i)  deux  droites  de  directions  quel- 

FiC.  5.. 


^. 


conques,  non  parallèles  aux  tangentes  en  M,  les  angles  du  triangle 
infinitésimal  AB(]  tendront  vers  des  limites  finies,  et  le  rapport  des 
côtés  AB,  AC  aura  aussi  une  limite  finie.  Donc  AJB  et  AC  seront  des 
infiniment  petits  de  même  ordre. 

568.   Soit  une  courbe  (C),  dont  l'ccpiation 
F(X,  Y,  a,  «,,  .  .  .,  n„)  =  o 

renferme  ii  -+- 1  paramètres  arbitraires  a, a,,  .  .  . ,  a„.  On  peut  dis- 
poser de  ces  paramètres  de  façon  que  la  courbe  (G)  satisfasse  à 
Il  H-  I  conditions  données.  Si  ces  conditions  consistent  en  ce  que 
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hi  courLc  (C)  ail  avec  une  couil)c  donnée 

(2)-  /(.r,7)  =  0 

lin  conlacL  d'ordre  n,  c'cst-à-diic  de  Tordre  le  |)lus  élevé  possible, 
la  courbe  (C)  sera  dite  alors  usculatiice  à  la  courbe  [■:>.)  au  point 

Soient 

F   (X,  Y,  <7,  «,,  .  .  .,  rt„  )  =z  G, 
F,  ;X,  Y,  Y',  <•/,  II,,  .  .  .,  a„)  =  o, 


F„(X,  Y,  Y' Yi''),«,  rt,. 


les  équations  que  l'on  obtient  en  difTércntiant  n  fois  l'équation  (i). 
Les  conditions  pour  que  la  courbe  (C)  ait  avec  la  courbe  donnée 
un  contact  d'ordre  7i  étant  exprimées  par  les  équations 

(3)  Y=^-,     Y'  =  j-',     Y"— y Y!'')=rj(''), 

pour  X  =  a:,  il  en  résulte  que  les  équations  précédentes  devront 
être  vérifiées  quand  on  v  remplacera 

X,  Y,  Y' Y(") 

respectivement  par  les  \aleurs  connues 


k("1. 


On  aura  donc,  pour  déterminer  les  ji  +  i  paramètres  de  la  courbe 
C),  oscidatrice  à  la  courbe  (a)  au  point  {_x,y),  les  équations 

F    (.r,  j,  II,  n,,   ....  n„]  =  o, 

Fi  (■'•,  j% y,  <•',  "i,  •  ■  ■ .  »n) — o, 


F„(.r,  r,/,  ...,J■("^.^«„ 


Y,J'',  .  .  .,  1 '"'  étant  les  valeurs   tirées  de  l'équation  (a)  et  de  ses 
/i  premières  dérivées,  et  relatives  à  l'abscisse  donnée  x. 

569.  Supposons  actuellement  que  les  n -h  i  conditions  pour  la 
détermination  de  la  courbe  (C)  soient  que  celle  courbe  passe  par 
un  point  {x,j)  de  la  courbe  (2)  et  par  «  autres  points  de  la  même 
courbe,  correspondants  aux  abscisses  Xi,Xi,  .  .  ■,x„.  Les  ordon- 
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nées  des  deux  courbes,  correspondantes  aux  abscisses  x,x,, ...,  x„, 
devront  être  respectivement  égales,  c'est-à-dire  que  l'on  devra  avoir 
les  n  -+-  I  égalités 

(4)  Y  =  j-,     Y,=r„      ...,     Y„=r„- 

D'après  cela,  l'équation  (i)  fournira,  pour  déterminer  rt,  a,,  .  .  .,«„, 
les  rt  -i-  I  conditions 


F( 

.r. 

.1-,     (7, 

«,.  . 

•  ■,"«) 

=  0, 

F( 

;.r, 

,  „1',,  rt, 

«I,  . 

■  • .  ^'«  ) 

=  0, 

Si  l'on  conçoit,  maintenant,  que  les  « -f- i  points  donnés  sur  la 
courbe  (2)  deviennent  infiniment  voisins,  la  courbe  (C)  tendra 
vers  une  certaine  limite;  cliercbons  ce  que  deviennent  alors  les 
conditions  précédentes. 

Soient,  pour  abréger, 

//,,  h,,  ....  /(„ 
les  différences 

.1-1  —  .r,   .r,  —  X,  .  .  . ,    .r„  —  .t. 

En  développant  les  valeurs  des  ordonnées  qui  entrent  dans  les 
équations  (4),  ces  équations  deviennent 

o  =  Y  — r, 

o^^Y— r-)-^(Y'-  v'  -I-  £il, 

0  =  Y  -  j-  ^-  '^  (Y'  -  r'  )  +  —  (Y"  -  y"  ->-  .%), 


o  =  Y  -  j  +  -  (Y'  -  r')  +  -^  [Y"- j")  +  .  .  . 


iL_(Y('0  __,-(«)  +  ,„) 


Donc,  pour  que  (C)  passe  par  le  point  (x,  y)  de  la  courbe  (2), , 
il  faut  que  l'on  ait  Y  —  j-  =  o,  ce  qui  réduit  la  seconde  des  équa- 
tions précédentes  à  Y'  —  j'-i-£|  =  o.   Si  /?,,  et  par  suite  £(  de- 
viennent infiniment  petits,  cette  équation  deviendra,  à  la  limite, 
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Y'- — ■  y ^=  o,  et  par  consé([uenl  les  conditions  qui  expriment  que 
les  deux  courbes  ont  deux  points  communs  infiniment  voisins 
seront  Y  :=;•),  Y'=t',  et  ce  sont  précisément  là  les  conditions 
qui  établissent  entre  les  deux  courbes  un  contact  de  premier 
ordre. 

Ces  conditions  étant  remplies,  la  troisième  équation  (5)  se  ré- 
duit k\" — i"-f-£,=  o.  Si  le  troisième  point  (a-j,j>'2)  se  rapproche 
indéfiniment  du  premier  [x,j),  e-2  devenant  infiniment  petit  avec 
Ao,  on  aura  alors  la  condition  limite  \"=j",  qui,  jointe  aux  deux 
précédentes,  exprimera  que  les  deux  courbes  ont  trois  points 
communs  infiniment  voisins,  et,  en  même  temps,  qu'elles  ont  entre 
elles  un  contact  du  second  ordre. 

La  quatrième  condition  se  réduit  alors  à  Y" — j'''-|-£3  =  o, 
d'oîi  l'on  tire,  à  la  limite,  \"'z^j",  et  ainsi  de  suite.  Si  donc  les 
n  -+-  I  points  se  réunissent  en  un  seul,  on  aura,  pour  les  conditions 
que  doit  remplir  la  combe  (C), 

Y=r,     Y'^^jS     Y"=^",    .    ..Y('')=j(«), 

qui  sont  précisément  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
aient  entre  elles  un  contact  du  zi''^"'^  ordre  ou  soient  osculatrices. 
Ainsi  la  courbe  cherchée  sera  la  courbe  d'espèce  (C)  oscula- 
trice  à  la  courbe  donnée  (2),  ayant  avec  celle-ci  le  plus  grand 
nombre  possible  de  points  communs  infiniment  voisins,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  avant  avec  (2)  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé 
possible. 

570.  Exemples,  —  I.  Droite  oscidatricc.  L'équation  d'une 
droite 

Y  =r  a-^-rb 

contient  deux  paramètres  a,  b.  On  pourra  en  disposer  de  manière 
à  établir,  en  général,  entre  la  droite  et  une  courbe  dimnée,  un 
contact  du  premier  ordre.  On  aura,  pour  cela,  les  conditions 

d'où  Ion  lire 

et  l'on  retrouve  ainsi  l'équalion  de  la  tangente  [SOI]. 

Si,  au  point  considéré  de  la  courbe,  on  a  j"=o^=:Y',  c'est- 
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à-dire,  si  le  point  (.r,  })  est  un  point  d'inflexion  de  la  courbe,  le 
contact  de  la  courbe  avec  sa  tangente  sera  du  second  ordre.  Il  sera 
de  l'ordre  n,  si  l'on  a  à  la  fois 

II.   Cercle  osculateur.  —  L'équation  d'un  cercle 

(X-«)-H-  (Y-S)-=^R2 

renfermant  trois  paramètres,  on  pourra  obtenir,  en  général,  entre 
la  courbe  et  le  cercle,  un  contact  du  second  ordre,  en  posant  les 
cqualions 

•  n-/^-+-(r-,s)j"  =  o, 

équations  qui  sont  identiques  avec  celles  qui  déterminent  le  cercle 
de  courbui'e  [557].  Donc  le  cercle  de  courbure  est  en  même 
temps  le  cercle  osculateur. 

571.  On  peut  démontrer  géométriquement,  comme  il  suit, 
l'identité  du  cercle  de  courbure  et  du  cercle  osculateur.  Le  cercle 
osculateur  étant  la  limite  du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
infiniment  voisins  M,  M',  M"  [fg-  Sa),  son  centre  sera  la  limite  de 

Fig.  55. 


l'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
cordes  MM',  M'M".  Soient  c,,  c-,  les  longueurs  de  ces  cordes,  R  le 
rayon  OM',  0  l'angle  M"M'N  des  deux  cordes;  0,,  B-,  les  angles  des 
perpendiculaires  OP,  OQ  avec  OM'.  On  aura 


sin5,=  ^, 


Go  LIVRE    m.   —   cil  A  p.    I,    §    V. 

d'où 

cL,  à  cause  de  6,  -f-  9o=  G, 


On   en    lire,    en    négligeaiU  des   inruiiiiicnl   jjellls    du    Iroisième 
ordre, 

R5  =  Cl±f.S 


ce  que  l'on  aurait  pu  voir  directeinent,  en  négligeaiU  la  difTérence 
entre  chaque  corde  et  son  arc.  Or  nous  avons  vu  [Sio]  que  l'angle 
de  deux  cordes  infiniment  petites,  correspondantes  aux  abscisses 
X,  X  -i-  h,,  X  -T-  fu~^  ^'j,  est 


donc 


Cl  +  1-2    rl.r 


R  = 


/(,    eh 


Mais  chacun  des  rapports  —■,  -^  diffère  infiniment  peu  de  -'-:  il  en 
'  '  li\    II,  «■'■ 

est  donc  de  même  du  rapport  -; •  Donc 

'   '  /;,    -t-  /!> 

ds    (Ix         ris 

tl.r     (h  a-         '" 

572.  Le  centre  de  courbure  est  la  limite  de  l'intersection  de 
deux  normales  infiniment  voisines  [o53],  tandis  que  le  centre  du 
cercle  osculateur  est  la  limite  de  rinterseelion  des  perpendicu- 
laires élevées  sur  les  milieux  de  deux  cordes  infiniment  petites. 
Bien  que  ces  deux  perpendiculaires  aient  elles-mêmes  pour  limites 
deux  normales  infiniment  voisines,  on  ne  serait  pas  autorisé  pour 
cela  à  en  conclure  immédiatement  l'identité  des  deux  points  de 
rencontre. 

Remarquons,  en  cfiel,  que,  si  l'on  élevait  une  perpendiculaire  à 
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l'une  des  cordes  en  son  milieu  D  {/ig-  53),  et  une  perpendieulaire 
à  l'autre  corde  en  un  point  G  dllTcrcnt  de  son  milieu  E,  la  perpen- 
diculaire GF  aurait  bien  pour  limite  une  normale  à  la  courbe; 
mais    elle  couperait  la  perpendiculaire  DO  en    un  point  F  situé 


à  une  distance  finie  de  O,  si  GE  est  une  fraction  finie  de  la  dis- 

tance  infiniment  petite  Dl.   Donc,  si  le  rapport  --;■  est  constam- 

ment  différent  de  l'unité,  la  limite  du  point  F  ne  sera  pas  celle  du 
point  O.  Il  semblerait  donc,  au  premier  abord,  que  la  limite  du 
point  de  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voisines  varie 
suivant  la  manière  dont  on  définit  la  normale,  comme  limite  de 
telle  ou  telle  perpendiculaire. 

La  raison  de  cette  espèce  de  paradoxe  est  que,  si  deux  droites 
font  entre  elles  un  angle  infiniment  petit,  leur  point  de  rencontre 
pourra  se  déplacer  d'une  quantité  finie,  lorsqu'on  fera  varier  la 
direction  de  lune  de  ces  droites  d'un  angle  infiniment  petit  de 
même  ordre  que  celui  que  les  droites  font  entre  elles ,  ou  lorsqu'on 
fera  mouvoir  l'une  des  droites  parallèlement  à  elle-même  d'une 
quantité  infiniment  petite  du  même  ordre  que  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  des  points  de  l'une  de  ces  droites  sur  l'autre  droite. 

Soient  maintenant  AL,BL  {/îg.  54)  les  normales  à  une  courbe 
aux  points  infiniment  voisins  A,  B.  Si  l'on  remplace  l'une  de  ces 
normales  AL  par  la  perpendiculaire  AJ  à  la  corde  AB,  cette  per- 
pendiculaire faisant  avec  AL  un  angle  infiniment  petit  du  premier 

ordre  (  =  -  ALB  |  [541  ],  son  point  d'intersection  avec  BL  se  trouve 

déplacé,  de  L  en  J,  d'une  quantité  finie,  et  il  est  aisé  de  voir  que 
JL  diffère  infiniment  peu  de  LB.  Si  l'on  mène  maintenant  BO  per- 
pendiculaire à  la  corde  BG,  en  remplaçant  BL  par  BO,  le  point 
d'intersection   se    déplacera   de  nouveau  d'une  quantité  JO,  qui 
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différera  infiniment  peu  de  LB,  si  BC  diffère  infinimenl  peu  de 
AB.  Donc,  dans  le  cas  de  AB  -^  BC,  AO  diffère  iiilimmcnl  peu  de 
AL,  et,  comme  l'angle  OAL  est  infiniment  petit,  le  point  O  est 


Fin.  5i 
j. 


infinimenl  voisin  du  centre  de  courbure  L,  et  sa  limite  est  la  même. 
Ainsi,  le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  de  rencontre 
des  perpendiculaires  élevées  aux  extrémités  antérieures  de  deux 
cordes  consécutives  infiniment  petites,  lorsque  ces  cordes  sont 
égales  ou  infiniment  peu  différentes.  Car  c'est  sous  cette  dernière 

condition  qu'on  a  eu  OAL  =-  OBL  =  -  AOB. 

Si  les  cordes  étaient  inégales,  le  triangle  BOJ  ne  serait  pas  iso- 
scèle,  puisque  l'angle  des  cordes  ne  serait  plus  égal  à  celui  des 
normales  [545],  et  la  limite  du  point  O  ne  serait  plus  la  même  que 
celle  du  point  L. 

Si  nous  transportons  maintenant  la  perpendiculaire  AO  paral- 
lèlement à  elle-même  au  milieu  D  do  la  corde  AB,  en  DQ,  le  point 
Q  sera  le  milieu  de  BO,  et  par  suite,  la  limite  du  point  Q,  dans 
le  cas  des  cordes  égales,  est  le  milieu  du  rayon  de  courbure.  Mais 
si  maintenant  l'on  transporte  parallèlement  BO  au  milieu  de  BC, 
en  EN,  on  a,  dans  le  cas  des  cordes  égales,  QN  infiniment  peu  dif- 
férent de  DQ.  Donc  DJN  diffère  infiniment  peu  de  AL,  d'où  l'on  con- 
clut que  la  limite  du  point  N,  ou  le  centre  du  cercle  osculatcur, 
coïncide  avec  la  limite  du  point  L,  ou  avec  le  centre  de  courbure. 

Dans  le  cas  des  cordes  inégales,  on  a,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu,  en  appelant  /;,  /«,  les  projections  des  deux  cordes  sur  l'axe 
des  X,  et  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

OAL  =  -     ^'-    ,„  —  OJL,     d'où     LJ  —  LB  =  0. 

■     _  ^  2   1  -+-j'^ 
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Mais,  /;,  ctanl  Jifféreiil  de  /j 


OBL^^-y- y,'       .lou       _  =  _  =  - 


0J=7r^P.      A0=:2(.-^^^)p^^-~^^p; 


par  conséquent,  BQ  = —  p.  Mais 

QN  _  IK  _  BE  _  i  /'i  _  /'j 
DQ  ~"  D K  ~  BÏ)  ~  ^  ""  /r  ' 

d'où,  à  cause  de  DQ  =  BQ, 

NO  — -  —  • 0  =  ^ —  0, 

d'où  enfin  DN  ^=  (  i  H-  y  )  DQ  =  p.   Donc,  dans  tous  les  cas,   le 

cercle  osculateur  coïncide  avec  le  cercle  de  courbure. 

Si  les  points  D,  E  n'étaient  plus  les  milieux  des  cordes,  mais 
que  l'on  eût,  plus  généralement,  AD  ^=:  fjt .  AB,  BE  =  v  .  BC,  alors, 
en  posant,  pour  abréger,  BC  =  a  .  AB,  d'où  h  ^  =--  ah,  on  trouve- 
rail  de  la  même  manière 


Dans  le  cas  des  cordes  égales,  a  ^^  i  ;  on  aurait  DN  =  p  pour  u.  =^  v, 

c'est-à-dire   pour  AD --=3  BE.    En   prenant  [j.~-v-j=-,  on    aurait 

DN  =  p,  quel  que  fût  a.  Pour  a  quelconque,  il  faudrait,  pour  que 
l'on  eût  DN  n=  p,  que  pi  et  v  satisfissent  à  la  condition 

I  —  2  p.  =  «  [  1  —  2  V  ) . 

573.  Si  deux  courbes  ont,  en  un  jKiint  M,  un  contact  d'ordre 
impair,  la  difi'érence  Y,  —  ),  de  leurs  ordonnées  pour  l'aliscisse 
X  -+-  h  est  proportionnelle  [o67]  à  une  puissance  paire  de  //,  et  par 
suite  elle  est  de  même  signe  de  part  et  d'autre  du  point  de  con- 
tact. Les  deux  courbes  ne  se  traversent  pas  mutuellement.  C'est  le 
cas  d'une  droite  ou  d'un  cercle  simplement  tangents  à  une  courbe. 

Si  l'ordre  de  contact  est  pair,  la  difl'érence  Y, — j,  est  pro- 
porlionnelle  à  une  puissance  impaire  de  /(,   et  change  de  signe, 
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lorsqu'on  passe  d'un  côlû  à  l'autre  du  point  de  contact.  Les  deux 
courbes  se  traversent  donc  muluelleincnl.  C'est  le  cas  de  la  tan- 
gente à  une  courbe  en  un  point  d'inllcxion  ;  c'est  aussi  le  cas  du 
cercle  osculateur  à  une  courbe  en  un  point  quelconque. 

On  voit  a  priori  que  la  courbe  doit  traverser  son  cercle  oscula- 
teur, puisque,  d'un  côté  du  point  de  contact,  la  courbure  doit 
aller  en  augmentant,  et  devenir  plus  grande  que  celle  du  cercle 
osculateur,  tandis  que  le  contraire  a  lieu  de  l'antre  côlc  du  point 
de  contact. 

o74.  Il  y  a  exception  pour  les  points  oij  la  courbure  est  un 
maximum  (ou  un  minimum).  En  ces  points,  elle  va  en  décroissant 
(ou  eu  croissant)  des  deux  côtés  du  point  de  contact,  et  par  suite 
la  courbe  est,  de  part  et  d'autre,  extérieure  (ou  intérieure)  au  cercle 
de  courbure.  Elle  doit  avoir  avec  ce  cercle  un  contact  d'ordre  im- 
pair, lequel  doit  être,  par  suite,  du  troisième  ordre  au  moins. 

Ce  cas  doit  évidemment  se  présenter  toutes  les  fois  que  la  courbe 
est  rencontrée  par  un  axe  de  symétrie,  comme  cela  a  lieu,  par 
exemple,  aux  quatre  sommets  d'une  ellipse. 

C'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  directement  par  l'analyse.  La  con- 
dition f/o  --  G  donne 

Or,  en  différentiant  trois  fois  l'équation  du  cercle  osculateur, 

par  rapport  à  ses  coordonnées  courantes  X,  \,  il  vient 

X  —  ?  -t-  (Y  — •<;)¥'  =  o, 
i-t- Y'2-i-  (Y  — •/;)¥"--=  G, 
3rY"+[Y  — ■-;)Y"'=o, 


d'où  l'on  tire 


3Y'Y"- 

Y"'  = 


Comme  on  a  déjà  Y'=j',  Y"=j",  il  en  résulte  ¥"'=■)'";  donc 
le  contact  de  la  courbe  avec  son  cercle  de  courbure  de  rayon  maxi- 
mum ou  minimum  est  du  troisième  ordre  au  moins. 


DÉVEI-OPPÉES  DES  COURBES  PLANES.  65 

?i  VI. 

DÉVELOPPÉES    ET    DÉVEI-OPPANTES    IlES    COURBES    PLANES. 

575.  Nous  avons  vu  [551]  que  le  centre  de  courbure  d'une 
courbe  plane  n'est  autre  chose  que  la  limite  du  ])oint  de  rencontre 
de  deux  normales  infiniment  voisines.  Donc  le  lieu  des  centres  de 
courbure  est  le  lieu  des  limites  des  intersections  de  deux  nor- 
males infiniment  voisines,  ou,  comme  on  dit  pour  abréger,  le  lieu 
des  intersections  successives  des  normales  à  la  courbe  proposée.  Ce 
lieu  s'appelle,  pour  des  raisons  que  nous  verrons  tout  à  l'heure,  la 
dé\jeloppée  de  la  courbe  proposée. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  [556,  557  J,  l'intersection  de  deux 
normales  infiniment  voisines  est  déterminée  par  les  équations 

(i)  {t--j:]//.r    -)-(■';  —.r)^/|-     —  o, 

(  2  )  (  ?   -  .r]  ,i  \i:  +  {„~j]d'-r  =  e/s'- . 

En  éliminant  la  variable  indépendante,  dont  x  et  •)•  sont  fonctions, 
entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  entre  |  et  r,  qui  re- 
présentera la  développée. 

676.   La  normale  à  la  courbe  est  tangente  à  la  dé\eloppée. 
Soient,  en  effet,  N,  N'  (^j^'-  55)  deux  centres  de  courbure  infi- 

Fig.  .05. 


niment  voisins,  situés  sur  les  normales  !\IN,  M'N',  et  soit  O  l'in- 
tersection de  ces  normales.  Le  point  O  a  pour  limite  ou  le  point  N 
ou  le  point  N',  suivant  que  l'on  fait  tendre  le  point  M' de  la  courbe 
vers  le  point  M.  ou  le  point  M  vers  le  point  M'.  Dans  le  premier 
cas,  on  fait  >arier  l'abscisse  de  M  dans  un  cerlain  sens;  dans  le 

H.  —  Cours  de  Cale,  iiiftiuc,  II.  5 
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second,  on  lii  liill  Viiricr  en  sens  conliMire.  La  (lisliiiicc  MO  <'tiinl 
une  fonction  continue  do  l'aliscisse  x'  de  M',  la  dillerence 
MO  —  NO  clianycra  i^<'néralcnieiit  de  signe  avec  la  dillerence 
.r' — X.  Si  donc  on  jjrojriir  Ions  les  points  de  la  ligure  sur  Tune 
des  normales  on  sur  lonte  aulrr  direction  inriniincnl  peu  inclinée 
sur  chacune  d'elles,  la  projection  de  O  s'approchera  ou  s'éloi- 
gnera fie  celle  de  M  siiivaiil  (pie  M'  passera  d'un  côté  ou  de  l'autre 
de  M.  Par  conséquent  O  doit  être  |)lns  près  de  la  courbe  MM'  que 
l'un  des  points  N,]N',  et  plus  loin  de  la  courbe  que  l'autre.  Il  est 
aisé  d'en  conclure  que  le  triangle  NON'  a  deux  angles  aigus  NN'O, 
N'NO,  dont  la  somme  MOM'  est  infiniment  petite,  et  qui  par  suite 
sont  l'un  et  l'autre  infiniment  petits,  ainsi  que  le  côté  NN';  il  en 
résulte  que  N'  est  distant  d'une  quantité  du  second  ordre  de  la 
droite  MNO.  Donc  [504]  MN  est  tangente  à  la  courbe  NN'. 

On  peut  encore  le  voir  analvtitpiement.  Pour  cela,  diUVrentions 
l'équation  (i)  par  rajiport  à  tout  ce  qui  varie  lorsqu'on  passe  du 
point  N  au  point  N',  cesl-à-dire  par  rapport  à  2,  >î  et  kx,j,  dx,  dy . 
Il  viendra,  en  ayant  égard  à  l'équation  (2), 

d^dx  +  dndy  zzz  o, 

ce  qui  montre  que  la  tangente  à  la  dé\eloppée  au  point  [':,,ri)  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  proposée  au  point  [x,j). 
Elle  coïncide  doni;  avec  la  normale  MN  à  la  courbe  proposée. 

577.  Les  deux  droites  Rl'N',  NN'  faisant  des  angles  inllnimeni 
petits  avecMN,  tout  segment  pris  sur  une  de  ces  droites  différera, 
d'une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à 
lui-même,  de  sa  projection  sur  MN.  De  plus,  l'angle  de  la  corde 
MM'  avec  MN  dillérant  infiniment  peu  d'un  angle  droit,  la  |irojec- 
tion  du  point  M'  sur  MN  sera  à  une  distance  infiniment  petite 
du  second  ordre  du  point  M.  On  aura  donc,  aux  ipiantités  près 
du  second  ordre,  M'N'=MP,  NN'=NP,  d'où  NN'=M'N'— MN, 
et  comme  NN'  difi'ère  d'un  iiillninienl  pcMil  d'ordre  supérieur  au 
premier  de  l'are  NN'  de  la  dé\eloppée,  un  en  conclut  que  l'aecrois- 
senient  infiniment  petit  de  l'arc  de  développée  est  égal  à  la  dif- 
férence des  deux  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à  ses  extré- 
mités. 

Il   est  facile  de   démontrer  analjtiquement   cette    proposition. 
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Soil  da  ^^  \Jd\- -\-dy]-  l'élénicnt  d'arc  de  la  dcvcloppcc,  compté, 
pour  fixer  les  idées,   dans  le  sens  du  pidlongement  du  rayon  de 

coiirhure  au  delà  du  iminl  N.  (  )ii  a  alors,  -;^  et  -r^  étant  les  cosinus 
'  ch        (1rs 

des  angles  que  lait  la  direction  MN  avec  les  axes, 

d\  (In 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  dilTérentielle  de  réquation 

;  —  ■'■■)'+  (■"— j)'=r' 
laquelle  est,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i), 

(;  —  ■'■)  (li  -+-  ("/; —  r)  dr,  ~—  pdp, 
il  vient  o  —  ^=  ode,  c'est-à-dire  d(7  =  dp. 

■     (/g-  '       '    '  "^ 

Si  l'on  avait  compté  l'accroissement  de  l'arc  positivement  dans 
le  sens  NM,  on  aurait  eu,  au  contraire,  da  =  —  dp. 

578.  De  la  relation  (/t  =  Jz  dp  il  résulte,  en  désignant  par 
po,  pi  les  rayons  de  courbure  (  orrespondants  aux^  extrémités  d'un 
arc  <j  de  la  développée,  que  l'on  a  7  --=  ±(p,  —  Oo;.  On  voit  par  là 
que  la  développée  d'une  courbe  donnée  par  son  équation  est  tou- 
jours une  courbe  rectijïahle,  c'est-à-dire  que  la  longueur  de  son 
arc  peut  se  calculer  par  de  simples  dilTérenliations,  et  est  toujours 
exprimable  au  moyen  des  fonctions  élémentaires,  lorsque  les  coor- 
données de  la  courbe  le  sont.  ÎVous  avons  vu,  par  exemple  [o40, 1], 
que  la  courbe  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  parabole  [366,1] 
est  rectifiable. 

11  s'ensuit  de  là  que,  si  l'on  enroule  sur  le  lieu  des  centres  de 
courbure  un  fd  flexible  et  inextensible,  et  qu'on  le  déroule  ensuite 
en  le  tenant  toujours  tendu,  le  point  du  111  qui  se  trouvait  primi- 
tivement sur  la  courbe  donnée  ne  cessera  pas  de  se  mouvoir  sur 
cette  courbe,  qui  sera  ainsi  engendrée  par  le  développement  du 
lieu  des  centres  de  courbure.  De  là  le  nom  de  développée  que 
nous  avons  donné  à  ce  lieu. 

La  courbe  proposée  est  dite,  réciproquement,  la  développante 
du  lieu  de  ses  centres  de  courbure. 
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Chaque  noiiil  du  lil  (|M('  l'on  dcroulc  décrit  une  courhc  normale 
à  ce  fil,  comme  on  le  démonlrerait  facilement,  et  ayant  en  chaque 
point  pour  centre  de  courhure  le  même  point  de  contact  du  fil. 
Donc  toutes  ces  courhes  ont  même  développée  ;  et  réciproquement 
une  même  dévelo|i|iée  donnée  a  une  infinité  de  développantes. 

La  distance  de  deux  développantes  d'une  même  courhc,  comptée 
sur  leur  normale  commune,  est  constante.  On  dit,  pour  cette  rai- 
son, que  toutes  les  développantes  d'une  même  courhc  sont  des 
tourbes  parallèles . 

579.    Soient /'(^,  r,)  =  o   l'équation  de  la  développée,  et  ff  l'arc 

de  celle  développée,  compté  à  partir  d'une  origine  quelconque; 

(7  4- C  sera  le  rayon  de  courhure  d'une  développante  quelconque, 

,,    , ,   .  .,.<'/:      dr,  . 

L.  désignant   une    constante    artjitraire.    De  plus,  -  ?  --  sont    les 
°  an     tin 

cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  dévelop- 
pée, dirigée  dans  le  sens  des  a  croissants.  Si  donc  on  considère 
l'arc  a  comme  croissant  dans  le  sens  parcouru  par  le  pojjit  de  con- 
tact de  la  tangente  mohile,  les  projections  du  rayon  de  courhure 
de  la  développante  sur  les  axes  coordonnés  seront 

Si  l'on  considérait  g-  comme  décroissant  dans  le  sens  parcouru 
par  le  point  de  contact,  il  faudrait  prendre  les  seconds  memhres 
de  ces  équations  en  signe  contraire,  c'est-à-dire  avec  le  signe  -h. 

Exemple.  —  Cherchons  les  développantes  de  la  chahiette  re- 
présentée par  les  équations 

On   a    [506.11],   Je;  =  «Chçf/o,    d'oii    ct  =  (/Sh'i. -f- C;    ensuite 

"  =:  ,  et   -'  =  Tho.   Les  développantes  de  la  chahiette  sont 

(h         Clitp  dn  '  '  ' 

donc  représentées  généralement  parles  équations 

.j  =  «     (f  zp  :  Sh^  -f-  C'  \i      1  — -  «[Chff  zp  I  Sho    -  C'i  Thif]. 

Si  l'on  suppose  lare  a  compté  à  partir  du  sommet,  pour  lequel 
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0  =  0,  et  croissani,  clans  le  sens  du  mouvement  chi  point  de  con- 
tact, on  a,  en  faisant  C  ^^  o,  et  prenant  le  signe  supérieur, 

..■  =  .,  -Thrf],      ,.   =^, 

équations  qui  représentent  la  courbe  aux  tangentes  égales  ou  la 
iractoire  [510,111]. 

580.  Le  rayon  de  courbure  p,  de  la  développée  est  égal  à  l'clé- 
ment  d'arc  da  divisé  par  l'angle  de  contingence  de  la  développée, 
lequel  est  évidemment  égal  à  celui  dr  de  la  dévelojipante.  On  a 
donc 

dl  dp  p  rlp 

^'^  dz^  dz^'Tù" 

Donc  on  a  la  proportion 

0]  dT 

0  (/,V 

c'est-à-dire  cjue  les  rayons  de  courbure  des  deux  courbes  sont  pro- 
portionnels aux  éléments  d'arc  correspondants. 

On  peut  encore  le  voir  autrement.  On  a,  en  effet  [554], 

d^^ 


dr, 

ir-d- 


Or  on  a,  d'après  ce  qui  précède 
(h  =  do 


(1  ou 


Donc 


ou  enfin 


f/ï)             iIjc              I         dl, 

dj- 

lo. 

n 

d-  ~       dy  ~       y        di  "" 

ds 

de.         dy' 

'd,-?^- 

ds'-  y-     dp    A' 

i°i 

~  '  dy  ,/y  "~  ds  d.i'-dy' 

odo 
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§  VU. 

nrs   COI  i\Bi:s   enveloppes. 

581.    Une  éqiKillon 

(l)  K  (..■,.,.(:]=:  G. 

renfermant  un  jiaramètre  arl)itraire  C,  représente  une  infinité  de 
courbes,  lorsqu'on  donne  à  ce  paramètre  une  série  de  valeurs  dif- 
férentes. Il  peut  arriver  alors  que  la  courbe  variable  parcoure  le 
plan  tout  entier,  comme  cela  a  lieu  pour  les  cercles  concentriques 
repi'ésentés  par  !  éinKilion  .r- +j)  -  :=  C-.  D'autres  fois,  la  courbe 
laissera  une  portion  du  plan  dans  laquelle  elle  ne  pénétrera  pas. 
Ainsi  le  cercle  variable  x--r-y- —  2C(jr-+-r  )  -i-  C-=  o,  tangent 
aux  deux  axes  coordonnés,  ne  se  mouvra  que  dans  l'angle  des  coor- 
données positives  et  dans  l'angle  opposé,  et  ne  pénétrera  pas  dans 
les  deux  autres  angles. 

Si  l'on  supjjose  que  le  passage  de  la  courbe  mobile  laisse  une 
trace  sur  la  partie  du  plan  parcourue,  la  limite  de  l'espace  occupé 
par  ces  traces  s'appellera  ïe/ivelop/ie  de  la  courbe  mobile.  Dans  le 
dernier  exemple,  cette  enveloppe  se  compose  de  l'ensemble  des 
deux  axes  coordonnés. 

Chacun  des  points  de  cette  courbe  limite  lui  sera  commun 
avec  quelqu'une  des  courlies  variables.  Mais  la  courbe  variable  ne 
pourra  couper  l'enveloppe  en  ce  point  commun,  sans  quoi  elle 
entrerait  dans  la  partie  du  |)lan  où,  par  bvpotlièse,  elle  ne  doit  pas 
pénétrer.  Donc  l'enveloppe  est  généralement  tangente  aux  diverses 
courbes  (i),  auxquelles  on  donne  le  nom  à'em'eloppées. 

582.  On  peut  encore  définir  autrement  les  courbes  enveloppes. 
Si  l'on  considère  deu\  courbes  de  la  série  (i),  correspondantes  à 
deux  valeurs  infiniiiunl  voisines  C,  C,  du  paramètre  variable,  elles 
se  couperont  généralement  en  un  point  M  [Jig-  56),  qui  tendra 
vers  une  certaine  limite  ^,  lorsque  Cj  tendra  vers  C.  Lorsqu'on 
fera  varier  C,  le  jioinl  [j.  décrira  une  certaine  ligne  qu'on  appelle 
le  lieu  des  intersections  successives  de  la  courbe  variable. 

Supposons  que  la  fonction  F(x,  i  ,  C)  soit  uniforme  et  continue 
par  rapport  à  chacune  des  quantités  x,  y,  C.  Les  coordonnées  du 
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|)(iiiil  d'inlersection  de  la  courbe  (C)  avec  (C,)  varieronL  d'une  ma- 
nière continue  en  même  temps  que  le  paramètre  G,,  et  générale- 
ment à  des  accroissements  infiniment  petits  de  signes  contraires 
donnés  à  G,  correspondront  des  accroissements  de  signes  con- 
traires de  chacune  des  coordonnées  x,j  de  ce  point. 

De  plus,  la  quanlilé 

t)F 


^=-7)¥ 


étant  supposée  une  fonction  continue  de  G,  les  valeurs  de  ■)'  cor- 
respondantes aux  deux  courbes  infinimenl  voisines  qui  se  coupent 


Fig.  5fi. 


en  M  seront  infiniment  peu  diflérentes,  et,  par  suite,  l'angle  des 
tangentes  à  ces  courbes  en  ce  point  sera  infiniment  petit.  11  en 
sera  de  même  de  l'angle  de  deux  cordes  infiniment  petites,  telles 
que  fjiM,  Mij.,. 

On  conclut  de  ces  remarques  que,  si  p.,  pi,  sont  les  deux  limites 
du  point  M,  lorsqu'on  fait  tendre  soit  G,  vers  G,  soit  G  vers  G,,  les 
projections  des  droites  Mu.,  Mfx,  sur  une  direction  infinimenl 
voisine  des  tangentes  en  M  seront  de  sens  contraire.  Donc  le 
triangle  f/.Mp,  a  deux  angles  infiniment  petits  en  /^  et  fx,,  puisque 
la  somme  de  ces  angles  est  l'angle  des  cordes  jjlM,  Mf/., . 

Or  les  côtés  f^M,  ^[j.f  de  ce  triangle  ont  pour  limites  respec- 
tives les  tangentes  à  la  courbe  G  et  au  lieu  des  points  jx.  Donc  ces 
limites  coïncident  entre  elles,  et,  par  suite,  le  lieu  des  intersections 
successives  est  tangent,  en  chacun  de  ces  points,  à  la  position  de 
la  courlje  variable  qui  passe  par  ce  point. 

583.  Voyons  maintenant  comment,  en  partant  de  chacune  de 
ces  définitions,  on  peut  trouver  l'équation  de  l'enveloppe. 
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jNous  supposerons  d'aboiil,  [unir  plus  Je  simplicité,  (jiic  rr(]ii;i- 
lion  de  l'enveloppée  (i)  soil  rationnelle  et  entière  en  ju,  j  et  G, 
ou  du  moins  que  son  premier  membre  soit  une  fonction  jouissant, 
comme  les  fonctions  rationnelles  et  entières,  de  la  propriété  d'être 
finie,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  pour  toutes  les  valeurs  finies 
de  X,  y,  G. 

Gherchoiis  à  déterminer  l'enveloppe,  d'après  sa  propriété  d'être 
tangente  à  toutes  les  enveloppées.  Pour  chaque  \aleur  du  para- 
mètre, une  des  enveloppées  vient  à  son  tour  toucher  l'enveloppe. 
Il  y  a  donc  une  dépendance  entre  la  valeur  de  G  et  l'abscisse  du 
point  de  contact  correspondant,  de  sorte  que  la  valeur  qu'il  faut 
donner  à  G  pour  que  l'enveloppée  vienne  passer  en  un  point  de 
l'enveloppe  d'abscisse  =  x  est  une  certaine  fonction  de  x.  On  aura 
donc  successivement  tous  les  points  de  l'enveloppe,  en  renqjlaçant, 
dans  l'équation  de  l'enveloppée,  G  par  une  fonction  convenable 
de  X  (ou  de  x  et  de  j).  Nous  déterminerons  cette  fonction  par  la 
condition  qu'au  point  commun  l'enveloppe  et  l'enveloppée  aient 
même  tangente,  c'est-à-dire  que  le  j' soit  le  mênie  pour  G  fonc- 
tion de  X  que  pour  G  constant. 

Or  la  valeur  de  )',  dans  le  cas  de  G  constant,  est  donnée  par 
l'équation 

,    dans  le  cas  de  G  fonction  de  r,  on  a 

Pour  que  les  valeurs  <icj'  tirées  de  ces  deux  équations  soient  les 
mêmes,  il  faut  que  l'on  ait 


,IC 


condition  à  laquelle  on  satisfait  soit  en  posant  — ^  =  o,  ou  G  =  const . , 
ce  qui  correspondrait  à  une  enveloppée;  soil  en  posant 


(2)  -^.  =  0. 
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Celle  dernière  équalion  tléleruilnc  pour  C  la  valeur  variable  (lui 
correspond  à  l'enveloppe.  En  <'liiuinant  donc  C  entre  les  é(jua- 
lions  (i)  et  (2),  on  aura  l'équalion  de  l'enveloppe. 

La  valeur  de  }  ',  dans  le  cas  de  G  variable,  peut  s'écrire  sous  la 
lornio 

<).,■      d,',k: 

Son  second  ternie,  par  lequel  elle  diffère  de  la  valeur  correspon- 
dante à  C  constant,  peut  s'annuler  non-seulement  en  supposant 

d¥  .  ()F  „ 

— -  =  0,    mais  encore  en  sn p posant —-  =00.    Cette  supposition, 

i)L  '  ()_}■ 

inadmissible  dans   le   cas,  que  nous  avons   considéré  d'abord,  de 

F[jc,j'-,  C)  entière  et  rationnelle,  peut,  au  contraire,  donner  des 

solutions  lorsque  F[x,y,  G)  est  de  forme  quelconque. 

Remarquons  que,  sauf  le  cas  oii  l'on  aurait  r'=  o  en  tout  point 

de  l'enveloppe,  et  où,  par  suite,  celle-ci  serait  une  droite  parallèle 

,  .  .       OF  >  ,  ,..         • 

aux  .r,  la  supposition  -—-  =  co  entraîne  en  même  temps  I  équation 

i)F 
Ox 

On  \(iit  de  plus  que,  bien  que  le  second  terme  de  la  valeur  (3) 
de  j)  '  soit  nid  eu  chaque  point  de  l'enveloppe,  il  n'en  sera  pas  de 
même,  en  général,  de  sa  dérivée;  d'où  il  s'ensuit  que  la  valeur 
de  j"  n'est  pas  généralement  la  même  pour  l'enveloppe  et  l'en- 
veloppée, de  sorte  que  ces  deux  courbes  n'ont  entre  elles  qu'un 
contact  du  premier  ordre.  Il  peut  cependant  y  avoir  des  exceptions, 
dont  nous  nous  occuperons  plus  tard. 

o84.  Cherchons  maintenant  à  déterminer  l'enveloppe  comme 
lieu  des  intersections  successives  de  l'enveloppée. 

Si  nous  considérons  les  deux  enveloppées  correspondantes  aux 
valeurs  C  et  G -h /t  du  paramètre,  leur  intersection  sera  donnée 
par  l'ensemble  des  équations 

l-'(.f,,r,  C    r^o,     F[./-,  j,  C -I- A)  =  o, 

dont  la  dernière  peut  s'écrire 

F(.r,  j,  C)  H~  /i  F',.  ./-,   I  ,  C  +  O/i]  —  o, 
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on  simplement,  en  ayani  ('yard  à  la  première, 

Si  l'on  suppose'  mainlenant  /;  infinlmenl  pelil,  on  voil  que  la 
liniilc  (le  I  iriicrsection  lie  ilenx  enveloppées  infiniment  voisines 
est  donnée  par  le  système  des  i\ru\  équations 

F[,r,  .),  C)  =  0,       ^=0. 

On  aura  le  lieu  de  ces  intersections  limites,  en  éliminant  C  entre 
ces  deux  équations,  ce  qui  s'accorde  avec  la  règle  du  numéro 
précédent. 

585.  Pour  qu'il  y  ait  intersections  successi\es,  il  faut  qu'à  deux 
valeurs  différentes  du  paramètre,  C  et  Ch-A,  puisse  répondre  un 
même  système  de  valeurs  de  .r  et  de  y.  Si  donc  l'équation  était  ré- 
solue par  rapport  à  G  sous  la  forme  G  ^  /  ("<'j  t)>  il  faudrait  que 
le  second  membre  f{jc,  y)  fût  susceptible  de  deux  valeurs  au 
moins,  y,  et  f].,  dont  lune  serait  égalée  à  G,  l'autre  à  C-t-Ii: 
par  suite,  la  différence  y\.  —  /',  de  ces  valeurs  serait  égale  à  //. 
En  faisant  mainlenant  /(  =^  o,  on  a,  pour  l'équation  de  l'enveloppe, 

/.-/,  =  "; 

donc  l'i'quation  de  l'enveloppe  n"cst  autre  chose  que  la  condition 

(pii  rend  égales  deux  racines  de  l'équation  F(j,  j,  C)  =  o,  où  G 

est  l'inconnue. 

Si  la  fonction  F  est  entière  et  rationnelle  par  rapport  à  G,  celte 

, ,  .       dF 

condition  d'égalité  des  racines  est  donnée  par  l'équation  —  r=  o, 

(/VJ 

et  l'on  est  ainsi  ramené  à  la  règle  des  numéros  précédents. 

On  volt  d'ailleurs  que  le  point  de  contact  de  l'enveloppe  avec 
cliaque  enveloppée  partage  celle-ci  en  deux  régions,  cl  le  point  de 
renconlre  de  deux  enveloppées  infiniment  voisines  apjiarlicnt  à  la 
branche  postérieure  de  l'une  et  à  la  branche  antérieure  de  l'autre. 
Ces  deux  branches  {  fig.  Sj)  coiTespondenl,  pour  chaque  courbe, 
à  des  délermiiialions  différentes  de  (>  en  loiiction  de  jc  et  de  y, 
sans  (jiioi  les  branches  de  deux  courbes  voisines  ne  pourraient  se 
rencontrer    en   M:    cl    ces    deux    déterminations   se   confondent, 
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lorsqu'à  la  limite  le  point  M  vient  sur  l'enveloppe.  On  peut  être 
ainsi  conduit  a  priori  à  poser  r<''(Miation  (2)  par  la  considération  de 
l'égalité  des  racines  de  l'équation  (i)  en  C. 

Ainsi  cette  règle  de  l'égalité  des  racines  convient  non-seulemcnl 


au  cas  de  la  fonction  ¥(^x,  r,  G)  entière  et  rationnelle,  mais  encore 
au  cas  où  cette  équation  serait  résolue  par  rapport  à  C,  et  où  la 
règle  du  n"  582  conduirait  à  l'équation  ahsurde  1  =  o. 

S86.  Si  l'on  considère  C  comme  une  fonction  de  x  et  de  y  dé- 
terminée par  l'équation  (i),  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction 
ont  pour  valeurs 


dv 

()V 

().>■ 
~dF' 
dC 

df 
de 

Dans  le  cas  où  F(j",  t  ,  G)  est  rationnelle  et  entière,  le  dénomi- 

«Jf  1  I  .  1        ■  ,^ 

naleur  ~  est  nul,  sans  que  les  numérateurs  le  soient.  iJonc  on  a, 

en  chaque  ])oint  de  l'enveloppe,  les  deux  équations 
<)C  âC 

(Ijc  (Il 

Si  l'on  vient  maintenant  à  changer  la  forme  de  l'équation 
F  [x,j,  G)  =  o,  la  dépendance  entre  x,  j  et  G  n'étant  pas  altérée, 
les  dérivées  partielles  de  G  ne  devront  pas  changer  de  valeurs,  et, 
par  suite,  ne  cesseront  pas  d'être  infinies  en  chaque  point  de  l'en- 
velo^jpe.  Si  donc  le  changement  de  forme  de  l'équation  F  =  o  fait 

perdre  des  solutions  à  l'équation  -—  =;  o,  ces  solutions  devront  se 

oe 

retrouver  dans  les  équations 

dF  dV 

-T-  =  X,       --  =cc, 

ox  dr 
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(jiio  nous  axons  tléjù  rcnconlrécs  au  n"  583,  cl  <jui  sonl  la  consi'; - 
([ucnce  riinc  dr  laulie,  sauClc  ras  où  l'enNeloppc  scraii  ^:nc  tlioitc 
parallèle  à  lun  dos  axes  coordonnés. 

587.  Si,  au  lieu  d'un  seul  paranièlii'  (',,  réru.-.t'on  de  la  courbe 
variable  contenait  deux  parainèlres  ('.,  (l,,  li.'s  entre  eux  par  une 
équation  de  condition  '^{C,  C,  ;  =  o,  (ui  jndcéderail  de  Ja  même 
manière,  en  considérant,  dans  la  difTérentialiou  par  rapport  à  C,  C, 

comme  une  fonction  de  (',  doi;!  la  tlérivée s'ohliendrait  en  dif- 

lérenliaiit  l'iMpiaiiou  de  co:idition. 

On  procéderait  encoie  d'une  manière  analogue,  si  l'équation  de 
l'enveloppée  conti  liait  n  paramètres,  liés  entre  eux  par  n  —  i  équa- 
tions de  condition. 

588.  Fxciiij'dcs.  —  I.  Soit  le  cercle  variable,  représenté  par 
l'équation 

(i)  u  —  cy- -+- y  =  1  uc. 

lin  dilléreiiliant  par  rapport  à  C,  il  \ienl 

—  (.r  —  C  )  =  /  ,      d'où      €  =  .'•  +  /.-. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  a,  pour  l'enveloppe 
des  cercles  représentés  par  cette  équation,  la  parabole 

(2)  ,2—  -../,-.r=  /,2. 

Si,  au  lieu  de  prendre  l'équation  du  cercle  sous  sa  lorme  entière 
et  rationnelle,  on  la  résout  par  rapport  à  C,  ce  qui  donne 


C~.r+k±  y/F -t-  2  k.V  —  y-, 

en    égalant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  C,  on  retrouve  l'équa- 
tion (2)  de  l'enveloppe. 

On  (ibllent  encore  la  même  équation,  en  posant 

de  ,  /■  dC 

-r—  :=  I  ±  —  =  CO  ,      OU      -—  ==  qz :^  CO  , 

du-  ^7,2  _^  .y  /,  ,.  _ yi  Or  ^1,^  +  2  /..-■  —  .1  = 

équations  dont  l'une  entraîne  l'autre. 

On  aurait  pu  encore  diirérentier  C  comme  une  fonction  implicite 
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de  X  cl  de  -)  ,  déterminée  par  l'équation  (i),  ce  qui  aurait  donné 


dC  >■  —  C  dC 


r 


d'où  C  =  .r +  Â,  comme  dans  la  première  méthode. 
II.   Soit  le  cercle  mobile 

.T^-hj-—iC(.v-hx)  +C-=o. 

L'équation  -—  =z  o   donne   0  =  ^"+^,  d'où,  en  substituant,   on 

déduit  l'équation  de  ren\eloppe  x)  =  o,  ipii  représente  les  deux 
axes  coordonnés. 

En  résolvant  par  rapport  à  C,  ce  qui  donne 

C  =  .c -f- .)  ±  y/2  ,r  )  , 

et  égalant  les  deux  racines,  on  serait  arrivé  au  même  résultat. 
En  prenant  la  règle  du  n°  586,  on  aurait 


dC 
d 


C  ,        /  )■  dC  I  x 

-=I±t/-^—  =:C0,       ou      -r—  =:l±i/ 

'■  y   IX  (h  y  ai 


La  ijrcmière  de  ces  équations  donne  x=^o,  la  seconde  1  =0. 
Ainsi  chacune  donne  une  partie  seulement  de  l'enveloppe.  Cela 
lient  à  ce  que  cette  enveloppe  se  compose  de  deux  droites  paral- 
lèles l'une  aux  x,  l'autre  aux  t  [583,  586]. 

III.   Cherchons  l'enveloppe  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres 
les  cordes  de  l'ellipse 

parallèles  à  l'axe  '>.l>  de  celle  ellipse.  L'équation  d'un  de  ces  cercles 
sera 

(.r-a)^+,1^  =  ^^ 

En  différentiant  ces  deux  équations  par  rapport  à  a,  doni  fi  esl 
ime  fonction,  il  vient 

arh.  "jrfi 

+  ■ =;  o,        .r  —  a    Uv.  -h  fi  tlp  =  o, 

ti-  h- 


7» 

Liviin:   1 

1 1.  —  en  A  P. 

I,   §    vil 

d'où, 

•  r     •            ''> 

en 

(■limm;inL  --■ 
il'/. 

X  —  '/          a 
b-         ~  «^ ' 

(r  .r 

■T.  —  a  = 

h\r 

^  a'-  +  b-  ' 

a-  -H  6^ 

et,  par  suite, 


b'  y„-^b^f 

Substiliiant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  cercle,  on  a.  pour  l'en- 
veloppe, 


équation  d'une  ellipse  de  même  petit  a\c  que  la  proposée,  et  avant 

pour  grand  axe  le  diamètre  du  cercle  directeur  de  celte  ellipse. 

La  valeur  maximum  de  x  étant  sja--^-  b-,  et  la  relation  entre  x 

■  ,     ■                ,     ,.                   -c               «       /          b-     .,    , 
el  a.  pouvant  s  écrire  sous  la  loi  nie     =:-t/n si  il  s  eii- 

suil  de   là   que,  pour  que  ^-rrz  ne   surpasse  pas  l'unité,   il  ne 

y/rt-  -n-  b' 

sullil  pas  que  x  soit  <^rt  ;  il  faut  encore  que  a  soit  Sa.     ^^' 

\iti-  ■+-  b^ 

['oui-  tous  les  cercles  ipii  correspondent  à  des  valeurs  de  a  com- 
prises entre  -^^^=;  et  a,  il  n'y  a  plus  d'intersection  mutuelle  des 
cercles  varialdes. 

IV.   Soit    la   tangente  à   une   eourhc  y"(a',  j  j  =  o,    représentée 
par  riWpialion 

( I  )  (  ?  —  •'" )  ''i  —  (  "i  —  y](l.r  =z  Q. 

Ici  .r  et  )    sont  des  paramètres,  liés  entre  eux  par  l'équation  de  la 

courbe  donnée,  et  oui,    comme  ~i  sont  fonctions   de  la  variable 
'  a.c 

ind(''p("iidanle.  Pour  avoir  l'enveloppe  de  celle  langentc,  dilféren- 

tuuis   réquatioii  (i)  ])ar  rapport  à  cette  \aria])le    indépendante,  il 

vient 

(a)  l;—.r)d-y--  {r.  -   r)  il'.K  :=  o. 
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Ces  équalions  (i)  et  (2)  donnent  pour  4  — x  et  r,  —  i  des  valeurs 
nulles,  à  moins  que  le  délerminant 

1   d.v        (Ir      I 
I   (IKv     d'-r   I 

ne  soit  nul.  On  aura  donc,  en  général,  4  =r  x,  t]  =  y,  ce  qui  donne 
pour  envi^loppo  le  lieu  des  points  de  contact,  c  est-à-dire  la  courlje 
elle-même.  Ainsi  une  courbe  est  l'enveloppe  de  ses  tangentes. 
Dans  le  cas  où  le  déterminant  serait  nul,  on  aurait 

(/./■(■/'-  I  —  t/\(l-.v  ,  (!)  dy         ,  „  „, 

—  —r~ =  f/  -r-  =  o,      -;-  =  C,      r  ^  C.r  -^  C  ; 

ax-  a.f  dx 

ce  serait  le  cas  où  la  courbe  proposée  se  réduirait  à  une  droite, 
avec  laquelle  se  confondraient  toutes  ses  tangentes. 

\' .   Soit  la  normale  à  utic  courbe 

;  —  .r  ]  dx  -r  \r,  —  r\  dy  =  o. 

l'our  avoir  son  enveloppe,  différentions  par  rapport  à  la  variable 
indépendante  dont  x  et  j  sont  fonctions.  Il  viendra 

(E  —  x)  d- X  -i-  (t]  —  r^  d'Y  rzz  ds- . 

Ces  deux  équations  ne  sont  autre  chose  que  celles  qui  nous  ont 
servi  à  trouver  la  développée  de  la  courbe  proposée  [57oJ.  En 
effet,  par  sa  définition  même,  la  tléveloppée  d'une  courbe  n'est 
autre  chose  que  l'enveloppe  des  normales  à  cette  courbe. 


§  VIII. 

POINTS    SINGULIERS    DES    COURBES    PLANES. 

589.  Les  points  pour  lesquels  les  courbes  présentent  des  parti- 
cularités qui  mettent  les  règles  générales  précédentes  en  défaut 
sont  de  deux  sortes.  Les  uns  dépendent  simplement  du  système  de 
coordonnées  auquel  on  rapporte  la  courbe,  et  varient  avec  ce  sys- 
tème. Tels  sont  les  points  de  maximum  ou  de  minimum  de  l'abscisse 
ou  de  l'ordonnée.  On  peut  faire  rentrer  ces  points  dans  la  règle 
générale  par  un  changement  du  système  de  coordonnées,  en 
échangeant,  par  exemple,  entre  eux  les  axes  des  x  et  des  j^. 
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Les  autres  tiennent  à  la  forme  géométrique  de  lu  courbe,  cl  ne 
cessent  pas  d'être  des  points  exceptionnels,  à  quelque  .système  de 
coordonnées  que  cette  courbe  soit  rapportée.  C'est  à  ces  deiniers 
points  que  l'on  donne  spécialement  le  nom  de  /loinls  singuliers. 

IjCS  principales  espèces  de  points  sinj^uliers  que  l'on  rencontre 
dans  les  courbes  planes  sont,  outre  les  paiiils  d' inflexion,  ilonl 
nous  nous  sommes  occupés  dans  le  §  111  :  i"  les  points  niiilliples; 
2°  les  points  j.vo/fi'.ï  ou  conjugués;  3°  les  points  de  rehrousscmenl  ; 
4°  les  points  à^arrcL  ou  de  rupture;  5°  les  points  saillants  ou  an- 
guleux. 

aOO.  Une  courbe  algébrique,  dont  l'équation  a  été  ramenée  à  la 
forme  entière  et  ralioiiiullr,  ou  du  moins  dans  l'équation  de  la- 
(pielle  les  radicaux  sont  pris  dans  toute  leur  généralité  algébrique, 
ne  peut  présenter  de  point  d'arrél,  cest-à-dire  de  jioint  où  vienne 
se  terminer  brusquement  une  seule  branche  de  courbe. 

En  effet,  une  branche  de  courbe  se  termine  pour  une  certaine 
abscisse,  lorsque  l'équation  en  j  ,  dont  les  coeificienls  sont  des 
fonctions  de  x,  admet  une  racine  réelle  d'un  côté  de  cette  abscisse, 
imaginaire  de  l'autre.  Or  une  équation  algébrique  à  coefficients 
réels  n'admet  des  racines  complexes  que  par  paires;  si  bien  que, 
lorsqu'une  racine,  par  la  variation  des  coefficients  de  l'équation, 
passe  du  réel  à  l'imaginaire,  la  racine  conjuguée  doit  passer  en 
même  temps  du  réel  à  l'imaginaire.  Au  moment  précis  où  les  ra- 
cines conjuguées  ii.zhi'\J — i  se  changent  en  racines  réelles,  les 
ipiantltés  (/  et  r  variant  d'une  manière  continue,  r  \J —  i  s'évanouit 
en  passant  de  l'imaginaire  au  réel,  et  les  deux  racines  deviennent 
égales.  Donc  au  point  même  où  s'arrête  la  première  branche  de 
courbe  vient  se  terminer  une  seconde  branche,  qui  fait  la  conti- 
nuation de  la  première,  et  généralement  ce  point  répond  à  un 
simple  maximum  ou  miiiiruuni  de  I  abscisse,  qui  changerait  avec 
la  direction  des  axes,  et  qui.  eu  lui-même,  ne  se  distingue  en  rien 
des  autres  points. 

Il  en  sérail  de  même  si  léqualion  était  résolue,  les  radicaux 
('•tant  pris  avec  toute  leur  généralité;  car  alors  elle  équivaudrait 
l'oinplétement  à  lécpiation  délivrée  de  radicaux. 

591.    Une  courbe  alg('l)rique,  dans  hs  mêmes  circonstances  que 
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ci-dessus,  ne  peut  présenter  non  plusde  point  saillant,  c'cst-à-dirc, 
de  point  où  viennent  se  terminer  deux  iuanclics  de  courbe  dont 
les  tangentes  feraient  entre  elles  un  angle  fini. 

En  effet,  si,  entre  l'équation  de  la  courbe  et  sa  différentielle,  on 
élimine  j)',  il  en  résultera  une  équation  entre  ,r  clj',  qui  donnera, 
pour  chaque  abscisse,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  et  qui 
sera  algébrique,  comme  l'équation  ])rimilive  entre  x  et  j.  Si  l'on 
construit  la  cour!)c  dont;)' est  l'ordonnée,  celle  courbe  ne  peut 
avoir  de  point  d'arrêt,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir.  Donc  la 
courbe  primitive  ne  peut  avoir  non  plus  de  point  saillant,  où  la 
direction  de  la  tangente  varierait  brusquement  d'une  quantité 
finie. 

Donc  les  points  d'arrêt  et  les  points  saillants  ne  peuvent  se 
trouver  dans  les  courbes  algébriques,  tant  qu'on  n'y  particularise 
pas  la  signification  des  radicaux. 

592.  Il  en  serait  autrement,  si  l'on  restreignait  la  généralité  des 
radicaux,  en  réduisant  les  radicaux  d'ordre  pair  à  leur  valeur 
arithmétique.  Dans  ce  cas,  les  lignes  représentées  par  les  équa- 
tions 

présenteraient  des  points  d'arrêt,  et  les  lignes  représentées  par  les 
équations 

_)   =  <fi:'-,       y  =  \/{^n'-  —  .,:'-  —  h)' 

ollriraienl  des  points  saillants. 

Ces  deux  sortes  de  points  singuliers  se  rencontrent  dans  les 
courbes  qui  représentent  certaines  fonctions  discontinues,  expri- 
mées par  des  intégrales  définies,  comme  nous  en  avons  vu  des 
exemples  aux  n"'' -457,  480,  483.  On  les  trouve  encore  dans  cer- 
taines courbes  représentées  par  des  équations  transcendantes. 
Par    exemple,    les  courbes 


logx 


H.  —  Cours  de  Cidvttl  injiii.,  II. 


J. 
I  H-  e' 
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ont  des  points  d'arrêt  pour  a- =:  o;  les  courbes 

•'•  I 

y  = i  5       J-  —  ^-arc  tang  - 

onl,  pourx=:  o,  des  j)olnts  saillants. 

o93.  Passons  maintenant  à  la  recherche  des  autres  espèces  de 
points  singuliers,  que  peuvent  présenter  les  courbes  algébriques, 
et  parlons  d'abord  des  points  multiples.  Soit 

l'équation  de  la  courbe,  supposée  mise  sous  lornie  entière  et  ra- 
tionnelle, si  elle  est  algébrique  ;  sinon,  nous  supposerons  que  son 
premier  membre  soit  une  fonction  transcendante  jouissant  des  pro- 
priétés des  fonctions  entières,  qui  ne  dépendent  pas  de  leur 
degré. 

Si  l'on  donne  à  x  et  à  y  des  accroissements  infiniment  petits 
h,  A,  et  c[ue  l'on  désigne  généralement  par  £„  un  infiniment  petit 
d'ordre  n,  on  aura  [339] 

/(j-4-A,.)+/)— /(.r,.))-Fe, 

=/(.^,  j)+(/'D, +/ D,.)/(.r,  r) -:-^  (/.  D, -■-/!  D,  )^/(.r,  j)  +  e3, 

et  ainsi  de  suite,  suivant  que  l'on  voudra  pousser  plus  ou  moins 
loin  le  développement. 

Supposons  maintenant  que  [x,j)  soit  un  point  de  la  courbe; 
alorsy(j:,  j  )  =  o,  et  l'on  aura,  pour  un  point  (x -f- //,j  +  A)  in- 
finiment voisin  de  (.r,  j)  ), 

lo  o  —  h  ^-  +  /■  -, h  :2- 

^      '  dx  oj- 

Imaginons  qu'au  point  (.r,  }  )  passent  deux  brandies  de  courbe, 
non  tangentes  entre  elles.  Alors,  pour  la  même  valeur  de  h,  on 
aura  deux  valeurs  de  k,  différant  entre  elles  d'un  infiniment  petit 

dii  premier  ordre  [^67].  Soient  A,  A' ces  valeurs;  on  devra  avoir, 
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avec  l'équalion  (i),  l'équation 

Oj:  a  y 

Retranchant  l'une  de  l'autre  ces  deux  équations,  et  divisant  par  /? 
il  vient 

/;        df  h 

La  limite  de  — ; —  étant  finie  et  celle  de  "'  ,   "'  nulle,  on  en  con- 
li  II 

■1/* 
dut  -^  =  o.  L'équation  (i)  se  réduisant  alors  à 

°  =  :5 — '■y 

Ox         h 
Af 

on  en  conclut  que  -^  est  pareillement  égal  à  zéro.  Donc  on  a,  en 

ce  point,  la  double  condition 

,    ,  àf  df 


Si  l'on  suppose  actuellement  que  les  deux  branches  aient  entre 

1? 


elles  un  contact  du  premier  ordre,  alors  — j^ —  aura  une  limite  finie 


[567].  Or  des  équations 

OJC  or  2    O-ir  U-rôv  1    Ôf^ 

ox  a  y        a  ox-  oxOy         2    dy 

on  tire,  par  soustraction, 

h'—kidf        ,     (V-f        A'-hid'f       E,~i 

O   =    7-, [    -i \-    /l  '  •  ' 


//-     \dr  ôrdy  i      df^       k' — / 

et/?,  5  yj-- — j  étant  des  quantités  infiniment  petites,  on  en 

1.  ri    — —  ri 

,  df  .  .df  , 

conclut  encore  que  ^  >  et  par  suite  aussi  -;;-  sont  nuls. 
'      dj        '  ox 

En  général,   si  les  deux  branches   ont  entre  elles  un  contact 

6. 
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(i  ordre  n,  — -^^ —  axanl   une  hiiiiti'  lime,  on  drxcloiipcra  les  cqna- 
lions  précédentes  jiis(Hi'aLi\  Icriiies  d'ordre  ii.  ce  (|iii  donnera 

Va\  laisant  la  sonslraclion,  il  ne  restera  dans  le  développement  que 
les  lernics  divisibles  par  A' — h,  et  l'on  aura 


//"        \i)y  k'—k 

Tous  les  ternies  de  la  parenthèse  qui  sui\cnt  le  premier  étant  infi- 

ninicnl  ijelits,  u  en  résultera  toiiiours  que  -—  doit  être  nul. 

Donc,  en  général,  on  a,  pour  un  point  multiple  où  il  passe  plus 
d'une  luanelie  de  courlie,  les  relations  (a),  qui  doivent  avoir  lieu 
en  même  temps  que  ré(piation  /  (a',  y)  =  o. 

o94-.  Si  par  !<■  point  (j".  1  )  il  passe  une  troisième  branche  de 
courbe,  non  tangente  aux  deux  autres,  on  aura,  en  avant  égard 
aux  équations  (a),  qui  sont  nécessairemenl  salisl'aites, 

/'-  ôv     , ,  <pf     p-  <r-f 

■X    â.i-  (l.rO)-  2     (7)- 

avec  tieux  autres  équations   semblables  pour   les   accroissements 
Â',  A"  des  ordonnées  des  autres  branches.  On  en  tire  par  souslrac- 

I  ion 

—    _^        ^•'  "^  ^  ^Lf  ^—  =_!_ 

ô.rô^)'  lh       ô\  -         Il  yk'  —  k] 

_   ,y-f       /.'■+/.  <y/        "..  -  ^. 

"  ~  ~d7Ch    '^       :>.  h       Oy^/i[  k"  —  /  )  ' 

/"  _  k'   (Y-f  4  -  S:,  i.—  i^ 


o  =:; 


?./(       dy"-       h[k"—k)       li(k'—  k) 


(^ette  dernière  é(|uation  donne,  en  passant  à  la  limite,  -r-h,  =o; 

1  '  l  ()yî 
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en  revenant  ensuite  anx  équations  précédentes,  on  en  eoncliit  que 

— —  et  ^,  s'annulent  ccalement.  Donc  si,  par  le  point  (x,  )  ),  il 
oxdy       d.i"  1  1  \      o   / 

passe  trois  branches  de  courhe  qui  se  coupent  sans  être  tanj^entcs 
entre  elles,  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de/(\r,  7  )  de- 
vront s'annuler  en  ce  point,  comme  les  deux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  et  l'on  aura,  outre  réquationy(.r,j)  )  =  o  et  les 
équations  (a),  les  conditions 

,„,  (P/  d\f  iY-f 

*    '  Oj.-  oorOy  ùy- 

On  étendrait,  comme  précédemment,  ce  résultat  au  cas  où  deux 
de  ces  branches,  ou  toutes  les  trois,  seraient  tangentes  entre  elles. 

On  voit  sans  peine  comment  on  peut  poursuivre  ces  considéra- 
tions, lorsque  la  courlje  a  un  nombre  quelconque  de  branches  pa>- 
sant  par  le  point  (a-,j  ). 

S9o.  La  propriété  ties  points  multiples,  d'annuler  les  deux  déri- 
vées partielles  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe,  a 
lieu  également  pour  les  points  isolés  et  pour  les  points  de  rebrous- 
sement. 

Soit,  en  effet,  ( a-o,j)  0  )  un  tel  point.  On  pourra  tracer  par  ce  point 
une  infinité  de  droites  telles  que,  d'un  côté  d'une  de  ces  droites,  il 
n'existe  aucun  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  (.r,,,}  o)- 
Si  Ion  prend  donc  sur  une  telle  droite,  de  part  et  d'autre  du  point 
(.;■„,  )  0).  deux  points  infiniment  voisins 

(./■(,  — //,r„—  /),       {.ro  +  //,  r„-l-  /;, 

on  pourra  mener  de  lun  de  ces  points  à  l'autre  une  ligne  continue 
qui  ne  rencontre  pas  la  courbe,  et,  par  conséquent,  en  aucun 
point  de  laquelle  la  fonction /(,*■,)  )  ne  puisse  s'annuler.  Cette 
fonction,  étant  supposée  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  x  et  de  j',  ne  pourra  donc  changer  de  signe,  lorsque  x  et 
;j' passent  des  valeurs  ,»•„ — •//,  )  „  —  A  aux  valeurs Xo -f- /t,  yo  +  A- 
Or,  à  cause  dey'(xo,  To)  ^  o,  on  a 

/(■'•o+  /',.'  ,.-^  /■)  =  hf  (.;■„)  +  /■/'  (  Vo)  +  -%. 

Pour  que  cette  quantité  ne  change  pas  de  signe  avec  h  et  Â,  il  faut 
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évidemment,  -j  étant  arbitraire,  quey'(jro)  ^^  f'{yà)  soient  nuls, 

et  par  suite  que  les  coordonnées  du  point  isolé  ou  du  point  de 
rebrousscmenl  satisfassent  aux  conditions  (2). 

596.  Donc,  pour  obtenir  les  points  de  la  courbe  y(x,  >')  =  o 
qui  peuvent  être  singuliers,  on  cherchera  d'abord  les  solutions 
communes  aux  trois  équations 

puis  l'on  examinera  en  particulier  chacun   des  points  correspon- 
dants à  ces  solutions. 

Dans  le  voisinage  du  point  (x,  7  )  qui  satisfait  à  ces  conditions, 
on  a 

/'-')V      ,,    d\f      ir-,Y-f 

1   ui-  0.r()r         3    O)- 

En  supposant  queles  conditions  (3)  ne  soient  pas  toutes  satisfaites, 

la  b'mite  j'  du  rapport  ■-  sera   donnée  par  l'équation  du   second 

degré 

(  4  )  01= ^  -h  )    H 1  ^  — ^  • 

^  •?.  O-i"  â.r(\y         2  ■       dj- 

Toutes  les  fois  que  les  racines  de  cette  équation  ne  seront  pas 
réelles,  c'est-à-din^  toutes  les  lois  qu'on  aura 

'  <r-fY     ,y-f  (V-f  ^ 


ô.rOy  j         ô.c-   ôr- 
le  rapport -1  infiniment  peu  différent  de  jc^,  ne  sera  pas  réel  non 

plus.  Tl  n'existera  donc  aucun  point  réel  [x  -r-  h , y  -i-  k)  de  la 
courbe  dans  le  voisinage  du  point  (.r,  j).  Ce  point  sera  donc  un 
point  isolé. 

Si  l'équation  (4)  a  ses  racines  égales,   et   par  suite   réelles,  les 

deux   valeurs  de  -  différeront  infiniment  peu  l'une  de  l'autre.  On 

aura  donc  deux  branches  tangentes  entre  elles,  se  continuant  de 
part  et  d'autre  du  point  {x,j),  ou  bien  s'arrètant  toutes  les  deux 
en  ce  point,  qui  sera  alors  un  point  de  rebroussement;  ou  bien 
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enfin  j,  quoique  difTéranl  infminienl  peu  d'une  valeur  réelle,  sera 

imaginaire,  et  le  point  {x,j)  sera  un  point  isolé. 

Si  les  racines  de  l'équation  (4)  sont  réelles  et  inégales,  c'est-à- 
dire,  si  Ion  a 


le  point  {x,y)  sera  généralement  un  point  double,  ou  exceplion- 
nellement  un  point  isolé. 

Si  les  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre  sont  nulles,  on 
poussera  le  développement  plus  loin,  et  l'on  discutera  les  racines 
de  l'équation  du  troisième  degré  en  7^.  Et  ainsi  de  suite. 

597.  Un  point  de  rebroussement  est  dit  àe  première  ou  de  ^e- 
conde  espèce,  suivant  que  les  deux  branches  de  courbe  qui  vien- 
nent se  toucher  et  s'arrêter  en  ce  point  sont  situées  de  part  et 
d'autre  de  la  tangente  commune,  ou  d'un  même  côté  de  cette 
tangente. 

En  exceptant  le  cas  dej'=o,  où  le  point  de  rebroussement 
correspond  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  x  seulement  si 
le  rebroussement  est  de  première  espèce,  et  le  cas  de  j)'=  ce  ,  où 
le  rebroussement  de  première  espèce  correspond  à  un  maximum 
ou  à  un  minimum  àe  y  seulement,  un  point  de  rebroussement  de 
première  ou  de  seconde  espèce  correspond  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  x  et  de  j'  à  la  fois.  Ce  caractère  servira  à  déterminer 
les  points  de  rebroussement,  lorsque  x  et  y  seront  exprimés  au 
moyen  d'une  variable  indépendante  quelconque,  qui  ne  devienne 
pas  maximum  ou  minimum  en  même  temps  que  les  coordonnées 
[400].  On  cherchera  dans  ce  cas  les  valeurs  de  cette  variable  t  pour 
lesquelles  x  =  &(«)  elj=  X(*)  *°"^  maxima  ou  minima  à  la  fois, 
ou  qui  donnent  x  maximum  ou  minimum  avecj)''=  o,  ou  bien  j 
maximum  ou  minimum  avecj'=  co  . 

598.  Considérons  la  courbe  dérivée,  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage  [S91  ],  et  qui  a  pour  ordonnée  la  valeur  de  ■)'  qui  correspond 
à  chaque  abscisse  x  dans  la  courbe  proposée  f{x,j)  =  o.  En 
exceptant  le  cas  où  la  tangente  commune  est  parallèle  à  l'axe  desj 
(cas  que  l'on  peut  toujours  éviter,  en  échangeant,  s'il  le  faut,  les 
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axes  entre  eux),  un  poinl  de  rcbroussemenl  correspond  à  un  maxi- 
mum ou  ù  un  minimum  de  x  dans  la  courbe  proposée,  el  par  suite 
aussi  dans  la  courbe  dérivée  (sauf  le  cas  oii  une  branche  imagi- 
naire aurall  une  lan^ciilr  donlle  coefficient  angulaire  serait  réel). 
Dans  le  cas  d'un  rebrousscment  de  première  espèce,  j'  croît 
dans  le  même  sens  avant  et  après  le  point  considéré,  lorsqu'on 
passe  d'une  branche  à  I  aulie  de  la  ci)urb<'  |iriuiilivc.  11  s  ensuit  de 
là  qu'au  point  correspondant  de  la  courbe  dérivée  la  tangente  est 
paralh'le  à  l'axe  des  7  .  On  a  donc  généralement,  dans  ce  cas, 

'''  ' 

--.  =,)"=C0, 

tl.f 
et  il  en  résulte  qu'en  un  point  de  rebroussement  de  ])rcmière  es- 

pece  le  ravon   de  courbure  p  =^ '- est  nul,  cl  la  courbure - 

.>  P 

iuliiiie.  Par  conséquent,  la  courl)e  rencontre  en  ce  point  sa  déve- 
l(i|)pé(\ 

H  |)(Ut  arrl\er  exceptionnellenieni  cpic,  pour  nu  rebroussement 
de  première  espèce  de  la  courbe  primitive,  la  courbe  dérivée  ait 
aussi  un  rebroussement  de  première  espèce;  mais,  comme  il  ne 
doit  pas  y  avoir  de  maximum  de  j',  il  faut  que  la  tangente  soit  pa- 
rallèle aux  X,  cl  que  l'on  ail  par  conséquent 

l"=0,       d'dll       jo  =  CO  ,        —  =:  O, 

ce  qui  correspond  à  une  asvmptote  de  la  développée. 

Si  le  rebroussement  est  de  seconde  espèce,  j  '  prend,  pour  les 
d(  ii\  branches,  des  \aieurs  égales  au  point  considéré;  et,  en  par- 
tant de  ce  poinl  pour  aller  sur  chacune  des  branches,  •)' varie  dans 
le  même  sens.  On  en  conclut  que,  j' devant  avoir  un  maximum  ou 
un  minimum  en  même  temps  que  .r,  la  courbe  dérivée  doit  avoir 
un  |ioiiil  (h'  rebroussement,  et  que,  si  ce  rebroussement  est  de  pre- 
nuèie  espèce,  la  tangente  ne  doit  pas  èlre  jiarallèle  à  l'axe  des  x. 

599.  Pour  dislinguer  les  deux  espèces  de  rel)roussenient,  il 
suffit  de  Aoir  si,  au  point  considéré,  ou  ])(uir  un  jioinl  infiniment 
voisin,  les  valeurs  de  y"  correspondantes  aux  deux  branches  sont 
de  signes  contraires  ou  de   même  signe,  c'est-à-dire  si  les  deux 
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branches  tournent  leur  concavité  dans  des  sens  contraires  ou  dans 
le  même  sens.  Mais,  si  la  tangente  était  parallèle  à  l'axe  des  j-",  on 
échangerait  entre  eux  les  axes,  ou  encore  on  vérifierait  si  la  courbe 
a  des  points  de  part  et  d'autre  de  l'ordonnée  tangente,  ou  si  elle 
n'en  a  que  d'un  seul  cùlé;  en  d'autres  termes,  si  x  n'a  pas  de  maxi- 
mum ou  de  minimum,  ou  s'il  en  a  un. 

GOO.  Il  existe  des  relations  entre  la  forme  de  la  développée  au 
|)oinl  qui  correspond  à  un  point  singulier  de  la  courbe,  et  la  nature 
de  ce  point  singulier. 

Aux  points  d'inflexion,  et  généralement  aux  points  pour  les- 
quels la  courbe  a  avec  sa  tangente  un  contact  d'ordre  supérieur  au 
premier,  on  a  généralement^  "=  o,  p  =  oo  .  Le  rayon  de  courbure 
infini  est  une  asvmptote  de  la  développée.  Les  deux  branches  in- 
finies sont  dirigées  en  sens  contraire  ou  dans  le  même  sens,  selon 
que  le  point  de  contact  est  ou  n'est  pas  un  point  d'inflexion,  c'est-à- 
dire  suivant  que  l'ordre  du  contact  de  la  courbe  avec  la  tangente 
est  pair  ou  impair. 

Aux  points  de  rebroussement  de  première  espèce  de  la  dévelop- 
pante, on  a  généralement  p  =  o  ;  la  développée  rencontre  la  déve- 
loppante à  angles  droits.  On  voit  que  la  réciproque  est  vraie,  en 
considérant  la  développante  comme  engendrée  par  le  point  de 
contact  primitif  de  la  tangente  à  la  développée,  cette  tangente  rou- 
lant sans  glisser  sur  la  développée. 

Aux  points  de  rebroussement  de  seconde  espèce  de  la  dévelop- 
pante correspondent  généralement  des  points  d'inflexion  de  la  dé- 
veloppée. 

Les  points  de  maximum  ou  de  minimum  du  rayon  de  courbure 
répondent  généralement  à  des  points  de  rebroussement  de  pre- 
mière espèce  de  la  développée,  sauf  le  cas  où  l'on  aurait  excep- 
tionnellement j  "=  o,  ce  qui  corres|)ondrail  toujours  à  une  asym- 
ptote de  la  développée. 

Aux  points  d'arrêt  et  aux  points  saillants  de  la  développante 
correspondent  des  points  d'arrêt  de  la  développée. 

La  développante  d'une  courbe  dont  deux  branches  infinies  s'ap- 
prochent d'une  asymptote  commune  dans  deux  directions  oppo- 
sées, comme  dans  l'hyperbole  ordinaire,  a  un  point  d'inflexion  à 
son  intersection  avec  l'asymptote.  Elle  a  un  contact  du  troisième 
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ordre  avec  sa  tangente  au  point  où  elle  traverse  l'asymptote,  lorsque 
les  deux  branches  de  la  courbe  tendent  vers  la  même  région  de 

l'asymptote,  comme  dans  la  courbe  j>"  :=  —  • 
601.   Exemples.  —  I.  Soit  la  courbe 

j2  —  j:-  -+-  .r'  =  G, 

qui  est  la  lemniscate.  On  a,  pour.r  =  o,  y  =^o, 

-.—  =  —  1.T  A-  4^:==  o,      —-  =  -y.  r  =  o, 
<).v  <)_y 

cPf  <r-/  ô'-f 

O.c-  Oxijy  ay- 

Donc  y'  est  donné  par  l'équation  —  a  +  2j-'-=  o,  d'oîij)''=  ±  i. 
Ensuite,  la  valeur  j  =  ±  x  \Ji  —  x-  étant  réelle  pour  x  voisin  de 
zéro,  la  courbe  a  deux  branches  réelles  passant  par  l'origine.  On 
a  maintenant,  en  général, 

X)'—  .'■ —  2.f^  =  o,    y/'-^y'^  —  I  —  6x-  =  o,    _r)"'4-3y.)-"— i-?..r=ro, 

d'où  Ion  tire,  pour  x  =  o,  j=  o,  et  pour  chacune  des  valeurs  de 
■>',j"^o.  Ensuite,  j'"  est  donné  par  l'équation 

JJ-+  4.)'.v"'+  3.r"2-  lo  =  o, 

qui  donne  une  valeur  de  j'"  différente  de  zéro.  Donc  chacune  des 
deux  branches  de  courbe  présente  une  inilexion  à  l'origine. 

II.  L'équation 

.v'^  —  3 «.rr  -1-  j^ ■=^  o 

donne,  pour  x  =  o,j  =^  o, 

■i- =z  i(x' —  at)  =0,      -- =  3i  )-— fl.»-^  =  0. 
dx         *  •  dj 

Puis  on  a,  pour  ce  point, 

àV    .         (T'f        ,       <r-/    . 
d7^  =  ^'"'     57??=^-^"'     ô?^^''^ 
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el  l'équation  en  y, 

(i)  6,)-,i" -  6«/ +  6j,- =  o, 

a  une  racine  nulle  et  une  racine  infinie.  Pour  avoir  le  sens  de  la 
concavité,  différentions  deux  fois  l'équation  précédente,  ce  qui 
donne  les  équations 

(/-  —  n.f)  r"  ^-  ■2yy-  —  lay' -+-  -î.r  =  o, 
(  ,2 _  „,^)  y  ^  Gyy'j"  _  3«j"  +  -i.v'^  +  1  =  G. 

On  lire  de  la  dernière,  pour  x  =  r  =  t'=  o,  7"=  -—■,  valeur  po- 

sitivc  avec  a;  donc  la  Lranclie  tangente  à  l'axe  des  x  est  concave 

vers  le  haut.  Pour  l'autre  branche,  tangente   à  l'axe  des  y,  nous 

chercherons  le  sens  de  sa  concavité  relativement  à  la  direction 

y" 
des  X,  lequel  dépend  [S47]  du  signe  de  .r"  =  —  '—f^-  Or  on  a,  en 

négligeant  des  quantités  qui  s'annulent, 

)"  r"  ""■ 

6'/-^. -3«y7-. +2  +  y3="• 


!)'ailleu^s  l'équation  (i)  donne 

rx 

d'où,  pour  X  =^  o,  j'  =^  co 


yy'  —  rt  H 7  =:  o  ; 

JJ  y 


Donc  l'équation  ci-dessus  donne 

et  par  suite  la  courbe  est  concave  vers  la  droite. 
III.   Considérons  la  courbe 


r 


ix-y -i- .x" zzzo,     ou      K  =  .ï''(i±V 


pour  laquelle  -y-  el  -j-  s'évanouissent  au  point  x  =  o,j  =  o.  L'é- 

([uation  dérivée  seconde  donne,  en  ce  point,  2j/-=o.  Donc j-^  a 
une  valeur   double  égale  à  zéro,  ce  qui  annonce  deux  branches 
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tangentes  à  l'axe  tics  .r.  l'oiii-  avoir  le  sens  de  la  concavité,  on 
poussera  jusqu'à  l'équation  dérivée  quatrième,  qui  donne 

(6)"-   2\:y'—o, 

d'où  les  di'u\  \a\cuvs  j  "  ^=  /i,  j  "  =  o.  La  première  valeur  indique 
une  branche  concave  vers  le  liaiil  ;  la  seconde  annonce  une  in- 
llexion.  En  idel.  en  did'érenl iaiil  une  fois  de  plus,  on  lrou\e 
J)'"'>0. 

IV  .   Si  l'on  prend  la  courbe 

1  -  —  T.J-  I    ^  .T'  H-  ,r'  :=  O,       nu       1   :rr  ,7-  (  I  dz  ^ —  ./•], 

l'équation  dilTérenlielle  première  rf/'=  o  devient  identique  pour 
X-  =j  =  o.  L'équation  d-J=  o  donne  pour  7^  deux  valeurs  nulles, 
et  coninie  la  courbe  n'a  (!<■  points  fpi'à  gauclic  de  rorigine,  on  en 
conclut  que  l'origine  est  un  point  de  rebroussemcnt.  L'équation 
(i''J  =  o  donne  j"-  —  4.) '-I-  4  =  "'  équalion  dont  les  deux  racines 
sont  de  même  signe.  Donc  on  a  un  poinl  de  rebroussemenl  de 
seconde  espèce. 

V.    Soit  encore  la  courbe 

J'  -h  -i'-  +  .f'  =  O,       OU      _v  =r  zt  .)■  v'  —  1  —  •'"• 

On  voit  immédiatement  que  l'origine  est  un  poinl  du  lieu,  lc(pn-l 

annule  -f-et---   Pour  ce    point,    l'équalion  J- /=  o    se   réduit  à 

O.r        II)  '  ' 

7  --|-i  =  o,  ipii  n'a  pas  de  racine  réelle.  Donc  l'origine  est  un 
|ioint  isolé. 

602.  Dans  le  cas  où  les  coordonnées  .t,  >  sont  exprimées  en 
fonction  d'une  variable  indé|)endante  t,  on  a  un  poinl  multiple 
lin-sque  X  et  v  reprennent  l'un  el  l'autre  les  mêmes  valeurs  respec- 
li\es  pour  deux  valeurs  dislincles  t  cl  I  -h  0  de  la  \ariablc  iiub'- 
pendante.  Ainsi,  si  les  équations  qui  représentent  la  courbe  sont 
X  =  ^[t),  j  =  y^{_t),  les  points  multiples  seront  déterminés  par 
les  deux  équations 

d'où  l'on  tirera  les  deux  inconnues  I  et  9. 

Soit,  par  exenqdc,  la  eycloïde  raccourcie,    représentée  par  les 
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équalions 

X  =  ti[nt  —  sin  i  ) ,     _r  =^  «  (  1  ■ —  cos f  ) . 

Les  pouils  luuhniles  scronl  dùlLTiiuuûs  par  les  équations 

Ht —  siiW  =■-  n[t  -\-  ^j]  —  sin(<  H-  6),      —  cos;  =  —  cos(/  -I-  5), 

On   en   tire    Q  = —  il,  iil  =  siii/,     ce    qui    est    admissible    pour 

«<'■ 

Si  72=^1,  cas  (le  la  cjeloïde  ordinaire,  on  a  dy=^  dsinl  dt,  va- 

,  ,,  ,  sinf  I        •    r    • 

leur  nulle  pour  /  =  o  :  )  = ^=  eot  -  f,  intini  ponr  f  r=  o  ; 

'  •  I  CDS/  2  ' 

d'-y=^  (i  costdl-,  valeur  positi\e.  Donc  roriginc  répond  à  un  mi- 
nimum de  j-,  et  non  de  x,  pour  lequel  y=  se  .  Donc  [^JO"?]  c'est 
un  point  de  rebrousscment  de  première  espèce. 

S  IX. 

APPLICATIONS    DU    CALCUL    DES    QUANTITÉS    COMPLEXES 
A    LA    GÉOMÉTRIE    PLANE. 

003.  ÏNous  terminerons  ces  applications  tiu  Calcul  infinitésiaial 
à  la  Géométrie  plane  en  donnant  quelques  notions  sur  la  méthode 
créée  par  M.  Bellavitis  sous  le  nom  de  Calcul  des  éçuipollences, 
et  fondée  sur  les  principes  de  la  Théorie  des  quantités  complexes. 

Nous  avons  établi  la  correspondance  qui  existe  entre  les  con- 
structions géométriques  dans  le  plan  et  les  opérations  analytiques 
sur  les  quantités  complexes.  Rappelons  d'abord  (juclques  consé- 
quences immédiates  de  ces  jirlncipes. 

G04.  Soit  c  =  a-f-  (Z>  =  ye'"  une  quantité  complexe;  c  pourra 
représenter  indilléremment  le  point  {n,l>)  ou  (y,  0)  du  plan,  ou 
bien  le  rayon  Oc  mené  de  l'origine  à  ce  point  et  considéré  en 
grandeur  et  en  direction.  Dans  ce  dernier  cas,  c  pourra  être  trans- 
porté parallèlement  à  lui-même  d'une  manière  quelconque  dans 
le  plan. 

Nous  appellerons  conjuguée  de  la  quantité  c  celle  qui  repré- 
sente un  point  ou  un  rayon  syiiictrif/ue  de  c  par  rapport  à  l'axe 
Ox,  origine  des  angles.  Nous  la  représenterons  par  la  rotation  c. 

La  conjuguée  d'une  quantité  s'obtient  en  changeant  partout  i 
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en  — i  dans  l'expression  de  celle  quanlilé  en  fonction  de  quan- 
lilés  réelles.  Ainsi,  si  nous  convenons  de  désigner  la  conjuguée 
d'une  quantité  en  surmontant  la  représentation  do  celle-ci  d'un 
Irait  horizontal,  la  conjuguée  de 

c  —  a  -\-  ib  =1'/  c'^ 
sera 

c  zzz  a  —  ib  =z  ye~'^. 

GOo.   I.  L'égalité 

ce  =x  a-  -\-  b'-  =  y" 

nous  apprend  que  la  longueur  ou  le  module  d'une  quantité  com- 
plexe est  la  racine  carrée  du  produit  de  cette  quantité  par  sa  con- 
juguée. 

II.   De  l'égalité 


on  conclut  que  le  coefficient  de  direction  e''^  de  la  quantité  c  est  la 
racine  carrée  du  raj)port  de  cette  quantité  à  sa  conjuguée. 


III.   Etant  données  deux  quantités  complexes 
c  - 
dont  les  conjuguées  sont 


'/e"J,      f'=y'c'"' 


■jt-   ■\       C—-/C 


l'angle  C  — 6',  que  les  deux  lignes  c,  c'  font  entre  elles,  sera  donné 
par  l'équation 


4::-  =  e2'(«-'''). 

c      c' 


.»  +  r 


IV.  La  quantité 

\Jcc'=\Jyy'c     ' 

représente  la  moyenne  proportionnelle  bissectrice  des  deux  lignes 
c,  c'. 

606.  Soit  z  une  variable  complexe,  t  une  variable  réelle.  Si  l'on 
établit  entre  ces  deux  variables  une  relation  quelconque 

(■)  ==/('). 
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celte  relation  sera  vérifiée  par  une  suite  continue  de  points,  for- 
mant une  courbe  dans  le  plan. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  d'une  courbe  quelconque  peut 
être  mise  sous  celle  forme,  en  prenant  pour  t  soit  une  des  deux 
coordonnées,  reclilignes  ou  polaires,  d'un  point  de  la  courbe,  soit 
une  troisième  variable,  dont  ces  coordonnées  sont  des  fonctions. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  de  la  forme  (i),  on 
en  tire,  par  la  séparation  du  réel  et  de  l'imaginaire,  deux  équa- 
tions, au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  deux  coordonnées 
de  chaque  point  en  fonction  de  la  variable  t. 

607.   Si  a  est  une  constante  réelle,  l'équation 
[l)  z=i  at 

représentera  l'axe  Ox.  En  multipliant  le  second  membre  par  un 
coefficient  de  direction  e",  l'équation 

z  =  ae'"- 1 

représentera  une  droite  faisant  avec  Ox  l'angle  «.  Si  l'on  écrit 
maintenant  a  au  lieu  de  ae'",  a  étant  alors  une  quantité  complexe 
quelconque,  l'équation  (2)  représentera  une  droite  quelconque 
passant  par  l'origine. 

Pour  <  :=  I,  j  =  a.  L'équation  (2)  est  donc  celle  de  la  droite  qui 
joint  l'origine  au  point  a. 

Si  l'on  multiplie  le  second  membre  par  un  coefficient  de  direc- 
tion e'',  l'équation 

représentera  une  droite  faisant  avec  la  droite  (2)  l'angle  0. 
Réciproquement,  l'angle  9,  que  font  entre  elles  deux  droites 

(3)  zzzzat,     z  —  a't, 

est  donné  par  l'équation  (  '  ) 

a 


[')  II  est  entendu  que,  dans  cette  équation  et  les  autres  analo[;ues,  ou  ue  s'occupe 
que  de  l'égalité  des  ar^juments. 
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cel  angle  clanl    compte    île  la    seconde  droilc    \ers  la   première. 
En  siip|)osaiil  0  =  -1  on  a,  pour  l'équalion  de  la  perpendicu- 
laire à  la  droile  (2), 


:  lat. 


Réciproquement,  la  condllioii  de  pcrpcndiciilailté  des  droites  (3) 
sera 


La  bissectrice  de  raiij;lo  des  deux  droites  (3)  a  ]iour  équation 


3=  yZtc"  .  t, 

en  prenant  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant  que  l'on  considère 
les  portions  des  deux,  droites  correspondantes  à  des  valeurs  de  t  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires. 

G08.  En  ajoutant  à  chaque  valeur  de  z  une  droile  constante  en 
grandeur  et  en  direction  h,  on  obtiendra  une  parallèle  à  la  droite 
(a),  dont  l'équation  sera 

(4)  z  =  Ht  -^  h. 

Va\  taisant  varier  Z»,  on  obtient  toutes  les  parallèles  à  la  droite  (2). 
Pour  que  deux  droites 

z:=at-^/>,      z-^a't+l/ 

soient  parallèles,  il  suffît  que  les  droites  z  ^at,  z  =  a't  se  con- 
fondent, ce  qui  aura  lieu  si  leurs  coefjicieiits  angulaires  a,  a'  sont 
deux  quantités  complexes  égales,  ou  du  moins  ayant  même  argu- 
ment et  par  suite  un  rapport  réel.  La  condition  de  ]iarallélisme 
sera  donc 

— ;  ^=  une  quantité  réelle. 

La  droite  (4)  passe  par  les  points  h,  h  -+-  a  et  h  —  a. 

Pour  avoir  l'équation  d'une  droite  passant  par  les  deux  points 
donnés  Zi,z.,,  on  identifiera  ces  points  avec  /;  et  b-\-a,  ce  qui 
donnera  />  =  z,,  a=  z-, —  z,,  et  l'équation  de  la  droite  sera 


z  —  z, 

Z„ —  3iU,        ou = /. 
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L'équation  d'une  droite  menée  par  le  point  c  et  faisant  avec  (2) 

ou  (4)  l'angle  0  sera 

z^  r  -\-  e'''at. 

L'équation  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  c  sur  la  droite 

(2)  ou  (4)  sera  donc 

z  :=z  c  -.-  iat. 

609.  Si  l'on  considère  un  lieu  géométrique  comme  engendré 
par  le  mouvement  du  point  z  correspondant  au  temps  t,  un  terme 
de  la  forme  at  exprimera  un  mouvement  de  translation  suivant  la 
direction  Oa  ou  parallèlement  à  cette  direction. 

Un  terme  de  la  forme  ae"  exprimera  un  mouvement  de  rotation 
de  la  droite  a  autour  de  son  extrémité  initiale. 

D'après  cela,  il  est  facile  de  voir  que  les  équations 

zt:^  ne"  représentent  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine, 

z  =^  ne"  -\-  b  »  un  cercle  ayant  son  centre  au  point  b, 

z^ae''-\-bt  ■■>  une  cycloïile  allonge'e  ou  raccourcie, 

z  =  ae''  +  he'"'  »  une  épicycloïde  ou  une  hypocycloîde, 

z  =  ate''  "  une  spirale  d'Archimède, 

z  =  «c(""^'''  »  une  spirale  logarithmique, 

z^«(i  —  it]e''  »  une  développante  de  cercle. 

610.  Les  équations  x  ^=  gcost,  j' =  hsint  représentent,  en 
coordonnées  obliques,  une  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  con- 
jugués 2g,  ih.  Si  iZ  et  |3  sont  les  angles  de  ces  diamètres  avec  l'axe 


origine  des  directions,  les  coordonnées  x  elj  seront  affectées  des 
coefficients  de  direction  e"',  e'^;  et  comme  {fig.  58) 

z  =z  OM  r=  OP  4-  PM  =  X  e'»  -i-  ye'\ 

H.  —  Cours  de  Cale.  Infin.,  II.  7 
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si  Ton  pose 

on  aura  enfin,  pour  l'équation  de  l'ellipse, 

(5)  z  ^^  Cl  cost -\- b  i<u\  t . 

On  pourrait  remplacer,  dans  celle  équalion,  cos<  el  sini  par 
deux  autres  fonctions  quelconques  de  t  dont  la  somme  des  carrés 
soit  l'unité,  et  représenter  l'ellipse  par  l'équation 

(6)  3  —  «T -;- 6  V7— t^*. 

En  particulier,  si  Oa  et  Oh  sont  les  deux  demi-axes,  de  lon- 
gueurs a  et  6,  et  que  l'on  prenne  la  direction  0«  pour  origine  des 
angles,  Oh  sera  représenté  J3ar  ib,  et  l'équation  deviendra,  n  et  6 
étant  réels, 

(n\  3  rz;  ncdsi -(  /bsinf. 

Si,   dans  l'équation  (j),   on  remplace  /  par  i -1- -  ?  on  aura  un 
autre  point  de  l'ellipse  N,  représenté  par 
(8)  Zi=^  —  a sin î -f- i cos ;. 

Or  l'expression 

i;  =:  3  ces  -  -t-  z,  sin  T  =^  a  cos  [-z  -^  t]  -^  b  sin  (  t  -;-  t) 

représente  encore  un  point  de  l'ellipse,  quel  que  soit  t.  Donc  OM 
et  ON  sont  deux  diamètres  conjugués. 

On  tire  maintenant  des  équations  (5)  et  (8) 


2--h  =7  =:  a- 


h-. 


Donc  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués,  pris  en 
grandeur  et  en  direction,  est  constante.  Si  l'on  remplace  z,  z,,a,b 
par  re"',  r^e'''',  ge"^,  he'^,  on  tire  aisément,  de  l'égalité  précé- 
dente, 

ce  qui  est  une  conséquence  des  théorèmes  d'Apollonius. 

Désignons  pary-  la  somme  constante  rt^-t-Z>-,  et  soientOyel 


CALCUL    DES    EQUIPOLLENCES.  99 


O/i  = —  0/"les  deux  valeurs  de  \Ja-  ■+-  b'-.  On  peut  écrire 


Si  Ion  mène  /«/,  perpendiculaire  à  Oh,  et  que  ion  y  porte  les 
longueurs  ah  =  «A,  =  Oi,  alors  on  aura 

O/-, •=  «  4-  /6,     0/-  —  a  —  /lîi, 
et  par  suite 

/=  \/0/-,.0/-; 

donc  0/  est  une  moj'enne  proportionnelle  bissectrice  entre  OAi 
et  OÂ. 

On  peut  construire  autrement  ces  mêmes  pointsy',  /',.  On  peut 
écrire 


/=\/"(-'^)' 


On  obtient  —  ^:^  Oc  en  construisant  le  triangle  Obc  directenienl 
a 

semblable  à  Oah,   puis  menant  ad  égale  et  parallèle  à  Oc.  Alors 

Oy  sera  la  moyenne  proportionnelle  bissectrice  de  Oa  et  de  Ocl. 

Puisque  l'on  3^-=  z-  -f-  z'\,  on  en  conclut,  à  cause  dey,  = — /, 

^?  =  0K^=:  (/-  z]  [z  -/,)  =  M/.y;M. 

Donc  le  diamètre  conjugué  de  OM  est  la  moyenne  proportion- 
nelle bissectrice  entre  les  deux  rayons  vecteurs  My,  y,  M.  Il  est 
donc  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  un  de  ces  rayons 
vecteurs  et  le  prolongement  de  l'autre. 

611.  Etant  donnée  l'équation  d'une  courbe 

la  différentielle  dz  représentera  en  grandeur  et  en  direction  l'élé- 
ment d'arc  de  la  courbe,  et,  si  l'on  désigne  par  ds  la  longueur  de 
cet  élément  et  par  w  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  Ox,  on 
aura 

La  valeur  de  ds  est  la  moyenne  proportionnelle  entre  dz  et  son 
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conjugue  [605,  I], 

ds  =  \dz  .  dz . 

Langlc  w  est  délerminé  [604,  II]  par  la  formule 

\  dz 

En  difTérentiant  cette  expression,   on  obtient  raiiglo  de  contin- 
gence </a). 

Ainsi,  pour  la  spirale  d'Arcliimètle,  dz  ^ate",  et  l'on  a 

dzz=a[i  -h  it] e"dt,      dz  =  a[i  —  it]e-''dt, 

(ioù  Ton  lire 

ds^=a\ji  +  t-.  dt,      e'"  =  e''  1  / '—-  • 

Pour  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  [610,  (7)],  on  a 

dz  =  (  —  a  siii  /  -f-  bi  cos  t  )  dt, 


(1  ou  resu 


Ite 


ds  :=  \Ja-  sin- 1  'h  6-  coA- 1. di. 


612.  Clierclions  maintenant  l'équation  de  la  tangente.  Cette 
équation  étant  de  la  forme  Ç  =  ~  +  az,  le  coefficient  angulaire  a 
doit  être' égal  [608J  à  dz  multiplié  par  une  quantité  réelle,  que 

nous  pouvons  choisir  égale  à  -7-  •  En  posant  donc 

de-^' 
nous  aurons,  pour  l'équation  de  la  tangente  au  point  z, 

(9)  Ç  =  c+.'r. 

D'après  cela,  on  aura,  pour  l'équation  de  la  normale  en  z, 

(10)  -i  —  Z  +  iz'T, 

Cl  pour  l'équalion  d'une  oblique,  faisant  avec  la  tangente  l'angle  y, 

(11)  i;  =  z  +  e'iz'7. 
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(513.  Exemples.  —  I.  D'après  cela,  la  tangente  à  l'elUpse  aura 
pour  équation 

Ç  1=  acosf  +  Zisin^-l-  (  —  asin/  -1-  hcost]-:. 

On  voit  que  cette  droite  est  parallèle  au  diamètre  ON,  conjugué 
de  OM  [610,  (8)],  et  par  suite  bissectrice  de  l'angle  supplémen- 
taire des  rayons  vecteurs. 

^  étant  la  somme  des  deux  composantes  a[cost  —  Tsinf),  et 
h[s\nt~\--ccost),  parallèles  l'une  à  On,  l'autre  à  Ob,  cette  droite 
rencontrera  l'une  des  droites  Oa,  Ob,  lorsque  sa  composante  pa- 
rallèle à  l'autre  sera  nulle.  Ainsi  on  aura  le  point  de  rencontre  avec 

Ort  en  faisant 

sin^  +  rcost  =  o, 

d'où 

a 

T=;  —  tanffï,     et     Ç„=  • 

°  cos; 

On  trouverait  de  même,  pour  le  point  de  rencontre  avec  Oh, 

h 
sni^ 
On  conclut  de  là 

er-        ^  _ 

II.  La  parabole  étant  engendrée  par  la  composition  de  deux 
liiouvements,  l'un  dirigé  suivant  Oa  et  proportionnel  au  carré  du 
temps,  l'autre  dirigé  suivant  Oè  et  proportionnel  au  temps,  son 
équation  sera 

z  =  ««-  -4-  ht, 

a  Cl  b  étant  des  quantités  complexes  quelconques. 
L'équation  de  la  tangente  sera 

Ç  --=  aC-  -\-  ht  +  [lat  -+-  b)  r. 
Cette  tangente  rencontre  Oa  pour  t  =  —  l,  ce  qui  donne 

Ce  point  est  donc  symétrique,  par  rapport  à  l'origine,  de  l'extrémité 
de   la  composante  al-   parallèle  à    Oa.   Elle  rencontre  Ob  pour 

T  = /,  d  ou  Cb  =  -  bt. 

2  ^2 
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Par  le  point  M  menons  une  droite  jM/"qui  fasse  avec  la  langenle 
MT  le  même  angle  que  celle-ci  fait  avec  On.  En  introduisant  un 
facteur  réel  indéterminé  A',  on  aura 


-  M/:MT  =  MT:0«, 
d'où,  en  mettant  jiour  Mï  =  i^  —  s  sa  valeur  2rtt  -f-  b, 

M/=  -(2rti-i-  i)^ 

Donc  O/'^  OM  -i-  JM/"a  pour  valeur 


(i  -{-/{/■)  (a t- -h  b]  -t-  / 


a 


el  cette  valeur  sera   indépendante   de  t,    si   l'on  prend   /r= ■, 

4 
d  où 

valeur  qu'il  est  facile  de  construire.  11  existe  donc  un  point  fixe 
par  lequel  passent  toutes  les  droites  faisant  avec  la  tangente  un 
angle  égal  à  l'angle  de  celle-ci  avec  Oa.  C'est  le  foyer  de  la  para- 
bole. 

111.   L'équation    de    la    tangente    à    la    spirale    d'Archimède, 

r  =  (Ue" ,  sera 

Ç  =  s  -1-  ae''  [  I  -\-  it]  7. 

Pour  avoir  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur,  on  prendra 
la  (ormulc 


d'où  l'on  tire 


tangS^^  -'  (e'-«— i):(e- 


014.  Clierclions  actuellement  le  centre  de  courbure,  intersec- 
tion de  deux  normales  infiniment  voisines. 

Pour  passer  d'une  normale  à  la  suivante,  il  faut  changer  t  en 
t-hclt.  Au  point  d'intersection  des  deux  normales,  t  doit  être  le 
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même,  et  par  conséquent  d^  nul;  mais  t  aura  dû  varier  d'une  nor- 
male à  l'autre,  et  se  changer  en  t  -h  dv.  On  différentiera  donc 
l'équation  (lo)  de  la  normale  par  rapport  à  t  (dont  z  est  fonction) 
et  à  T,  en  laissant  ^constant,  et  l'on  aura  ainsi  l'équation 

(1-2)  o  =  z(^r+/^j-f-/3"T, 

équation   qui   se  partagera  en    deux  équations  réelles,   d'oii   l'on 

tirera  les  valeurs  de  t  et  de  —'  pour  le  point  d'intersection.  En 

mettant  pour  r  la  valeur  trouvée  dans  l'équation  (lo),  on  aura  le  '(^ 
du  centre  de  courbure  correspondant  au  point  z. 

La  longueur  du  rayon  de  courbure  sera  donnée  par  la  for- 
mule 

p  ~  \/['<;  —  z]  (^  —  I]  =  T y/z'z  . 

Si,  dans  l'équation  qui  donne  le  i^  du  centre  de  courbure,  on 
considère  t  comme  variable,  on  aura  l'équation  du  lieu  des  centres 
de  courbure,  ou  de  la  développée  de  la  courbe  proposée. 

Le  même  calcul  s'applique  à  la  reelierche  du  lieu  des  intersec- 
tions successives  des  obliques  représentées  par  l'équation  (i  i).  Ce 
lieu  porte  le  nom  de  dc'i^eloppée  imparfaite  de  la  courbe. 

613.   Exemples.  —  L  Si  l'on  considère  l'ellipse  rapportée  à  ses 

axes  principaux, 

z  =  acos^  H-  ihûn  t, 

l'équation  de  la  normale 

ï  rtr  «  cost     -  il)  sill  ?  4-  /t  (  —  a  sill  t  ~  il)  co&t  ) 

donne,  parla  différentiation, 

o  =  ( — asinf -I- ;V^  cos/j  I  i  -r- /  -     )    -  h  [n  cos  l  +  ib  un  t], 

d'où  l'on  tire,  en  séparant  le  réel  de  l'imaginaire, 
ab-  r::^  (i-  sin"- 1  -'—  b-  cos"  t. 

Mettant  cette   valeur   dans    l'équation   de    la   normale   et   faisant 
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^  =  'i  -+-  ir,,  il  vient 

d"où  IV'qiKilion  de  la  développée 

11.  La  cycloïde  ordinaire,  rapportée  à  son  point  de  rebrousse- 
ment  et  à  sa  base,  a  pour  équation,  le  rayon  du  cercle  générateur 
étant  =  I , 

Z  =  ^  -I-  /[l  £-■'']. 

L'équation  de  la  tangente  est  donc 

:  =  <-f-  (r-i-  i]  (i  —  c-"]. 

I  ->--  ^~''  t 

l'our  T  =  i —  =  cot  -1  on   a  ^  -—  t  --  21.  Donc    la    taneenle 

]  —  e-"  2  ^  " 

jtasse  par  l'extréniilé  supérieure  du  diamètre  \erlical  du  cercle  gé- 
nérateur. 

L'équation  de  la  normale  est 

?  =  ?-;-  i[i  -+-7){i  —  e-"). 

Elle  donne  (^  =  f  pour  t  =:  —  1  ;  donc  la  normale  passe  an  point  de 
contact  du  cercle  générateur.  Il  vient,  en  diflerenliant, 

,_(/_(-  -)  e"'  ^-  /(i  -  e-'-  )  '^  =  o, 

d'où  Ton  tire  t  r= — 2,  et  par  suite  le  rayon  de  courbure  est  double 
de  la  normale.  L'équation  de  la  dé\elopj)ée  est  donc 

'Ç  =  t  —  i[i  —  e— ■■'), 

ce  qui  représente  une  cycloïde  égale  à  la  proposée.  On  peut,  en 
effet,  écrire  celle  équation  sous  la  forme 


?  -H  -  —  /  +  TT  —  i;  -,-  /(i  — e-"'+"'' 


/' 


équation  de  la  proposée  dont  on  a  transporté  le  jioinl  de  rebrous- 
semenl  au  point  77 —  li. 

Si  l'on  clierche  de  même  la  développée  imparfaite,  c'est-à-dire 
le  lieu  des  intersections  successives  des  obliques  représentées  par 
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l'équation 

?  =  ;  +  ((■-+-  e'-'z)  (i  —<?-■■■;, 

on  trouve  -  =  —  2  siny,  et  par  suite  réqualion  du  lieu  est 

<;  =  «  +  (i  —  e'ïsiny)  (i  —  e'"). 

III.   Pour  la  spirale  logarithmique 

l'équation  de  la  normale  est 

Ç  =  c("+')'[n-/(«-h/)T], 
ce  qui  donne,  en  différenliant  et  divisant  par  ii  -!-  ('. 

d'où  l'on  tire  t  -=  i .  On  a  donc,  pour  l'équation  de  la  développée, 

i;  =  ineC+'l'^, 


ce  qui  donne  une  courbe  identique  à  la  proposée  que  l'on  aurait 

l'ait 

est 


l'ait  tourner  d'un  cerlain  angle.  La  longueur  du  rayon  de  courbure 


p=:^^'i-z)[l-z)-- 


l/l 


-t-  ii-.e" 


Pour  la    développée    imparfaite,    on    trouve  t^-siny,  ce    qui 

donne 

i;  =  [i  H-  ( «  -)-  i]e'-i  siii 7]  e( '•'+')', 

équation  qui  l'eprésenle  encoi-e  la  même  spirale,  à  la  position  près. 

616.  La  recherche  des  développées  est  un  cas  particulier  du 
problème  des  enveloppes,  et  la  solution  de  celui-ci  peut  être  com- 
prise, avec  le  problème  des  trajectoires,  orthogonales  ou  obli- 
quangles,  dans  une  même  formule  commune. 

Soit 

(,3)  z^.f{t,l) 

l'équation  d'une   courbe,    renfermanL  un   paramètre  arbitraire  }., 
que  nous  supposerons  réel,  comme  la  variable  t.  Si  l'on  considère  un 
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lieu  rcncontranl  loiitos  les  courbes  de  la  série  représentée  par  celte 
équation  pour  les  (lifTércntes  valeurs  de  ?..  les  divers  points  de  ce 
lieu  correspondront  à  des  valeurs  de  :  données  par  l'équation  (i3), 
où  l'on  fera  varier  simultanément  t  et  1.  Si  l'on  établit  entre  ces 
deux  quantités  une  certaine  relation,  on  déterminera  la  nature  du 
lieu  qui  traverse  les  courbes  (i3). 

Supposons  maintenant  que  la  trajectoire  cherchée  doive  couper 
les  lignes  (i3)  sous  un  angle  constant  0.  On  exprimera  cette  con- 
dition en  écrivant  que  l'angle  des  tangentes  à  la  ligne  (i3),  obte- 
nues l'une  en  supposant  A  constant,  l'autre  en  supposant  1  variable, 
est  égal  à  l'anirle  donné  6. 

En  différentiant  l'équation  (i3)  dans  les  deux  hypotiièses,  on 
trouve  respectivement,  pour  les  coefficients  angulaires  des  deux 


tangentes. 

dt  ^ 

ùf 
-ôt' 

il:  _  Ùf        ùf  di. 
.  dt  ~  dt        d\  dt 

,  .      ùf     ,  ùf 

ou,  en  supposant,  pour  alireger,  —  =  "  ,    -p  ^—  z,, 

dz        ,      dz        ,  dl 

—  =  z  .      --  =  z-f-z---. 
Ùt  dt  '  dt 

On  aura  donc,   pour  déterminer  l'angle  de  ces  deux  tangentes 
[605,  III],  la  formule 

'  'It  -' 


_  dl 
'^•Jt 


f.4)  (-^'V--,)| 


un 


Si  6  -=  -•  alors  m  =^  —  i,  et  l'on  a,  pour  l'équation  des  trajec- 


toires orthogonales, 


(h 


(.5)  (3'3,+  i.,)^+2^'i'^0. 


(ilT.    l/é(pialion  (i4)  sert  aussi  à  la  détermination  des  courbes 
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enveloppes.  En  y  faisant  O^^o,  d'où  111=^.  i,  le  second  terme  de 

l'équation  disparaît,  et,  en  supprimant  le  facteur— -1  qui,  égalé  à 

zéro,  donnerait  une  quelconque  des  enveloppées,  on  a,  pour  dé- 
lerniiner  l'enveloppe,  l'équation 

(16)  ='3,-i';,  =  o. 

Tirant  de  là  la  valeur  de  1,  et  la  reportant  dans  l'équation  (i3), 
on  aura  l'équation  de  l'enveloppe. 

Exemple.  —  Soit  proposé  de  trouver  l'enveloppe  des  cercles 
qui  ont  pour  diamètres  les  cordes  d'une  ellipse  [615] 

2  =;  «cos).  -1-  ib  sin  \ 

parallèles  à  l'axe  ib.  L'équation  générale  de  ces  cercles  est 

2  =  «  cos). -t- i  sin/.e''. 

On  trouve,  en  différentiant, 

z' ^  ib  siuA.r'',      z^'=  —  a  sin/  -I-  b  cosÀ.e''; 

l'équation  (i(i)  donne  alors 

—  asm'K.e''  -\-  h  cos).  =  -I-  «  sin),.c~''  —  b  cos>, 

d'où 

b  cot^  r=  a  cos/, 

et,  par  suite,  on  a,  pour  l'équation  de  l'enveloppe,  celle  d'une 
ellipse 

-  \/«- -(-  6- .  CCS ^  bûnt 


z  =^  ifjci-  -H  b'-.  +  ib . 


\Ja^  cos"^  t+b'^  sjd''  cos^  l  -h  b^ 

Cl  8.   ClierchoJis  encore  les  trajectoires  obliquangles  d'une  cy- 
cloïdc  mobile  le  long  de  sa  base,  et  représentée  par  l'équation 

3  =  ),-(-;  +  i[i  —  e-"). 
On  a  ici 

z'=r.i-  r~",      ;,  :=  I  . 
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L'équation  (i4)  devient  alors 

o  =  [sinô  -(-  sin(? —  ^]]-r  +  2  sin5(i  —  cosi), 

<|uc  l'on  peut  écrire  .sous  la  forme 
fil  sin9  —  sin(C  -h  t] 


dt  sin6  —  sin(  6  —  t] 

cos  1  0  + 


cos  [0 


I  -:-  cos  2  5  —  sin  2  9  tang  (  0 


ce  qui  donne,  en  intégrant, 

).  ^  C  —  (i  —  COS2O)  t  -h  2  sin 2  5  Ingcos  (  6 j  • 

Pour  G^  "5  /  =  C  —  it,  et  l'on  a,  pour  l'équation  des  trajec- 
toires orthogonales  de  la  cycloïde  mobile,  C  étant  une  constante 

réelle, 

z  .—  C  —  ^  +  /  (  I  —  e->'  )  ; 

ces  trajectoires  sont  des  cycloïdes  égales  aux  proposées. 

619.  Trouver  la  trajectoire  obliquangle  de  toutes  les  ellipses 
de  mêmes  foyers  f,  J\ . 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  [610  et  613],  un  segment  MT, 
pris  sur  la  tangente  au  point  M,  est  égal,  à  un  facteur  réel  près,  à 
la  moyenne  proportionnelle  bissectrice  entre  les  deux  rayons  vec- 
teurs y".  M,  IM/",  de  sorte  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente est  de  la  forme 

\/7.M.M/. 

Celui  de  la  tangente  à  la  trajectoire  sera  donc 


ae'T  vVi  M .  iViy  =  v.e't  V^(OM  —  O/,  J  [Of  —  OM  ] , 

ce  qui  donne  enfin 

^  =1  «e'T  >Jj-—  zK 
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En  intégrant  celte  équation,  il  vient,  pour  l'équalion  des  trajec- 
toires obliquangles  de  l'eUipse, 

z—fcns[c'y'  -h  C), 

en  écrivant,  pour  plus  de  simplicité,  t  au  lieu  de  al. 
Pour  y=  -1  l'équation  devient 

z=fcosC.Chl—  if  sinC.Sht, 

équation  d'une  hyperbole. 

620.   Appliquons  les  calculs  précédents  aux  trajectoires  et  aux 
enveloppes  des  normales  et  des  obliques  d'une  courbe  donnée. 
Considérons  l'équation  d'une  oblique 

•  dz 

Pour  appliquer  à  cette  ligne  la  formule  (i4)>  il  ^^^^^  changer  dans 

celle-ci  z,  t,  1  en  ^,  r,  t  respectivement.  On  remplacera  alors  z' 

dt         ,-r/z  di        dz  .d'-z  .,,         .        ,    ,^ 

par  -  =  e'.  -,  et  z,  par  -  =  -  +  e'.  —  t,  et  1  équation  (i4) 

devient,  par  ces  substitutions,  en  écrivant  z' ,  z"  au  lieu  de  ~:  -r^t 
'  dt     dt- 

(17)     0=  \[e'-!m  -  e''-()z'z'  -\-  [mz'l"  —■z'z")  j  -f  [m-  i)z'-z'\. 


(18)  0  =  sin6rfT-Hsin(S  -h  y]  de  -h  —  [e'"'^, e-'»  -^ 

du 

En  posant,  comme  au  n°  611,  dz  =e'"  ds,  et  de  plus  /=  ~)  on  a 

— P  =:  d  logz  ^  c?  (  (  w  +  logi'  )  =  idu  H j-  • 

z  s 

L'équation  (18)  devient  alors,  sous  forme  réelle, 

(19)  0  =  sinOf/r  +  sm(8  -T-  7)  f/^-f-  T  IcosO^M  4-sin9  -p  ]• 
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En  faisant  clans  ces   formules  7  =  ->  on  a,   sous  ses  diverses 

'         2 

formes,  l'équation  des  trajectoires  obliquanglcs  des  normales. 

Si  l'on  suppose  6=  o,  on  a  l'équation  de  l'enveloppe  des  obli- 
ques, d'où  l'on  tire 


2?  siny.  3  z 


.       dt 
siii-/   -   , 
aw 


de  sorte  que  l'équation  de  la  développée  imparfaite  sera 
ou,  sous  une  forme  plus  simple, 

riz 
[il]  Ç=  z  —  /  sniy  --. 

En  supposant  y  =:   'i  on  a  les  formules  analogues  pour  la  dé- 
veloppée ordinaire, 

On  en  tire  facilement  les  formules  du  n°  555. 

621.   Si  l'on   suppose  à  la  fois  6='-,  yz^zz-,  l'équation  (i8] 

devient 

th       I  i,E'       dz 
o  = 

z' 


qui   donne,    en    intégrant, 


C  dt 
=  <-■  -r' 

V/z'5'  tl^ 


et,  par  suite,  l'équation  générale  des  trajectoires  orthogonales  des 
normales  sera 

as 

ou  encore 

Ç  =  z-l-C/e"'. 

On  voit  par  là  que  le  module  de  ^  —  z  est  constant,  et  que,  par 
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suite,  tous  les  points  d'une  même  trajectoire  sont  équidistants  de 
la  courbe  donnée.  En  parlant  de  cette  propriété,  on  aurait  pu  poser 
immédiatement  l'équalion  précédente. 

Si,  au  lieu  de  compter  les  distances  constantes  sur  les  normales, 
on  les  compte  sur  les  obliques  d'inclinaison  y  par  rapport  à  la  tan- 
gente, il  suffira  de  remplacer,  dans  l'équation  précédente,  le  coef- 
ficient de  perpendicularité  i  par  e'^,  et  l'on  aura,  pour  l'équation 
de  la  trajectoire  qui  coupe  les  obliques  à  une  distance  constante 
de  leur  origine  sur  la  courbe, 

022.  Chercbons  enfin  la  trajectoire  des  obliques  à  la  courbe, 
dont  la  tangente  en  chaque  point  est  parallèle  à  la  tangente  au 
point  de  la  courbe  situé  sur  la  même  oblique.  La  trajectoire  cher- 
chée étant  représentée  par 

où  z  est  une  fonction  inconnue  de  t,  il  faut  que,  pour  la  même 
valeur  de  /,  les  tangentes  à  la  trajectoire  et  à  la  courbe  soient  pa- 
rallèles, ce  qui  conduit  à  la  condition 

-  =  -, 

ou ,  en  mettant  pour  ^'  sa  valeur 

-  '/^\  „ 

T-e'ï  —  I  -1-  e'tz"z, 


dt 

et  réduisant, 

.       d-         I    /  .   d-J  .  <.li'\ 

suiy 1 .\e''^  —, e~'^  ^^  ^  G. 


0.1 


En  posant  dz  ^^  e"'  ds,  cette  équation  devient 


smy  I 1 j  -1-  cosyato  :^  o. 


d'où,  en  intégrant, 

ds 
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et,  par  suite,  l'équation  de  la  trajectoire  demandée  sera 


dz 

ds 


On  voit  que  les  portions  d'obliques  comprises  entre  les  deux 
courbes  sont  égales  et  parallèles  aux  rayons  vecteurs  d'une  spirale 
logarilliniique. 
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CHAPITRE   II. 

APPLICATIONS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  A  LA  GÉOMÉTRIE 
A  TROIS  DIMENSIONS. 


§   I- 

TANGENTE,  PLAN  NORMAL,  PLAN  OSCULATEUR,  NORMALE  PRINCIPALE,  ETC. 
AUX  COURBES  NON  PLANES. 

623.  Une  équation  entre  les  trois  coordonnées  d'un  point  dé- 
termine une  surface.  Il  en  est  de  même  lorsque  ces  trois  coordon- 
nées font  partie  d'un  système  de  n  variables,  liées  entre  elles  par 
Il  —  2  équations. 

Deux  équations  entre  les  trois  coordonnées  d'un  point  détermi- 
nent une  ligne.  Il  en  est  de  môme  lorsque  ces  trois  coordonnées 
font  partie  d'un  système  de  n  variables,  liées  entre  elles  par 
n  —  I  équations. 

621.  Soient  X,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  M 
d'une  ligne.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  symétrie  dans  les 
calculs,  que  les  trois  variables  x,j,  z  sont  des  fonctions  données 
d'une  variable  indépendante  t,  qui  peut  se  confondre  avec  l'une 
quelconque  des  trois  variables  x,  y,  z. 

Les  équations  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  point 
M.[x, y,  z)  sont  de  la  forme 

?  —  ./■       r,  —  y       :  —  I 

-  5 


A  II  C 

et  la  distance  de  cette  droite  à  un  point  M'(a.- -f- /;,  j  -f- j,  =-|-A), 
pris   sur  la  courbe  à  une  distance   infiniment  petite  du  point  1\I, 

H.  —  Cour:;  de  Cale,  infiiic.,  II.  O 
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aura  pour  carré 

,^_    fn/  —_Ci]^    C.li  —  .V/.',--i-  'A/—  B/i]- 

o    •  ■  I       '^''       1       'ly       ,       ilz  ,        , ,  .    ,        , 

Soient  maintenanl  x  =  -— >   i    =  —>   z  =  —  les  dérivées  des 

lit     •  (h  dt 

coordonnées  par  rapport  à  la  variable  indépendante  l.  On  aura 

h^^[x'  +  z^)dt,      i—[y'-{-u]dt,      k  =  [z'  -^  ;^]dt, 

£,,  So,  £j  étant   infiniment  petits  en  même  temps  que  dt  et  que  /i, 
i,  Â.  Si  l'on  détermine  A,  B,  C  de  manière  que  l'on  ait 

ABC 
on  aura  alors 


)'        -' 


et  de  même  pour  les  deux  autres  expressions  analogues.  Donc 


A^+B^-t-C^ 

[yc:^—z'l,Y--i-  [z'Si  —  .r.'z,y--{-   [.c's,  —  j't,]- 

la  ,a  la  (IC      . 


quantité  infiniment  petite  du  quatrième  ordre.  Donc,  pour  la  di- 
rection correspondante  à  des  ^alcurs  de  A,  B,  C  projiovtionnelles 
à  a' ,j  ' ,  z',  la  distance  i  est  infiniment  petite  du  second  ordre. 

Réciproquement,  pour  que  S-  soit  infiniment  petit  d'ordre  su- 
périeur au  second,  il  faut  qu(^  les  rapports  -j  t;)   ;;  diffèrent  entre 

A     xi      tj 

eux  infiniment  peu,  et  qu'il  en  soit,  par  suite,  de  même  des  rap- 

-».'     ]      a  y*  ^X^   c  z'     i       - 

ports  ■ )  " — ^— '  — T. — ''  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on 

A  li  Cj 

donne  aux  constantes  A,  B,  C  des  valeurs  proportionnelles  aux 
quantités  x',j',  z'. 

11  existe  donc  une  droite  passant  par  le  point  M,  et  une  seule, 
telle  que  sa  distance  à  un  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du 
point  M  est  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 
Cette  droite,  qui  a  pour  équations 

H  —  .c         v;  —  r         'i—  z 

«)  — —  =  — r-  —  — —■> 

^  '  X  y  z 

s'appelle  la  tangente,  à  la  courbe  au  point  lS\[x,j,  z). 
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625.  Les  rapports  des  quantités  x' ,  y',  z'  étant  les  limites  des 
rapports  des  différentielles  dx,  dy,  dz,  il  s'ensuit  de  là  que  la 
droite  (i)  est  la  limite  de  la  sécante 


'^'  dx     '~'      dy     "     dz     ' 

qui  passe  par  le  point  [x,  t,  -)  et  par  le  point  de  la  courbe  infi- 
niment voisin  (.r  -1-  dx,  y  -+-  dy,  z  -h  dz).  Ainsi  la  tangente  en  un 
point  d'une  courbe  est  la  limite  d'une  sécante  passant  par  ce  point 
et  par  un  autre  point  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  premier. 

Gomme  d'habitude,  nous  emploierons  aussi  les  équations  (2) 
pour  représenter  la  tangente,  en  les  considérant  comme  des  équa- 
tions imparfaites,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  y  réduisant  les 
différentielles  r/x,  dy,  dz  à  leurs  parties  principales. 

626.  Si  l'on  désigne  par  3:,  (î,  y  les  angles  que  fait  la  tangente 
avec  les  axes  coordonnés,  et  par  ds  ^^  \^dx--\-  dj--h  dz-  la  corde 
infiniment  petite  qui  joint  le  point  M[x,  j,  z)  au  point  infiniment 
voisin  M'(.r  -t-  dx,j  -r-  dy,  z  -+-  dz),  on  aura  toujours,  avec  la  même 
approximation  indéfinie. 


cosa 
de 

cosj3 

dr 

cos  y 
dz 

^^i' 

-%' 

cosS  = 

dY 

-  ds' 

cosy  = 

_^dz 

~  ds 

les  signes  -)-  ou  —  devant  se  correspondre.  En  prenant  les  signes 
supérieurs,  on  aura  celle  des  deux  directions  de  la  tangente  qui 
indique  dans  quel  sens  le  point  ^I  marche  sur  la  courbe  pour  t 
croissant. 

627.   Si  les  équations  de  la  courbe  sont  données  sous  la  forme 

(3)  Y[x,Y,z]  =  o,     fU,j-,z)  =  o, 

les  parties  principales  des  différentielles  satisfont  aux  équations 

(4)  F'{.v]d.r  +  F'[r)dY  -hF'{z)dz=z  o,     f  .r]d.L-\-f[y]dr-\-f'{z]dz  —  o. 

Dans  ces  équations,  homogènes  par  rapport  à  dx,  dy ,  dz,  on  peut 
substituer  à  ces  dernières  quantités  les  binômes  qui  leur  sont  pro- 

S. 


d.r         dy        dz 
X  ~  Y  ~  Y 

ç  - 

-  X         r,  —  1           'C. 
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portionnels  on  vcrlii  des  équations  (2),  et  l'on  a,  pour  les  équa- 
tions de  la  tangente  sous  forme  finie, 

(    r{.r][l -œ]  +  V'(y][r.- y)  -^V 'M -z)  =  o, 
^     >  \/'[.r.)[',-.r]+f'(y][,-y]+f'[z){^-z)  =  o. 

Si  l'on  pose,  jiour  abréger, 

(6)  ^=j^^   ^=T^r   ^^'V^^l' 

d{r,zi  d[z,.v)  à,r,y] 

les  équations  (4)  et  (5)  pourront  s'écrire  sous  la  forme 

(7) 

'^^  X  Y      -        Z 

G28.  On  appelle  plan  nornuil  à  une  courbe  en  un  poinl  donné 
un  plan  mené  en  ce  poinl  perpendiculairement  à  la  tangente  à  la 
courbe. 

D'après  les  équations  (3)  de  la  tangente,  l'équation  du  plan 
normal  sera 

(9)  [t  —  .r]d.r-\-  i^_  vif/r-t-(?-  z]dz  =  o, 

ou,  en  mettant  pour  dx,  dj  ,  dz  les  quantités  qui  leur  sont  pro- 
portionnelles en  vertu  des  équations  (7), 

(10)  X(5-.'-)  +Y(-fl— .r)-t-Z(?  — 3I-Z--0. 

L'équation  (9)  n'est  autre  chose  que  celle  qui  exprime  que  le 
plan  normal  est  la  limite  du  lieu  des  points  équidistants  du  poinl 
ix,  Y,  z)  et  d'un  autre  poinl  de  la  courbe  infiniment  voisin.  On  a, 
en  effet,  pour  un  point  de  ce  lieu, 

[i;  -  ■'^  -  d.ry-^[r.  -y-  dy;-+{^  -  z  -  dzY] 

-  [( Ç  -  .Vf  ^[■,-yy-  +  (-Ç  -  zV]  =  o, 
c'csl-à-dirc 

d^..,.._[[l~.Y  +  [r.~yY^{:Ç-zY]  =  0, 

ce  qui  donne  l'équation  (9),  lorsqu'on  néglige  les  infiniment  petits 
du  second  ordre.  Donc  le  plan  normal  est  la  limite  d'un  plan  |)er- 
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pendiculaire  sur  le  milieu  d'une  corde  infiniment  petite,  menée  par 
le  point  donné  de  la  conrbe. 

On  aurait  pu  partir  de  cette  propriété  du  plan  normal,  prise 
comme  définition,  et  en  déduire  les  équations  de  la  tangente,  qui 
lui  est  perpendiculaire. 

629.  Tout  plan  passant  par  la  tangente  est  dit  un  jilan  tangent 
à  la  courbe.  Les  équations  (5)  représentent  deux  plans  tangents  à 
la  courbe.  L'équation  générale  d'un  plan  tangent  sera  celle  d'un 
plan  passant  par  l'intersection  des  plans  (5),  savoir 

+  [),F(.)+,a/'{3)](?-3)  =  0, 

-  étant  une  indéterminée  quelconque. 

On  peut  encore  obtenir  directement  l'équation  d'un  plan  tangent. 
L'équation  d'un  plan  quelconque  passant  par  le  point  {x,Y,  z)  est 

(le  la  forme 

/  (  ?  —  x)  +  m  (t,  —  7)  +  «  (  ?  —  .;)  =  G. 

La  distance  du  point  {x-h/i.j  -hi,  ;  +  A)  de  la  courbe  à  ce  plan  sera 

Ih  -h  mi  -\-  nh 


\/l-  -h  m-  -H  n- 
et  l'on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 

l{.r'+z,]-h  ol[r'-^-z,)-+- 


-(lt. 


Elle  sera  infiniment  petite  du  second  ordre  si  l'on  assujettit  les 
constantes  /,  ni,  n  à  la  condition 


ou(7j 
ou  enfin 


/,/■'  -T-  m^^'  -1-  /iz'  :-—  o, 
/X  H-  inY  -+-  «Z  =  o, 


l  m  n         \ 

F'{.i-)     F'(.r)     F'(:)      =o. 
fV)    f'ix)    /'(^1  ! 
On  peut  écrire,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 
1 3  )  /  dx  -1-  m  tly  -H  n  <lz  -=  o, 


ii8 
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équation  qui  cspriiiu'  (jiic  le  plan  langent  est  la  limite  d'un  plan 
passant  par  deux  points  de  la  eourbe  infiniment  voisins. 

Une  perpendiculaire  à  un  plan  tangent  au  point  de  contact  est 
une  jioniia/f  à  la  courbe.  Donc,  /,  m,  n  étant  trois  quantités  satis- 
faisant à  la  condition  (ii),  (12)  ou  (i3),  les  équations  générales 
des  normales,  toutes  situées  dans  le  plan  normal,  seront 


(»4] 


■r,  —  r 
m 


630.  Considérons  une  droite  mobile  d'une  manière  continue, 
et  prenons  deux  positions  consécutives  de  cette  droite,  représen- 
tées par  les  équations 

—  (•        .r  —  a  —  A«         y —  b  —  Ai         :  —  c — Ac 
C 


.y--J> 
B 


A  -t-  AA 


B  + AB 


Si  l'on  désigne  par  T  le  déterminant 

A  B  C  ABC 

A  +  AA     B^-AB     C+AC       -      AA     AB     AC 
A«  Aè  Ac  A«      A/i      Ac 

la  distance  de  ces  deux  positions  aura  pour  valeur 


C-t-  AC 


A,  AB,   Ac  1, 


V[T'(A«)P+[T'(A6]]^-t-[T'^Acf/ 


Supposons  maintenant  que  A,  B,  C,  a,  b,  c  soient  des  fonctions 
d'une  variable  indépendante  t\  on  aura  [338] 


AA  =  ^A  H h  . 

I  .  2 


A«: 


:  cld  -1 r  . 

1  .2 


et  de  même  pour  les  autres;  donc 

T  =  !  A,  f;B^-  -f/-B+.  .  .,  ilc+-cr-c  +  . 

I  2  2 

=  lA,  f/B,  dc\-~  -lA,  (/-B,  <lc\ 
I  2 

H —  I  A,  <^/B,  d-c  1  H-  (les  termes  du  (luatriènie  ordre, 
2  ' 

T'(A«)  --  I  B,  AC  I  :=  I  B,  dC,  I  -i-  des  tenues  du  second  ordre, 

etc. 
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Si  l'on  désigne  par 

T,=  |A,  ,/B,  ./<-| 

le  premier  terme    du  développement   de  T,    on   aura,   le   terme 
I  ciA,  dB,  de  I  s'annulant  identiquement, 

dTo  —  \  A,  'r-R,  de  I  +  I  A,  ./B,  d"- c  \. 

Done  la  valeur  de  T  peut  s'écrire,  aux  termes  près  du  quatrième 
ordre, 

ï  =  T„  +  -  ./To, 

d'où,  £„  désignant  un  infiniment  petit  d'ordre  n, 


V  I  B,  dC  |-  -1-  I  C,  dX  1'^  -H  I  A,  ,/i3  /  +  S3 

Le  dénominateur  de  cette  expression  ne  s'annule  pas  en  général, 
à  moins  que  l'on  n'ait,  pour  toute  valeur  de  t, 

dX  _  (/B  _  dC 

d'où  l'on  conclurait,  en  intégrant  et  désignant  par  Ao,  Bo,  Co  des 

constantes, 

ABC 

Ao         B„         Co 

A,  B,  C  varieraient  donc  proportionnellement,  et  la  droite  se 
mouvrait  parallèlement  à  elle-même.  Si  nous  excluons  ce  cas,  le 
dénominateur  de  J  aura  une  valeur  infiniment  petite  du  premier 
ordre  et  difi'érente  de  zéro. 

Tant  que  Tq  n'est  pas  nul,  cette  quantité  étant  du  second  ordre, 
la  distance  ô"  sera  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

Si  To  est  nul  pour  une  valeur  particulière  de  to»  <^To  n'étant 
pas  nul  en  général,  5  sera,  pour  cette  valeur,  infiniment  petit  du 
second  ordre. 

Si  To  est  nul,  quel  que  soit  t,  dTo  sera  nul  aussi,  et  par  suite  à 
sera  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 

Donc,  si  la  plus  courte  distance  de  deux  positions  consécutives 
d'une  droite  mobile  est  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur  au 
premier,  elle  sera,  en  général,  du  troisième  ordre. 
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0)1  a,  clans  ce  cas, 

T  =  -^  I  A.  r/'B,  ,/r\-h  y\A,  (PB,  (/■'(■  1  4-  ;^  !  A,  (in,  (/'(■  ]  +  £-. 
O  4  b 

Kn  rclranclianl  de  celte  expression  la  quantité  nulle 

^.,/'T„=  ^U/A,  (PB,(/c\  -f-  -^lA,  (/'lî,  (/6'!  +  ilA,^/-C,  (/-,- 


il  reste 


^■g|A,  </!!,  ./'<•!, 


T  =  —  pldS,  f/-B,  r/rl-   —  lA,  d-h,  d'-c\ 

fa  '  '  12  '  ' 


d'où,  aux  quantités  près  du  quatrième  ordre, 

I     7.\(/A,  (PB,  de  \ -h  \  A,  (PB.  d^, 


'2  v|Bi  'IC^^-^-  ;  C,  rfA  1^ -t- |  A,  (/Bf 

631.   Supposons  que   la  droite  mobile  soit  la   tangente  à  une 
courbe  donnée.  On  aura  alors 

«=;.?■,       ^=1,      r:^z,       A  =:  ' ',       B^->',      C  =  c', 

<l'oîi  l'on  lire  identiquement 

3:        J 


.'f  -," 


■''  y 

Donc  la  distance  des  tangentes  en  deux  points  infiniment  voisins 
d'une  même  courbe  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre. 

En  poussant  plus  loin  le  dé\cloppcmcnt,  par  la  méthode  du  nu- 
méro ])récédent,  on  lrou\erait,  ])our  l'exjjression  de  cette  distance, 
en  posant 


■'"  y 


'I  négligeant  les  infiniment  petits  du  (|ualrième  ordre, 


"\/myM<é' 
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632.   La  distance  du  ]w\nl  M' [x -{- (h- ,  y -^  ^h^  ~ 
plan  mené  par  le  point  JM(.<-,  j,  "), 

(i5)  /;r_^.)^^;.,__,,;  +  „Cj_;)  =  o 
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+  dz)  à   1111 


a  pour  valeur [629] 


li/.i-  -~-  md\  -+-  ntlz 


^¥. 


Si  l'on  remplace  dx,  dy,  dz  par  leurs  valeurs 


,l.v 


x'dt  ■ 


~x",ie- 


etc. 


celle  expression  de  la  distance  devient 

(/./:'  -h  m  y'  +  iiz     dl  -+■    Ix"  -+-  inj' 


dr- 


'/-  H-  /re-  +  /z' 


Elle  sera  infiniment  petite  du  second  ordre  si  les  coefficients  /,  m. 
Il  salisfonl  à  la  condition 

(i6)  /.(' 4- )»r '  +  «;.' ^=  o, 

c'est-à-dire  [629]  si  le  plan  (i5)  est  un  plan  tangent  à  la  courbe. 
Elle  sera  infiniment  petite  du  troisième  ordre  si  /,  ni,  n  satisfont, 
de  plus,  à  la  condition 


(!•;)  l.r"  +  iiiy"  +  iiz"  ^=o. 

De  ces  deux  conditions  (i6)  et  (17)  on  conclut 

(18) 


I  '.  m  :  Il 


y 

y" 


et  l'on   peut  supposer  ces  coefficients  respectivemenl  égaux  au\ 
quantités  qui  leur  sont  proportionnelles. 

Le  plan  ainsi  déterminé,  et  qui  approche,  infiniment  plus  ipic 
tout  autre  plan,  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  M(x,j}^,  z), 
s'appelle  le  plan  oscidaleur  à  la  courbe  en  ce  point.  En  poussant 
plus  loin  le  calcul  et  adoptant  les  notations  du  numéro  précédent, 
on  trouverait,  pour  la  distance  du  point  M'(.r  -f-  dx,y  -I-  dy ,  z-\-dz) 
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au  plan  osculalniir  en  M[x,j,  z), 

/It'  /./■'"-(-  nifA-  nzT^ JAt/t^ 

"6"      ^r-  -t-  m^  +  n'      "       //dA\'       ,'  dA  \  -       MaT" 

aux  infiniment  petits  près  du  quatrième  ordre.  Celle  distance  esl 
donc  double  de  la  dislance  des  deux  tangentes  en  M  cl  en  M'. 

G33.  Les  équations  (i6)  cl  (17),  qui  déterminent  /,  m,  11,  peu- 
vent encore  s'écrire,  en  ne  tenant  pas  comple  des  infiniment  petits 
négligeables, 

(  iq)         l  d.r  -+-  m  dy  -\-  n  dz  ;=  o,      /  <-/-.r  -ï-  ni  à"- y  -H  n  d-  3  =  0, 


d'où  l'on  tire 


df       dz 
d'-y      d': 


dz         d.r      I      j    d.r         dy 
d'z      d\r    ;  ■  I    d-.v      d'-y 


ce  qui  équivaut,  à  la  limite,  aux  proportions  (18). 

Ces  conditions  (19)  expriment  que  le  plan  osculaleur  est  la  li- 
mite du  plan  passant  par  trois  points  de  la  courbe  infiniment 
voisins. 

634.  La  condition  pour  que  le  plan  tangent  (i5)  soit  parallèle 
à  la  tangente  en  M'(.f  -t-  dx,  7  4-  d}  ,  z  -f-  clz),  combinée  avec  la 
condition  (iti),  donne 

/  d.r'  -+-  m  d)  '  -I-  «  (/;'  ::=  G, 

ce  qui  coïncide,  à  la  limite,  avec  la  condition  (17 j;  donc  le  plan 
osculateur  est  la  limite  d'un  plan  langent,  parallèle  à  la  tangente 
au  point  infiniment  voisin. 

Soit  TT'  (fig.  59)  la  distance  des  deux  tangentes  MT,  M'T'; 


F 

'S- 

âi) 

"^^ 

t 

elle  sera  égale  à  la  distance  de  la  tangente  T'M'  au  plan  auquel  elle 
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est  parallèle,  mené  par  MT  el  par  la  parallèle  T/tt  à  T'M'.  Le  plan 
MTrn  faisant  un  angle  infinimenL  petit  avec  le  plan  osculateur  MTP, 
on  peut  considérer  la  parallèle  M' m  à  TT'  comme  coïncidant  en 
direction  avec  la  perpendiculaire  M'P  abaissée  sur  le  plan  oscu- 
lateur; de  plus,  d'après  ce  qu'on  a  vu  [632], 

W m  =  -  M' P  z=z  ntP ; 
■?. 

donc  la  distance  ml'  est  du  troisième  ordre.  Or  la  perpendicu- 
laire PQ,  abaissée  du  point  P  sur  la  tangente  MT,  a  pour  expres- 
sion 

TPx:inglcQTP=  -rAv/r, 

aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre;  donc  l'angle  du 
plan  MT  ni  avec  le  plan  oscillateur,  e'esl-à-dire  l'angle  i?iQ]*,  a 

pour  expression 

mP  _    afî 

PQ  ~"  7/77k  ' 

(î  étant  [631  ]  la  distance  Tï';  cet  angle  est  donc  du  premier  ordre. 

11  en  serait  de  même  si,  au  lieu  de  prendre  jiour  tu  le  milieu  de 
M'P,  on  menait  un  plan  par  MT  et  par  un  point  quelconque  de  la 
distance  M'P,  ce  qui  ne  peut  faire  varier  qu'infiniment  peu  la  di- 
rection de  ce  plan.  On  peut  donc,  en  négligeant  les  distances  infi- 
niment petites  du  troisième  ordre,  dire  que  le  plan  osculateur  est 
le  plan  de  deux  tangentes  infiniment  voisines. 

L'angle  du  plan  osculateur  avec  la  tangente  en  M'  est 

mP       7.S 

'""=-TP=.7r- 

Cet  angle  est  donc  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Nous  avons  assimilé,  en  donnant  les  valeurs  de  PQ  cl  de  TP,  la 
courbe  à  une  courbe  plane.  Nous  verrons  plus  tard  que  cette  assi- 
milation est  permise  dans  les  limites  actuelles. 

635.  La  normale  menée  à  la  courbe  dans  le  plan  osculateur  étanl 
représentée  par  les  deux  équations 

t  —  .(■       T,  —  r        'C  —  z 
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les  cocrficicnls  ï,  p,  v  devront  satisfaire  aux  deux  conditions 

(21)  ')  /  +  '/"i  -h  J"  =;  O,       ''■•'  +  a)'  -)-  vc'^  0, 


l'où  l'on  tire,  à  cause  de 


f/t- 


,Isd'-s 


\\>-:j—- 


II     I 


l       m 


I  1  'i-"_i_  -'-"'1  • 


=  [x"i.r'^  -H  y"-  +  3'2  )  —  x'(x'.r"-)-  .>•>"  +  z'z"  ]  :  .  .  . 
=  [d^.rrls-  —  d.v.ihd's)  '.  .  .  . 


=z  fl  .  il      -    .  <l  —  • 

r/.v  ils  ds 


Uonc  les  équations  de  cette  normale,  que  l'on  nomme  la  normale 
principale,  jieuvcnt  s'écrire  sous  la  forme 


122) 


ds  ds 


d'^ 

ds 


Les  équations  (ai)  expriment  que  la  normale  principale  est  à  la 
fois  perpendiculaire  à  la  tangente  et  à  Vaxe  du  plan  osculateur, 
lequel  a  pour  équations 


r,  —  Y 


()30.   Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


dr  ,  dv 

ds  ds 


I    d.r         d,         ,/: 
ra  =      dti         dli         dr 
d-(i      d-  h      d'-i 


dz 
—  ? 
e/s 


on  aura,  pour  la  distance   infiniment  petite  du  premier  ordre  de 
deux  normales  principales  consécutives, 


V[î3'(f/.fjj--i-  [m'(dv)]--h  [a'[dz]\' 
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§  II. 

PLANS    TANGENTS    ET    NOUMALES    AUX     SURFACES     COURBES.     LIGNES 

DE    NIVEAU     ET    DE    PLUS    GRANDE    PENTE. 

637.   Soit  une  surface  représentée  par  réquation 

(l)  /[x,y,z)—o. 

Cette  équation  déterminera  une  dos  variables,  :  par  exemple,  en 
fonction  des  deux  autres  x,  y,  considérées  comme  variables  indé- 
pendantes. Désignons,  pour  abréger,  par 

dz  dz 

les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  j:  et  à  y. 

Par  le  point  M(j:-,  r,  z)  de  la  surface,  menons  un  plan 

[l)  A(?-.r)  +  B(»;-j)H-C(;-3)  =  0. 

La  distance  de  ce  plan  à  un  point  de  la  surface 

M'(.<,--|- /,,.)+/,  z^/,-], 

infiniment  voisin  de  M,  sera 

A/iH-B(+C< 


y/A-  -t-  B-  -+-  C- 
Or  on  a  [227J 

k  —  [p-\-  z]li  -f-  [q  +  i]i, 

e  et  e'  étant  infiniment  petits  en  même  temps  que  h  et  /,  si,  comme 
on  le  suppose,  z  est  une  fonction  continue  de  x  et  de^;  donc 

(A  -1-  Cyj  -t-  s)  /(  -(-  (  15  -J-  C7  -1-  £'  j  / 


â  = 


\/A'-  -h  B-  -H  C 


Cette  distance  est  généralement  infiniment  petite  du  premier 
ordre;  mais  elle  deviendra  infiniment  petite  d'un  ordre  supérieur, 

quel  que  soit  le  rapport  ->  si  Ton  détermine  les  coefficients  A,  H, 

C  de  manière  que  l'on  ait 

(3)  A-t-C/>  =  o,     B  +  C<7  =  o, 
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auquel  cas  rcciiiatioii  (2)  devient 

(4)  2--^ --/'(i- •^■)-^'/ (•"-/) • 

Le  plan  dclerniiné  par  cette  équation  s'appelle  le  plan  tangent  à 

la  surl'ace  au  point  (x,y,  z). 

Les  (inanlil(''S  p  et  ij  étant  déterminées  par  les  équations 

les  équations  (3)  donnent 

ABC 


rî 


/'W     /■(/)     /'W 

et  par  suilc  l'équation  du  plan  tangent  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(5)  /'(.'■)  il  -  -)+/'(.>■•)  [■"  -.y)  +/'(-)  (?--)  =  o. 

638.  Les  équations  d'une  courbe  quelconque,  tracée  par  le 
point  M  sur  la  surface,  s'obtiennent  en  joignant  l'équation  (i)  à 
l'équation  d'une  autre  surface  passant  par  le  point  M.  Si  l'on 
cherche  les  équations  de  la  tangente  en  M  à  l'une  de  ces  courbes, 
l'une  de  ces  équations  ne  sera  autre  chose  [627]  que  l'équation  (5); 
donc  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  par  le  point  M  sur 
la  surface  sont  situées  dans  le  plan  langent  à  la  surface  en  ce 
point. 

639.  L'é(pialion  (  j)  n'est  autre  chose  que  ce  que  devient  l'équa- 
tion dillércnlielle  de  la  surface 

dz  :^  p ,U-  -f-  7 dv,      ou     /' {.r) .Ix  -f-/'  (/)  dj  +/'(;) dz  ^  o, 

lorsqu'on  y  remplace  dx,  dy,  dz  par  \  —  x,  r, — j,  "( — z.  C'est 
donc  le  lieu  des  droites  données  par  les  équations 

^    '  dx  dy  dz 

l3onc  le  plaii  tangent  est  le  lieu  des  limites  des  droites  qui  passent 
par  le  point  M  et  par  un  point  de  la  surface  infiniment  voisin.  Ces 
limites  sont  dites  les  tangentes  à  la  surface  au  point  M. 

6iO.   Deux  de  ces  tangentes  suffisent  pour  déterminer  le  plan 
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tangent;  donc  le  plan  tangent  est  la  limite  d'un  plan  mené  parle 
point  M{x,j-,  z)  et  par  deux  points  M^(.r,,j',,  z^)  et  M,^ (.r,^,  j',,,  z„), 
pris  sur  la  surface  et  infiniment  voisins  de  M. 

Il  faut  cependant,  pour  cela,  que  les  deux  sécantes  MM,  et  MM,, 
aient  pour  limites  des  tangentes  différentes,  sans  quoi  la  limite  de 
leur  plan  serait  indéterminée.  Ce  dernier  cas  aurait  lieu  si  les 
points  M,  M,,  M„  étaient  situés  sur  une  même  courbe  quelconque 
tracée  par  M.  Dans  ce  cas,  les  angles  M  et  M„  du  triangle  infinité- 
simal MM,M„  seraient  infiniment  petits.  Or,  pour  qu'un  triangle 
infinitésimal,  tracé  sur  la  surface,  détermine  à  la  limite  le  plan 
tangent,  il  faut  et  il  suffit  que  deux  au  moins  de  ses  angles  aient 
des  limites  finies,  sans  quoi  les  trois  côtés  du  triangle  détermine- 
ront le  plan  osculateur  à  la  courbe  MM,M„  et  non  le  plan  tangent 
à  la  surface.  Ce  plan  osculateur  pourra  recevoir  une  direction  quel- 
conque si  l'on  déplace  le  sommet  M,  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite du  second  ordre. 

641.  La  perpendiculaire  au  plan  langent,  menée  par  le  point 
de  contact  M,  ou  la  normale  commune  à  toutes  les  courbes  tracées 
sur  la  surface  par  ce  point,  est  dite  la  normale  à  la  surface  au 
point  M;  elle  a  pour  équations 


ou 

(8) 


i  —  -r  ~p[i—  z]  —  0,      ■n~y-h<][Z~:]  =  o, 


■/!—.)■        ,  —  2 


f'i-r)         J'[J)         f[z) 


La  normale  peut  être  définie  comme  la  limite  de  l'intersection 
commune  de  tous  les  plans  perpendiculaires  sur  les  milieux  des 
cordes  infiniment  petites  menées  par  le  point  M.  En  effet,  un 
point  ['i,  ri,  'Ç)  d'un    de  ces  plans  étant  équidistant  des  points 

M(x,  j-,  z')  et  M'(x  -h  dx,j  -+-  clj  ,  z  -+-  dz),  on  a  pour  ce  point 

<ro..[(?--'f+(«-.)f  +  (?-=]']  =  0. 

la  différentielle  étant  prise  en  considérant  Ç,  n,  ^  comme  des  con- 
stantes, ce  qui  donne,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 
en  remplaçant  dz  par  sa  valeur  pdjc  -+-  c/  dj  , 

(9)  [l  —  ^+p[-i  —  z)]fLr-h[n—j-^-<j{ii  —  z)]dj  =  o. 
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Si  l'on  égale  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  dx  el  de  dj,  on 
aura  les  équations  d'une  droite  par  laquelle  passeront  les  limites 
de  tous  ces  plans  et  qui  sera  la  normale  à  la  surface. 

On  aurait  pu  partir  de  cette  dernière  définition  de  la  normale, 
el  en  déduire  réci[)roquement  celle  du  plan  langent. 

642.  Tout  plan  passant  par  la  normale  est  dit  un  plan  normal 
à  la  surface.  On  a  l'équation  d'un  plan  normal,  en  écrivant  qu'il 
est  perpendiculaire  à  une  tangente,  ce  qui  donne  l'équation  (9). 
Si  l'on  pose  maintenant 

—  =r  ),,      d'où      dz  :i=  (^  -t-  'i.q]dx, 
les  équations  de  la  tangente  seront 


ce  qui  donne,  pour  l'équation  du  plan  normal, 


nu 


?  —  •'•■-+-  'i-['i  —y]  +  [p  ^  ''■'/]  I  ?  —  3)  =  0, 


équation  qui  exprime  directement  que  ce  plan  passe  par  la  nor- 
male (7). 

(343.  Souvent  les  trois  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  la  sur- 
face sont  exprimées  au  moyen  de  deux  variables  indépendantes  u, 
V.  En  désignant,  pour  abréger,  par  des  accents  supérieurs  les  dé- 
rivées partielles  prises  par  rapport  à  u,  et  par  des  accents  inférieurs 
les  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  *•,  on  a 

)/.>■  =  .v'du  -+-  ■r,ch,      dv  ^1  r'du  -+-  y^di-,      dz  =z  z'du  -4-  z,d\-. 

Ou  aura  alors,  au  lieu  de  la  formule  (3), 
[A^.r'-!-;;:-hR{,r'  +  ;'j-i-C,:— h3";]t/^-t-[A(j:,-l-;„;-)-B;.),-l-;i'  +  C{3,  +  ;J]r/.- 

v'A--Hir--i- c- 

donc  §  sera  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au  premier,  quels 
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que  soiciil  du  cl  (/r,  si  l'on  a  à  la  fois 

(lo)  A./'-f-B.i'-l-C;'=o,      A.r, -^  B.i, -t-C  ;,  =  (), 


'îO 


cl  ou 


A  :B:c  = 


()(.r,  3).  d[z..v)  .  ()!.,;  r 


On  peut  aussi  retrouver  de  celle  manière  l'équation  du  n°  637. 
En  effet,  en  différenliant  léqualioii  (i)  par  rapporta  /(  et  à  r. 
on  a 

/'(^)..r'+/'(r),.'4-/'(.;.3-o,    /'(.r)..,v4-/'(.r),r,+/'(3)..,=  o. 
(jCS  équations,  comparées  aux  équations  (10),  donnent 

A  :.b:c  =/'(..■)  :/'(,rj:/'(3l, 

d'où  l'on  déduit  encore  l'équation  (5). 

644.  Etant  donnée  l'équalion  (i)  d'une  surface,  soit  proposé 
de  mener  un  plan  tangent  à  cette  surface,  et  passant  par  un  point 
extérieur  (a,  (3,  y).  Les  coordonnées  du  point  de  contact  devront 
satisfaire  à  lafois  àTéquation  (i)  et  à  l'équation  (5),  en  remplaçant 
dans  celte  dernière  les  variables  £,  r,,  'Q  par  les  valeurs  données  a, 
(3,  y,  ce  qui  donne 

(, ,)  («  -  x)/'(.r;  +  (S  -y)f'[y]  +  (v  -  3)/'[.l  =0. 

Cette  dernière  équation,  si  l'on  y  fail  varier  J,  r.  -.  représente 
une  nouvelle  surface,  dont  l'intersection  avec  la  surface  (i)  déter- 
mine une  courbe,  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  à 
la  sm-face  (i)  et  passant  par  le  point  (a,  [5,  y). 

Si  l'équation  (i)  est  algébrique,  l'équation  (11)  sera  du  même 
degré  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que  l'on  pourra  la  remplacer  par 
une  autre,  d'un  degré  moindre  d'une  unité.  En  effet,  l'ensemble 
des  ternies 

«/'(-)  M-,V(.r) +  '/./■'(=) 
est  du  degré  n  —  i,  n  étant  le  degré  de  l'équation  (1).  L'ensemble 

H.  —  Cours  de  Calcul  Infiii.,  II.  Q 
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(les  IcrillCS 

-r.r/'(.r)+V'(7) +:■/»], 

(lui  est  du  degré  u,  peut,  on  vertu  de  l'équation  (i),  être  abaisse 
;"i  un  degré  moindre  que  n.  En  désignant  par  fi^  l'ensemble  des 
termes  du  degré  A  dans  le  polynôme  /'(.r,j)',  -),  on  a  [322] 

doù 

L  équation  (i)  donne  d'ailleurs 

En  éliminant^),  entre  ces  deux  égalités,  il  vient 

■'•/'(■'■i  +  .>■,/'(.)  1  +  :/'(:)=:—/„-,—  -/„-,  —  ...  —  >?—  r,/;,_,- «y;,. 

Donc  l'équalion  (i  i)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

(12)   «/'(.r)  +  ,'5y''('.r)  +  y/'{3)  +  /;,_|+3/„-.2+.  .  .-I-   //— I. A +  «./■(,=  O, 

(lui  ncst  plus  que  du  degré  ji —  1 ,  et  qui  représente  une  surface 
passant  par  l'intersection  des  deux  surfaces  (1)  et  (ii). 
Si,  entre  les  équations  (i)  et  (i  1)  ou  (1  a)  et  les  équations 


V  — ■ 


de  la  tangente  à  la  surface  menée  par  le  point  (a,  p,  y),  on  élimine 
les  coordonnées  jr.r<  ",  on  aura  l'équalion  du  cône  circonscrit  à  la 
surface  et  dont  le  sommet  est  au  point  (  y.,  p.  y). 

645.   En   particulier,    si   ré(pialioii    (i)    est    du    second   degré, 
l'i'ipiall(ui  du   plan  langent  sera  réductible  à  la  lurme 

?/Vr)  +  -.^/'i;.r)  +  Xf'[z)  -\-J\ -I-  2/„=  o. 

V.n  développant  cette  expression,  on  voit  (pi'elle  ne  change  pas, 
lorsqu'on  y  remplace  ,r,  }  ,  ~  par  ç,  r,,  'C,  et  vice  versa.  On  peut 
donc  représenter  l'équalion  jJu  plan  langent  sous  l'une  ou  l'autre 
des  deux  formes 

(.3)  ;/'(^)  +  r.f'ij)  +  ï/(  =  )+/,(.r,,r,  z)  +  V„=  o, 

(i4)         .r/'(?)  +  v/'(.)  +  ./'(?)  +/,(?,,,;)  +  ...y;  =  o. 
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L'équation  (i4)  montre  que  la  courbe  de  contact  de  la  surface 
avec  le  cône  circonscrit  qui  a  pour  sommet  le  point  {c,n,^)  est 
plane. 

Cette  équation  (i3)  ou  (i4)'  qui  csprinic  la  dépendance  entre 
les  coordonnées  du  sommet  du  cône  et  celles  d'un  point  du  plan 
fie  contact,  montre  que,  si  l'un  des  deux  points  (ï,  n,  ^),  (x,j,  z) 
décrit  un  plan,  l'autre  reste  fixe,  et  réciproquement,  et  que,  si 
l'un  de  ces  points  décrit  une  droite,  l'autre  décrit  également  une 
droite. 

646.  Le  plan  tangent  sera  parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés, 
à  l'axe  des  z,  par  exemple,  si  le  coeificienty^'^r:)  de  ^  dans  l'équa- 
lion  (5)  est  nul.  Dans  ce  cas,  les  deux  dérivées  partielles 


P—  —  TT^T'      7=  — 


o 


sont  généralement  infinies,  sauf  pour  les  points,  en  nombre  limité, 
ù  le  plan  tangent  serait  parallèle  à  l'un  des  deux  plans  coordonnés 
(jul  passent  par  l'axe  des  z. 

Si  l'on  cherche  l'intersection  des  deux  suifaces  /'(,r,  y,  z)  =;  o, 
y'(c)  :^  o,  on  a  le  lieu  des  points  de  la  surface  donnée  pour  les- 
quels le  plan  tangent  est  pai-allèle  à  l'axe  des  z.  En  éliminant  z 
entre  ces  deux  équations,  on  aura  une  équation  c£/(x,j  )  =o,  qui 
représentera  soit  la  projection  de  la  courbe  de  contact  sur  le  plan 
des  x,j',  c'est-à-dire  le  contour  apparent  de  la  surface  relatif  à  ce 
plan;  soit  le  cylindre  projetant  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  le 
cylindre  parallèle  à  l'axe  des  z  et  circonscrit  à  la  surface. 

On  trouverait  d'une  manière  analogue  les  contours  ajDparenls 
de  la  surface  relatifs  aux  deux  antres  plans  coordonnés. 

647.  La  condition  pour  que  le  plan  tangent  soit  parallèle  à  une 
droite  donnée 

.T         Y         - 
a         b        c 

est  exprimée  jiar  l'équation 

af[x]  -h  l'f'j]  -f-  '-/'[z]  =  o. 

Celte  équation,  jointe   à /(x,  j,  c)  =  o,    donnera  la  courbe  de 

9- 
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contact,  lieu  des  [)()iiits  île  coiilacl  des  phiiis  langciits  jiarallèlcs  ;i 
la  droite  donnée. 

SI  l'on  ('liinine  x,  )  ,  z  entre  ces  équations  et  le>  éininlions 


on  aura  pour  résultante  Téquallon  en  ç,  >;,'(,  (jui  représentera  le 
cvlindrc  circonscrit  à  la  surface  et  parallèle  à  la  droite  donnée. 

G48.  Lit^ncs  de  /lii'cau  et  de  plus  grande  pente.  —  Prenons  le 
plan  des  .»>  jiour  j)lan  horizonlal.  On  appelle  ligne  de  nweau 
une  courbe  tracée  sur  une  surlace  donnée,  et  dont  tous  les  points 
sont  à  une  hauteur  constante  r  =  C  au-dessus  du  plan  horizontal. 
En  d'autres  termes,  c'est  l'intersection  de  la  surface  avec  un  plan 
horizontal. 

Les  équations  finies  d  une  ligne  de  niveau  siuil 

/{■<•, .r,  ;]=  G,     ;  =  C, 
ou,  ce  fjui  revient  au  même, 

/(.r,r,C   =o,     z  =  i:., 

C  étant  un  paramètre  constant  pour  chaque  ligne  de  niveau,  et 
variant  d'une  ligne  de  niveau  à  l'autre. 

En  éliminant  cette  constante  par  différentiation,  il  vient 

dz  :=  O,       lUI      pil.r  -i-  qd)   i^  0. 

Si  l'on  élimine  z  entre  cette  dernière  éqiialidii  el  l'équation  de  la 
surface,  on  aura  l'équation  différentielle,  entre  x,j,  dx,dj,  de  la 
projection  horizontale  d'une  ligne  de  niveau,  laquelle  est  égale  ù 
la  ligne  de  niveau  elle-même. 

Gi9.  On  appelle  ligne  de  plus  grande  pente  une  ligne  tracée 
sur  la  surface,  de  telle  manière  que  sa  tangente  en  chacun  de  ses 
points  fasse  a\ec  le  |)Ian  horizontal  des  x,j  un  plus  grand  angle 
que  toute  autre  tangente  à  la  surlace,  menée  par  le  même  point. 

Considérons  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  {x,j',  z)  ;  celle 
des  droites  de  ce  plan  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec  le  plan  des 
x,y  est  la  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  de  ce  plan  tan- 


LIGNES    DE    XIVEAU     ET    DE     l'LUS    G  II  A  N  D  E    l'ENTE.  l33 

gcnl.  L'équation  tic  ce  plan  clant 

i  —  zz=z  p[ï  —  .v)  -h  q[ri  -  y), 

le  coefficient  angulaire  de  sa  trace  horizontale  sera La  pcr- 

pendieulaire  à  cette  trace  a  pour  projection  sur  le  plan  des  x,  r 

une  droite  dont  le  coefficient  angulaire  est  H — i  et,  comme  cette 

°  P 

projection  doit  être   tangente  à  la  projection  de  la  ligne  de  plus 
grande  pente,  on  aura,  en  un  point  rpielconquc  de  cette  ligne, 


ily        '1 

,1.,- 

<h 

— *—  i^i  —  î 

nu 

- 

73     

il.r          j) 

/' 
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En  éliminant  z  entre  cette  équation  difierentielle  cl  l'équation 
f\x,j,  c)  =  o  de  la  surface,  on  aura  l'équation  diff'érentielle  des 
projections  liorizonlales  de  toutes  les  lignes  de  plus  grande 
pente. 

On  voit  que  les  projections  horizontales  des  lignes  de  plus 
grande  pente  coupent  toutes  à  angles  droits  les  projections  hori- 
zontales des  lignes  de  niveau;  en  d'autres  termes,  elles  en  sont  les 
trajectoires  orthogonales. 

Les  lignes  de  niveau  et  les  lignes  de  plus  grande  pente  elles- 
mêmes  se  coupent  aussi  à  angles  droits  dans  l'espace.  Elles  for- 
ment ainsi  deux  systèmes  de  lignes,  partageant  la  surface  en  un 
système  d'éléments  ayant  la  forme  do  rectangles  infiniment  petits. 

(3oO.  J^jreniples.  —  I.  Soit  une  surface  de  révolution  autour  de 
l'axe  des  :, 

On  a 

/>  =  .,,,,./'(j;2-f-.)  '),      7  =:  ■'■xf'i-<'---^J'')- 

L'équaliun  îles  lignes  de  niveau  sera 

cdust.  =/(.r--i- _)--),     OU     .i--hy-=C. 

Ces  lignes  sont  donc  des  cercles. 

L'équation  dill'érenlieile  des  lignes  de  plus  grande  pente 

ely         t/  _  X 
dx         l>         .f 
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lionne  j- =  Cx.  Ces  lignes  soiil  donc  les  intersections  de  la  sur- 
face avec  des  plans  passant  par  l'axe  de  révolution  :  ce  sont  donc 
les  méridiens  de  la  siirracc. 

II.  Soit  la  surface  az  =^  aj.  <  )ii  I  rotixc ,  pour  l'c'cpjalinii  des 
I lignes  de  ni\eau,  ,ry  =:  C,  et  pour  celles  des  projections  des  lignes 
de  plus  grande  pente,  j-  —  x- =^  C  On  a  ainsi,  pour  les  projec- 
tions des  deux  systèmes  de  lignes,  deu\  systèmes  d'in  pnboles 
équilatères  orthogonales. 

III.  Soit  une  surface  à  ceiUi-c  du  second  desré 

(l-l  -  -t-  lu  -  -4-  ce-  rr=  /  . 

l/équation  des  lignes  de  niveau  sera 

a  a:-  -+-  /'.i  '"  =;  C. 
On  a  ensuite 

(1 .1  -\-  lizp  ^rz  n.      II)   -h  rztj  =--  o, 

d"où  l'on  lire,  pour  l'équation  dillércnllelle  des  lignes  de  plus 
grande  pente, 

d.T       a.v 
v.c  qui  donne,  en  intégrant, 

r  =  C'.r«. 
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DES    COURBES    KON    PLANES.     DÉ\  ELOVl'KES. 

651.  Nous  aviHis  vu  |631J  (pie  la  plus  courte  distanct'  de  deux 
tangentes  consécutives  dune  ligne  courbe  est  un  infiniment  petil 
du  troisième  ordre.  Si  Ton  joint  le  point  M  (/(.;,'.  ()o)  à  un  point 
(piciconque  O  de  cette  plus  courte  dislance  ÏT'.  le  triangle  rec- 
tangle MT(^),  ddiil  Ir  côté  ÎMT  est  inllnlincul  petit  d\\  picniier 
ordre  et  le  côté  lO  du  lidisiènie,  aura  son  angle  en  iM  inliiiiinenl 
petit  du  second  ordic  j('i3i|.  Donc  chacune  des  tangtMites  MT, 
M'T'  l'ail  avec  le  [ilan  MOM'  un  angle  infiniment  i)elit  du  second 
«iidre. 
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De   plus,  la  difirrcncc  cnlrc  l'inpolénuse  M()  cl   le  cùté  MT, 
savoir 


y/MX- +  Q I  -  —  MT  = 


y/MTH- QT' +  MT        ^MT 


csl  un  infîninienl  petit  du  cinquième  ordre.  On  peut  donc,  aux 
quantités  près  du  cinquième  ordre,  prendre  la  somme  MQ -1-  Q^I' 
au  lieu  de  MT  +  T'Al';  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  on  pourra 
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considérer  les  tangentes  consécutives  d'une  courjje  comme  for- 
mant un  polygone  infinitésimal  circonscrit  à  la  courbe,  lequel  au- 
rait pour  sommets  des  points  quelconques  pris  sur  les  plus  courtes 
dislances  de  deux  tangentes  consécutives;  et  l'incertitude  sur  la 
longueur  de  chaque  côté  de  ce  polygone  est  une  quantité  du  cin- 
quième ordre  infinitésimal,  laquelle  n'altère  pas,  par  conséquent, 
la  limite  de  la  somme  de  ces  côtés. 

632.  Considérons  maintenant  un  arc  de  courbe  fini,  et  parta- 
geons-le en  éléments  infiniment  petits,  tels  que  MM'.  Prenons  les 
points  de  division  pour  sommets  d'un  polygone  inscrit  et  pour 
|)oints  de  contact  d'un  polygone  circonscrit  [651].  On  verra, 
comme  dans  le  cas  des  courbes  planes  [538],  que  : 

1°  Le  périmètre  d'un  polygone  inscrit  est  toujours  moindre  que 
celui  d'un  polygone  circonscrit  quelconque; 

2°  Si  l'on  introduit  de  nouveaux  points  de  division,  le  péri- 
mètre du  polygone  inscrit  croît,  celui  du  polygone  circonscrit  dé- 
croît. 

En  effet,  l'angle  de  chaque  tangente  avec  le  plan  osculateur  élan l 
du  second  ordre,  et  chaque  tangente  différant  de  sa  projection  sur 
ce  plan  (ou  sur  le  plan  MQM')  d'un  infiniment  petit  du  cinquième 
ordre,  on  peut,  aux  cpiantités  près  du  cinquième  ordre,  remplacer 
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les  lignes  dans  respaco  par  leurs  projections.  Or  une  inégalité 
entre  deux  variables,  U  ]>  V,  subsiste  eneore,  lorsqu'on  altère 
ces  variables  de  quantités  iidiniment  petites  jiar  rapj)ort  à  leur 
difTérencc  U  —  V.  Soit  maintenant?/»^'  une  tangente  en  un  point//;, 
intermédiaire  entre  M  et  M'.  On  a,  en  considérant  les  tangentes 
comme  se  confondant  avec  leurs  projections  sur  le  plan  MQM', 
le  contour  ÎNI ?////.' JM'«^c^  MTM',  égalité  indépendante  de  l'incerti- 
tude qui  règne  sur  les  longueurs  des  contours,  puisque  celle  in- 
certitude est  du  cinquième  ordre,  tandis  que  la  dilFérence  des 
contours  est  du  troisième  [5-ii]. 

3°  Dans  le  triangle  MQM',  les  angles  en  M  et  en  M'  étant  infi- 
niment |)etils,  la  dilTérence  (  M(^ -1- (^M')  —  MM'  est  du  second 
ordre  par  rapport  à  MM'  [634]. 

Donc,  lorsqu'on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  points 
de  division,  les  périmètres  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits 
vont  les  uns  en  croissant,  les  autres  en  décroissant,  et  tendent  les 
uns  et  les  autres  vers  une  limite  commune.  On  démontrerait,  par 
le  raisonnement  connu  [237],  que  cette  limite  est  indépendante 
du  mode  de  subdivision  de  l'arc  en  éléments  infiniment  petits. 
Cette  limite  s'appelle  la  longueur  de  l'arc  de  courbe. 

L'arc  infiniment  petit  MM'  est  compris  entre  la  longueur  de  sa 
corde  et  celle  du  contour  MQM'.  Il  diffère  donc  de  sa  corde  MM' 
d'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  [o-44];  on  aura  donc,  à 
un  infiniment  petit  près  du  troisième  ordre. 


arc  MM' =  tis  =  ^cLv'  -i-  f/>--i-  dz-. 

Do  plus,  l'arc  MM'  dillcre  d'un  infiniment  petit  du  cinquième 
ordre  de  sa  projection  sur  le  plan  osculalour  en  un  de  ses 
[joints. 

G53.  Soient  Mo,  M|,  Mo  trois  points  infiniincnt  voisins  pris  sur 
une  courbe  non  plane;  prenons  le  plan  de  ces  trois  points  pour 
|)lan  des  xj.  En  désignant  par  t  la  variable  indépendante  dont  les 
coordonnées  sont  dos  fonctions,  soient  /n,  /(i+  //,  /o  +  /'  +  I'a  les 
\aleurs  de  t  corrcsjtondantes  aux  trois  points  considérés.  Les  trois 
valeurs  de  :;, 
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scriiiit  milles.  On  aura  donc  les  équations 


.3; 


lin  combinant  la  première  équation  avec  la  deuxiènie,  et  divisant 
par  //,  il  vient 

On  a  de  iiièinc,  au  moyen  de  la  deuxième  cl  de  la  troisième, 

o  =  ;;  +  ^/(i3';  H-g/;;i;';'~H;i). 

lui  développant  maintenant  z\,  z'\,  z"[  de  manière  à  mettre  en  évi- 
dence tous  les  termes  du  second  ordre,  on  trouve 

, ,       ,  ,  1     .      1  w  •  ,      N  •  1  •      ■  /i    -1-    /'  I 

d  ou,  en  ayant  égard  a  l  équation  [\),  |)uis  divisant  par  ■> 


o  =  ;  ,  + 


>.h  H-  h, 


i*ar  l'éllminalion  de  z'^  entre  les  équations  (1)  et  (2),  il  vient 

.  o  >  -  /'  '7'   -f-  /'l  )       m     ,        , 

l3)  o=:.„ -. ^i^o  +  x). 


(^es  équations  montrent  que  z"^  est  infininicnl  petit  du  premier 
orilrc,  et  z\  du  second. 

Si  l'on  considère  maintenant  un  point  correspondant  à  la  \al(nir 
/.  =  /„  +  9  de  la  variable  indépendante,  on  a,  pour  ce  point, 

quantité   infiniment  petite  du  troisième   ordre   pour  6  infiniment 
petit.  Donc,  dans  tous  les  calculs  où  l'on  aura  le  droit  de  négliger 
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les  infitiimenl  pelils  du  troisième  ordre,  on  |)ourr;i  considérer  la 
courbe  comme  siliiée  dans  le  plan  MoMiINIj  pctiir  Ions  les  points 
infiniment  voisins  de  M(,. 

INous  avons  vu  [632]  que  le  plan  osculaleur  est  celui  dont  la  dis- 
lance à  la  ronrl)e,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  est  du 
troisième  ordre.  Donc  le  plan  ÎMoMiM^,  passant  j)ar  trois  points 
de  la  courbe  infiniment  Noisins,  a  pour  limite  \c  plan  osrulaleui'. 
quel  que  soil  le  rappoit  des  cordes  MolMi,  M,  iMj. 

De  même. 


-Il         -Il   ■    2      '"" 


r/ii/, ->-/,,)       3.//-f-/(.  rj'-l    ,., 


donc  z'  est  infiniment  petit  du  second  ordre  dans  le  voisinage  de 
Mo,  et  il  en  est  de  même  de  l'angle  que  fait  avec  le  plan  MoM,M.. 
toute  tangente  ou   toute   corde  infiniment  petite,  menée  dans   le 
voisinage  du  point  Mo. 
Enfin  on  a 

quantité  infinnneni  petite  du  premier  ordre;  donc  la  courbure 

(en  prenant  /  =  .v)  de  la  projection  de  la  courbe  siii-  un  plan  [h  r- 
pendiculaire  à  Mo  M,  Mj  est  infiniment  petite  et  change  générale- 
ment de  signe  avec  la  difierence  6 — •  -  (  a// -i- A,  )  :  iloni:  cette  pro- 
jection aura,  en  général,  un  point  d'inflexion  dans  le  \oiMnage  de 
Mfl.  On  en  conchit  (|ue  le  plan  osculaleur  traverse  généralement 
la  courbe  au  point  de  contact. 

654.  Si  1  on  mène  les  plans  normaux  à  la  courbe  en  i\lo  el  en 
M, ,  ces  plans  formeront,  avec  les  plans  normaux  aux  mêmes  points 
à  la  projection  de  ki  courbe  sur  le  plan  Mo  M|  Mo,  des  angles  infi- 
niment petits  du  second  ordre;  donc  leur  intersection  rencontrera 
le  plan  Mo^I|  ^Ij  à  une  distance  infiniment  petite  du  point  de  ren- 
contre des   nornudes  en  Mo  et  Mj   à  la  projection.  Donc  le  centre 
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de  courbure  de  la  courbe  ellc-inènie,  c'est-à-dire  la  limite  de  Tin- 
tersection  du  plan  osculaleupiivec  deux  plans  normaux  infinlmenl 
voisins,  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de  la  projection  de  la 
courbe  sur  son  pian  osculateur. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  le  centre  de  courbure  de  la  projection 
est  aussi  la  limite  du  centre  d'un  cercle  passant  par  les  trois 
points  Mo, M,,  M,;  donc  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  pro- 
posée est  aussi  la  limite  du  centre  d'un  cercle  passant  par  trois 
points  infiniment  voisins,  lequel  centre  est  l'intersection  du  plan 
de  ces  trois  points  avec  les  plans  perpendiculaires  sur  les  milieux 
des  cordes  MoM,,  M,  M.. 

Go5.  Soient  n.  l>,  c  les  cosinus  des  angles  qu'une  droite  mobile 
fait  avec  les  axes,  dz  l'angle  de  deux  positions  de  cette  droite  infi- 
niment voisines.  On  trouvera,  par  le  même  calcul  qu'au  n°  558, 
l'équation  rigoureuse 

2  sin  —  =3  Jda-  -h  t///'  -h  de- , 

2 

d'où  Ion  tire,  à  un  infiniment  petit  près  du  troisième  ordre. 


(  I  )  dr  ^  sjda-  H-  db-  ■+-  <U-. 

En  appliquant  cette  formule  au  calcul  de  l'angle  de  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines  ou  de  l'angle  de  contiiii^eiice,  il  vient, 

,  ,  d.f    dy     dz 

en  remplaçant  a,  h,  c  par  — ->  -;->  -r» 
^     '  '        ds     as      ds 


'-v/(''ï)"-H 


dyy    ,    /     ./. 


Le  second  membre  de  cette  fonnule  représente  rigoureusement 
le  double  du  sinus  du  demi-angle  de  deux  cordes  consécutives, 
correspondantes  aux  valeurs  /,  l  -|-  dt,  t.  -+-  zdldc  la  variable  indé- 
pendante, valeurs  qui  déterminent  trois  points  équidistants,  aux 
infiniment  petits  près  du  second  ordre.  On  peut  donc  prendre, 
pour  l'angle  de  contingence,  l'angle  de  deux  cordes  égales  consé- 
cutives [545]. 
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OoO.    La  valcui-  de  ih'-  peut  s'écrire  [o62j 

iV/,îrf2.r  —  f/xrf- .¥)-  +  ... 


--(■4)- 


_  ,h'-{,r-.r^  +  .  ..'  —  idscPsUTir-r^.  .  .1  -t-    dr'--^.     .d-s'- 

On  démonlrerail  i;éomctriqucmcnt  celle  formule  par  un  raison- 
nement semblable  à  celui  du  n°  S63,  et  ce  raisonnement  servirait, 
réciproquement,  à  démontrer  l'égalité  entre  l'angle  de  contingence 
et  celui  de  deux  cordes  consécutives  égales  ou  inliniment  peu  dif- 
férentes. 

(îo7.  On  peut  encore  établir  ces  formules  comme  au  n"  oUO,  en 
projetant  sur  les  trois  axes  coordonnés  le  contour  d'un  triangle 
isoscèle  dont  les  côtés  égaux  MT,  MT'  sont  parallèles  à  deux  tan- 
gentes inliniment  voisines,  et  dont  le  troisième  côté  TT'  a  pour 
limite  une  parallèle  à  la  normale  à  la  courbe  située  dans  le  plan 
osculateur,  c'est-à-dire  à  la  normale  principale,  prise  dans  le  sens 
de  la  concavité  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  osculateur, 
c'est-à-dire  dans  le  sens  qui  va  vers  le  centre  de  courbure. 

On  en   lire,   à   cause   de  TT'=  ^IT.2  sin  -  Jt  =  MT.,'/r,  à    un 

2 

infiniment  petit  près  du  troisième  ordre, 

du  dh  de 


d-=  ^  =  ^  =  =z  Jda'-  4-  r/i'  -+-  dr'- , 

cos/        cosy.        cosv 

,  ,  ...  dr     dy     dz       . 

a,  (>,  c  elant  mis  ici  pour  — -j    :-?  — -:  donc 
'  tls      d.s       ds 

I       ./,/■  I       '/.  I       dz 

i;oS  /.  :=  —  ((  —  5       CDS  01  =  —  ri  ——  )       COSv  =  ~r  "  ~r' 
d-      ds  '  d-      ds  </t      ds 

658.    Si  l'on  désigne  par  p  le  ravon  de  courbure  de  la  courbe 

au  point  j\I,  lequel  coïncide  [Coi]  avec  le  ravon  de  courbure  de  la 

|)rojeclion  sur  le  |>lan  oscillateur,  on  aura,  comme  dans  le  cas  des 

coui'lios  planes, 

ds 
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d'où  la  valeur  lie  la  courbure 


'il 


I 

ds 


Ensuite,  en  appelaiil  'i,  vj,  "(  les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
hure,  on  a 

ds         fl.l 

d?-''d:< 


ç  —  .1-  ^=  p  ces  t.  =  -TT,  -d  —r'> 


ds        d) 

r,  —  1   ;^^  0  cos  u.  =  —rr,  •  d  -7- 1 


ds        dz 

'C  —  !■  ^  ?  COS  V  =  -—  •  d  — 
<(■:-       tli 


dr'        ds 

dz 
7s 


6S9.  La  valeur  de  dt-  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 


ds'^dx'-^^  (dx--^  .  .  .]  [d'y-  -i-  .  .  .) 


d)        dz 
d-r     d'-z 


dz 
d': 


d.iuP 


d\r   I 


d.r         dr 
d'-.v      d-)' 


IjCS  trois  déterminants  qui  entrent  dans  cette  valeur  ne  sont 
autre  chose  que  les  trois  quantités  /,  m,  n,  proportionnelles  [633  J 
aux.  cosinus  des  angles  que  le  plan  osculateur  fait  avec  les  trois 
plans  coordonnés.  En  désignant  donc  ces  trois  déterminants  par  /, 
m,  n,  et  la  somme  de  leurs  carrés  par  A-,  on  a 


Â  ^=  \//-  +  m-  -+-  n-  ^=  ds'-d-. 


G60.  Les  cosinus  des  angles  du  plan  osculateur  avec  les  plans 
coordonnés,  ou  de  l'axe  du  plan  osculateur  avec  les  axes  des.r,j  ,  z, 
seront,  d'après  cela, 


III      II 

7'  r 


Donc  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins,  cjue  l'on 
appelle  V angle  de  torsion  ou  de  seconde  courbure  de  la  courhe, 
aura  pour  valeui- 


'•=v/("î)' 


.u: 
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lîn  cl('volo|)|)inil  celle  expression,  il  \ioiii 

[k,ll—l.rlk.'--^.  .  .   __  /.-V(fl'-^...;  -  '>.kdk{l,n- 


I     0   


■  (/'+...W/-* 


/.' 


/,* 


k^  Ifll'- 


■}.kllk.kdk  -Jr-k-.dk'- 


^-ldt--^. 


{l'-  +  ...)-'ldl  +  . 


I 


dm     du  dn      dl 


=,  —  /il-  -t-  dm-  +  du'-  —  dk' 


dl     dm    \ 


Or  on  <i 

milii  —  ndm  =  m[dxd^y  —  dyd^x)  —  n[dzd^.T  —  xâ^z) 
z^dx  md^y  -r-  /nPz''  —  [mdy  -t-  ndz]d^x. 

D'ailleurs  l  (It  -r-  m  (h  -j-  >idz  =  o:  tlonc 

md/i  —  //il/ii  -^:  (/.r,  IdKr  -j-  nid'  )  +  /nPz\ 


OU,  en  posant  A  ^= 


d.r        dy        dz 
d-x      d'}       d-z 
d\v     d^y     d^z 

m        II      1 
tlm     dn    I 


dr .  A, 


ol  (le  même  jiour  les  autres;  donc 

d: 


ds     __      A 
T^^  ~'dsût?-' 


Si  l'on  appelle  /•  le  i-ayon  du  cercle  dont  l'angle  de  contingence 
est  d-j  pour  une  même  longueur  d'arc  ds,  et  que  l'on  nomme  cercle 
de  seconde  courbure  de  la  courl)e  ])roposée,  on  a,  pour  déterminer 
le  riij  on  de  seconde  courbure  ou  rayon  de  torsion,  réquation 


d-j 
ds 


ds-  d-- 


lîn  dcsignanl  par  d  la  distance  de  deux  tangentes  consécutives, 
on  a [031] 


V//-  +  m--l-«-         "2/.' 
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iloù  l'on  lire,  en  nieltant  pour  A  sa  valeur. 


.43 


A  r=  I7.â.ds-  <h,      (h 


I  9.  'J  I 


lar; 

^/,v^  (I-  ' 


661.  Considérons  trois  cotés  consécutifs  AB,  BC,  CD  {fig-  ()i) 
d'un  polygone  infinitésimal,  ou  trois  éléments  de  la  courbe  qui  est 
la  limite  de  ce  polygone,  ces  côtés  étant  i\e  longueurs  infiniment 
peu  difierenles  entre  elles.  L'intersection  de  deux  plans  perpen- 


diculaires sur  les  milieux  de  deux  côtés  consécutifs  de  ce  poly- 
gone, ou  l'intersection  de  deux  plans  normaux  consécutifs  à  la 
courbe,  est  une  perpendiculaire  ail  au  plan  osculateur  ABC. 
Cette  perpendiculaire  s'appelle  Yaxe  de  courbure  de  la  courbe  au 
point  B. 

Le  centre  de  courbure  est  l'intersection  a  de  l'axe  de  courbin-e 
avec  le  plan  osculateur.  Le  rayon  de  courbure  est  p  =  \La.  L'angle 
de  contingence  dx  est  égal  à  l'angle  E«F  de  deux  normales  consé- 
cutives, menées  dans  le  plan  osculateur  en  B,  el  dont  l'une  \La  est 
la  normale  principale  pour  le  point  B. 

Le  plan  normal  en  F  contient  deux  axes  de  courbure  consé- 
cutifs, qui  se  coupent  au  centre  H  de  la  sphère  osculatrice,  c'est- 
à-dire  de  la  spbôre  qui  passe  par  quatre  points  consécutifs  de  la 
courbe. 

Les  coordonnées  du  point  H  s'obtiendront  en  cherchant  lin- 
lerseclion  de  trois  plans  normaux  consécutifs,  c'est-à-dire  en  ré- 
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solvanl  les  cqualioiis  [ooO| 

/  [l  —  .r)  f/.r  -i-(^r,  —  r)  dy  -+- \l  —  ;)  (L  =0, 
(1)  I  [l-  .r)cr-.v-i-[r.  —  r)tV-y^-\t  —  z](Pz  =  ds\ 

{   (  ï  —  .r)  (P.v  +  [r.  —  y]  ,/\r  +  {-Ç  —  z)  d'' z=z  3ds  dKs-, 

tlonl  les  deux   premières  représenter! L  l'axe  tic  lourijiire.  On  en 
lire,  en  conservant  les  notations  du  numéro  précédent,  et  remar- 

fiuanl  (ine  l'on  a  3/;  r/r  —  r  du  =  —  i-'  r7    .  , 

ds'  /  ds"        m  .^  dx''         Il 

^~ ■'  —       Y  '  iJy'''      ''■  ~-'^  —        T  "^  7/?^      -.  —  Z—        Y  '  'ds^'' 

En  prenant  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ces  trois 
expressions,  on  a.  pour  le  ra^on  II  de  la  sphère  osculalrice, 


■'-T\/("^F-("5)"-(",i)- 

002.  Si  l'on  mène  Frt'  parallèle  à  Ert,  et  qu'on  appelle  r/o 
l'angle  h¥a'  de  deux  rayons  de  courbure  consécutifs,  l'angle  trièdre 
infinitésimal,  formé  par  ¥a,  F«',  Fè,  rectangle  suivant  Frt,  a  pour 
faces  de  l'angle  dièdre  droit  l'angle  de  contingence  f/r  et  l'angle 
de  torsion  d'j,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 

(2)  df=d-^-+d/-. 

]Jonc,  dans  les  courbes  non  planes,  l'angle  de  deux  rayons  de 
courbure  consécutifs  est,  en  général,  plus  grand  que  l'angle  de 
contingence. 

11  ne  serait  égal  à  l'angle  de  contingence  que  dans  le  cas  où 
l'angle  de  torsion  d-j  serait  nul,  ce  qui  exigerait  [GGOJ  que  l'on  eût 
séparément 


d-J-  =  0, 

m                     II 
d   -  ^^  0,      d  -  =0, 

^-. 

--C      --C" 

C.dr  +  i:'d)  -+-(■" 

^          /  d.r  -+-  m  dr  -+-  11  dz 

k 


cl  cnliii 

C.r-(-C'.r  +  C";4-C"'=o. 

La  courbe  serait  donc,  dans  ce  cas,  une  courbe  plane. 
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663.  Le  quadrilatère  FrtAH  est  inscriptible  à  un  cercle  ayant 

pour  diamètre  le  rayon  FH  =  R  de  la  sphère  osculatrice.  Donc  ce 

cercle  est  tangent  au  lieu  des  centres  de  courbure. 

1  îirc 

L'angle  inscrit  d-j  =  , — r-. ; En  désignant  donc  par  d(j  la 

"^  le  diamètre  °  ' 

distance  ab  de  deux  centres  de  courbure  consécutifs,  on  a 

Le  triangle  rectangle  abn  donne 

ah'-  z^  bu'-  -h  an-, 
OU 

(4)  <h'- ^  dp' -h  ;/- (h\ 

On  peut  donc  écrire  l'équation  (3)  sous  la  forme 


R 


Le  triangle  FrtH  étant  rectangle,  et  Fa  =  p,  on  en  conclut  que  la 
distance  du  centre  de  courbure  au  centre  de  la  sphère  osculatrice 

a  pour  expression 

fh 
au 

comme    on    le    voit    d'ailleurs,    en    considérant  le    triangle  rec- 
tangle Hnè. 

Les  ti'ianglcs  semblables  /lab,  Fa  H  donnent 

(6)  f/p  =fZ(7Cos(p,  f/<rj  =  </c7sin(p,  R). 

L'angle  (p,  drj)  =  -  — -[p,  R)  n'est  nul  que  pour  [p,  R)  =  -,  ce 

qui  donne  R  =  ce  ,  (/•j  =  o  (3),  et  alors  la  courbe  sera  nécessai- 
rement plane. 

Si  l'on  mène  bin  perpendiculaire  à  FH,  on  voit  facilement  que 
ôH  et  bF  sont  les  deux  bissectrices  des  angles  tnba,  mbc. 

66i.  Le  lieu  des  axes  de  courbure  est  une  surface  développable, 
appelée  surface  polaire,  qui  a  pour  arête  de  rebroussement  le  lieu 
des  centres  de  la  sphère  osculatrice. 

H.  —  Cours  de  Calcul  iiifin.,  II.  lO 
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L'angle  de  contingence  de  celte  arête  de  rebroussenicnt,  ou 
l'angle  de  deux  axes  de  courbure  consécutifs,  est  égal  à  l'angle 
de  torsion  de  la  courbe  proposée. 

L'équation  de  la  surface  polaire  s'obtient  en  éliminant  a:,j)',  z 
entre  les  deux  premières  équations  (i)  et  les  équations  de  la  courbe. 
Si  l'on  y  joint  la  troisième  équation  (i),  on  aura  le  lieu  du  centre 
de  la  sphère  osculatrice. 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  est  une  courbe  tracée  sur  la 
surface  polaire.  On  aura  ses  équations,  en  éliminant  x,  i  ,  z  entre 
les  deux  premières  équations  (i),  les  équations  de  la  courbe,  et 
celle  du  plan  osculateur. 

665.  Par  un  point  A,  pris  sur  la  courbe,  menons  une  nor- 
male quelconque,  rencontrant  l'axe  de  courbure  a  a  au  point  x. 
Joignons  a  au  point  suivant  A'  de  la  courbe,  et  prolongeons  A'a 
jusqu'à  la  rencontre  en  a'  de  l'axe  de  courbure  a' a.',  correspondant 
au  point  A'.  Joignons  a!  au  point  suivant  A",  et  prolongeons  A"a' 
jusqu'à  la  rencontre  en  a."  de  l'axe  de  courbure  a"a",  correspon- 
dant au  point  A"  [Jig-  62).  En  continuant  ainsi,  on  formera,  par 

Fig.  Gj. 


les  inlcrscclions  successives  des  normales,  un  polygone  infinité- 
simal, dont  la  limite  sera  une  courbe  enveloppe  de  ces  normales, 
et  qui  jouira  des  diverses  propriétés  que  nous  avons  démontrées 
[583,  58i,  585]  pour  les  développées  des  courbes  planes.  On 
donnera,  pour  cette  raison,  le  nom  de  développées  de  la  courbe 
quelconque  AA'A". .  .  aux  diverses  courbes  enveloppes  des  nor- 
males, que  l'on  peut  former  d'après  ce  qui  précède.  Toutes  ces 
développées  sont  situées  sur  la  surface  polaire  de  la  courbe  pro- 
posée. 
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Le  point  de  cicparl  a  étant  pris  arbitrairement  snr  l'axe  ay-,  il 
s'ensuit  de  là  que  la  courbe  a  une  infinité  de  développées.  Si  la 
courbe  est  plane,  la  surface  polaire  est  un  cvlindre,  dont  la  section 
droite,  intersection  du  cylindre  avec  le  plan  de  la  courbe,  est  une 
développée,  qui  coïncide  avec  le  lieu  des  centres  de  courbure. 

Si  la  courbe  n'est  pas  plane,  et  que  a  soit  le  centre  de  courbure 
du  point  A,  Aa  ne  sera  pas  langent  au  lieu  des  centres  de  cour- 
bure [663].  Donc  ce  lieu  ne  coupe  chaque  développée  qu'une  seule 
fois  ou  qu'un  nombre  limité  de  fois. 

666.  Si  l'on  fait  tourner  le  plan  normal  Aaa  autour  de  aa, 
jusqu'à  ce  qu'il  vienne  s'appliquer  sur  le  plan  nonnal  suivant, 
Ala'cn'aoL,  A  décrira  un  arc  de  cercle  autour  du  centre  de  courbure 
de  la  courbe  en  A,  et  viendra  se  placer  en  A',  tandis  que  Aa  dé- 
crira un  cône  droit  autour  de  l'axe  aa.,  pour  venir  s'appliquer 
sur  A' a'.  Donc  l'angle  Kaa  =  A! aa,  et,  par  suite,  lorsque  le  plan 
normal  en  A  tourne  autour  de  l'axe  de  courbure  pour  venir  passer 
par  A',  la  ligne  A'aa',  dans  le  dévelop|ienient  de  la  surface  polaire 
sur  un  plan,  se  trouve  recouverte  par  Aa.  Donc  la  développée 
devient  une  ligne  droite.  Ainsi  toutes  les  développées  sont  des 
lignes  géodésiques  de  la  surface  polaire,  c'est-à-dire  qu'elles 
jouissent  de  la  propriété  d'être  les  lignes  les  plus  courtes  que  l'on 
puisse  mener  sur  la  surface  entre  deux  de  leurs  points.  Ce  sont 
les  courbes  qu'affecterait  un  fil  tendu  sur  la  surface  entre  deux 
points  donnés  sur  celle-ci. 

De  là  un  moyen  mécanique  pour  décrire  une  courbe  d'un  mou- 
vement continu,  à  l'aide  d'un  fil  dont  un  point  A  est  placé  en 
un  point  donné  de  la  courbe,  tandis  que  les  deux  moitiés  du  fil 
sont  tendues  sur  la  surface  polaire  suivant  deux  développées  diffé- 
rentes. En  déroulant  les  deux  branches  du  fil,  le  point  A  décrira  la 
courbe. 

Si  on  laissait  le  ooint  A  fixe,  ainsi  que  son  axe  de  courbure  aa, 
et  que  l'on  développât  la  surface  polaire  sur  le  plan  Kaa,  les  deux 
développées  viendraient  se  placer  sur  les  prolongements  des  deux 
normales  au  point  A,  le  fil  reslant  toujours  librement  tendu.  Donc  si, 
au  lieu  de  faire  mouvoir  la  surface  polaire,  on  fait  mouvoir  son  plan 
tangent  Kaa,  les  deux  branches  du  fil  formeront  toujours  un  angle 
constant.  Et  réciproquement,  une  ligne  située  dans  le  plan  tangent 

10. 
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mobile,  cl  faisanl  avec  x\  un  angle  constant,  sera  constamment 


tangente  à  une  seconde  développée  de  la  courbe  A  A' A"  A'". . .  . 

Si  la  courbe  donnée  est,  par  exemple,  une  développante  du 
cercle,  toutes  ses  développées  seront  des  hélices  tracées  sur  le 
cylindre  qui  a  pour  base  la  développée  plane,  c'est-à-dire  le 
cercle. 

(3(37.  On  a  les  équations  diflc-renticlles  des  développées  d'une 
courbe,  en  écrivant  : 

1°  Que  la  tangente  à  la  développée  rencontre  la  courbe  pro- 
posée, ce  qui  donne  les  équations 

.     ,  S  —  X  r.  —  Y        Z  —  z 


d\ 


2°  Que  cette  tangente  est  située  dans  le  plan  normal  à  la  courbe, 
ce  qui  donne 

(8)  [■%  —  x]dx+  [r.  —y]dy  -f- (  ?  —  z)  f';  =  O. 

De  ces  équations,  il  résulte  que  : 

1°  En  remplaçant  \ — x,  r, — j,  "(  —  z  par  les  quantités  qui 
leur  sont  proportionnelles,  en  vertu  des  équations  (7),  on  a 

(g)  (/;  tir  -F  dr,  dy  4-  dÇ  dz  =  o, 

ce  qui  exprime,  comme  on  devait  s'y  attendre,  que  la  tangente  à 
la  développée  est  normale  à  la  courbe. 

1°  En  difrérentianl  l'équation  (8)  et  ayant  égard  à  la  condi- 
tion (()),  il  vient 

(,o)  (5  -  r]dKv  -r-  [r.  -  f)  d'^f  +  [t  -  z]  d^  z  =  dsK 

Or  l'ensemble  des  équations  (8)  et  (10)  représente  la  surface  po- 
laire [664].  Donc,  comme  nous  l'avions  déjà  vu  d'une  autre  ma- 
nière [665],  toutes  les  développées  sont  situées  sur  la  surface 
polaire,  ce  qui  fait  déjà  connaître,  sous  forme  Hnie,  une  équation 
commune  à  toutes  ces  courbes. 

3°  En  appelant  d'y  l'élément  d'arc   de    la   développée,  et  p  la 
distance  Ax  des  points  {jc,j,  z)  et  (^,  r,,  ^) ,  les  équations  (i) 
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donnent 


"1  "<?  _     \/d^^-hd^^-hd-C,^ 


Or,  en  vertu  de  l'équation  (8),  le  numérateur  de  la  dernière  frac- 
tion est  égal  d  pdp;  donc 

±P    =p4,      d'où      do  =  ±,h, 
ai         du-  ' 

propriété  analogue  à  celle  que  nous  avons  démontrée  [o^?]  pour 
les  développées  planes  des  courbes  planes. 

4"  Pour  obtenir  l'équation  générale  des  projections  des  déve- 
loppées sur  le  plan  des  xj,  par  exemple,  on  tirera  des  équations  (8) 
et  (fo)  les  valeurs  de  ^  et  de  la  variable  indépendante  t  en  fonction 
de  5  et  de  n,  ce  qui  donnera  aussi,  au  moyen  des  équations  de  la 
courbe,  les  valeurs  de  x  et  de  y  en  Ç  et  r,.  En  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'équation 


dn 


on  aura  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  ^,  r,, 

dr, 

— i)  dont  l'intégration  donnera  une  équation  finie  entre  H)  'fi  et  une 

constante  arbitraire.  Cette  relation,  jointe  à  l'équation  de  la  sur- 
face polaire,  représentera  toutes  les  développées  de  la  courbe 
proposée. 

§  IV. 

COURBUEE    d'vHE    SURFACE    EN     UN    POINT    DONNÉ. 

6G8.  Proposons-nous  d'étudier  les  lois  qui  régissent  la  courbure 
des  diverses  courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  une  surface  par  un 
de  ses  points. 

Soit  MAI'  {fig.  63)  une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  sur- 
face, et  soit  MM"  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  oscu- 


i5o 
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laleur  à  celle  courbe  au  jioinl  AI.  Du  poinl  M',  inliiiinu'iil  voisin 
de  M,  abaissons  M'P  perpendiculaire  sur  le  plan  osculalcur; 
menons  PM"  perpendiculaire  sur  MM",  el  joignons  les  |)oinls  M', 
M".  Le  plan  MM'M"  ayant  pour  limile  [CiO|  le  plan  langent  à  la 
surface,  puisque  M'M"  l'ail  un  angle  fini  avec  MM',  l'angle  M'M"P 
sera  fini,  si  le  plan  osculalcur  de  la  courbe  MM'  fait  un  angle  fini 


rie  G.i. 


avec  le  plan  laiigenl  à  la  surl'ace  en  M.  Donc  M'P  et  M'M"  sont 
des  infiniment  petits  du  même  ordre,  et  par  conséquent  M'M"  sera 
du  troisième  ordre  [032].  On  pourra  donc  négliger  M'M"  toutes 
les  fois  que  l'on  n'aura  à  tenir  compte  dans  le  calcul  que  des  infi- 
niment petits  du  second  ordre,  pour  la  reclierclie  des  limites  de 
rapports.  11  en  est  de  même  de  la  dilfêrence  de  longueur  entre 
MM'  et  MM",  laquelle  sera  infiniment  petite  d'ordre  supérieur  au 
second;  donc,  dans  le  calcul  de  la  courbure  de  la  courbe  MM'  au 
point  M,  on  pourra  substituer  à  celle  courbe  la  section  plane  MM", 
faite  par  son  plan  osculalcur. 

Donc,  pour  étudier  les  courbures  des  dilférenles  courbes  que 
l'on  |)cul  liacer  sur  une  surface  par  un  point  donné,  il  suffit 
d  étudier  les  courbures  de  loules  les  secliu/is  jilnties  de  la  surface 
menées  par  ce  j)oinl. 

669.  Th(''ori'ine  de  iMeusnier.  —  Si  l'on  considère  toutes  les 
sections  planes  qui  ont  même  langenlc,  les  courbures  de  loules 
ces  sections  sont  liées  par  nue  relallon  très-simple  à  la  courbure 
de  la  section  nonnalo  menée  par  celle  tangente. 

Soient  MT  [Jig.  (>4)  la  tangente  commune,  MM'  la  section  nor- 

Fig.  6.',. 


maie,  et  MM"  une  section  oblique,  dont  le  plan  fait  avec  celui  de 
MM'  un  angle  e.  Par  le  poinl  T  de  la  tangente,  infiniment  voisin 
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du  point  M,  menons  un  plan  perpendiculaire  à  cette  tangente,  qui 
coupe  les  deux  courbes  en  M'  et  en  M".  Les  distances  M'T,  M"T 
étant  du  second  ordre  [oOi],  les  arcs  MM',  MM"  ne  différeront 
de  MT  et  entre  eux  [SW]  que  d'infiniment  petits  du  troisième 
ordre.  De  plus,  les  angles  M'MT,  M"MT  des  cordes  avec  la  tan- 
gente sont  les  demi-angles  de  contingence  [541]  correspondants  à 
la  longueur  d'are  MM'=  MM"=  ds;  donc  les  rayons  de  courbure 
des  deux  courbes  sont 


ds 


P  = 


,h'- 


2  M'MT        2  M'T 


ds 


2M"MT 


2M"T' 


D'aulrc  part,  le  triangle  M'M"T  est  rectangle  en  M',  puisque  le 
plan  MM'M"a  pour  limite  le  plan  tangent,  lequel  est  perpendicu- 
laire au  plan  normal  MTM';  donc  M'T  =  M"Tcos£,  et  par  suite 


670.  Autrement,  prenons  le  plan  tangent  pour  plan  des  xj  et 
la  section  normale  pour  plan  des  zx.  Soient.rOit  {fig.  65)  le  plan 

Fig.  65. 


de  la  section  oblique,  u  son  ordonnée  parallèle  à  Ou.  Son  rayon 
de  courbure  sera 


{dt 


du^  ] 


d.vd^  u 


Or  on  a 

z  --  u  ces:,     y  ~~  u  sine,     dz  =^  du  ces:  =^ pd.v  ■+-  qdj\ 
d^z  —  d^  u  ccist,      dy  =  du  sins. 

De  plus,  puisqu'on  a  pris  le  plan   tangent  pour  plan  des  xj,  on 
doit  avoir /^  =  i^  =  o,  d'où  résulte,  aux  infiniment  petits  près  du 
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second  ordre, 

dz  =  G,       fiu  =  O,       rf)'  =  G; 

puis,  /•,  s,  t  représentant  les  dérivées  partielles  du  second  ordre 
d'-z       (Y-z      d^z 

d-Z  —  pcP.r  +  qcr-y  -+-  rdr'-  -{-  isd.cdy  +  tdy'^  —  r dx^  ; 

donc 

d-u=  ~^d.r^. 

COS£ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  p'    il  vient 

,       coss 

Pour  E  =  o,  p'=  -  =1^  le  rayon  de  courbure  p  de  la  section  nor- 
'         r  '  ' 

niale  ;  donc 

p'  =  p  COSî. 

On  conclut  de  là  que  si,  sur  p  comme  diamètre  et  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  tangente  commune,  on  décrit  un  cercle,  ce 
cercle  sera  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes  les  sections 


671.  Théorème  d' Euler.  —  Considérons  maintenant  les  cour- 
inires  des  diverses  sections  normales  menées  par  un  même  point 
de  la  surface. 

En  supposant  toujours  que  le  plan  tangent  en  ce  point  soit  pris 
pour  plan  des  xy,  on  a,  pour  x  etj   inliniment  petits, 

s  =  -  (r.i--  +  isjry  -i-  tj--)  -f-  Sj, 

£;)  étant  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre;  donc  la  surface  se 
confond,  aux  infinlmenl  petits  près  du  troisième  ordre,  avec  le 
paraboloide  qui  a  pour  équation 

c  =  -  [rjn-  +  25.rj  -\-  tj-], 
et  que  l'on  nomme  le  paraholotde  oscillateur  à  la  surface  au  point 
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considéré.  Les  sections  normales  de  ce  paraboloïde  ont  donc  même 
courbure  que  les  sections  correspondantes  de  la  surface. 

Soit  une  section  normale  quelconque,  menée  par  l'axe  M:;  et  le 
point  M'(j:,  j,  z),  infiniment  voisin  de  M.  On  a,  aux  infiniment 
petits  près  d'ordre  supérieur  au  premier, 


MM'  =  <^x-'-i-f^  H-  c-  =  ^j:^  -f-  /-. 


D'ailleurs  l'angle  de  contingence  d-  =  ]nï^;  donc  la  courbure  de 


3  z 
MM 
la  section  a  pour  valeur 


p         MM'        MM'- 

Si  l'on  appelle  cf  l'angle  du  plan  r^IM'  avec  le  plan  des  zx, 

on  aura 

.r  =  MM'.cosy,    j-^MM'.sino, 

d'où 

,  ,         I        r.r-  -i-  isxr  -h  t}'-  „  .  .  , 

I  -^ — 7T '—  =  rcos-î» -{- 2.f  sin-ji  coso -;- ïsin-'j. 

^   '        p  MM'-  '  '        ' 

En  considérant  maintenant  tous  les  points  de  la  section  faite 
dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  mené  à  une 
distance  infiniment  petite  (du  second  ordre  par  rapport  aux  di- 
mensions de  la  section)  de  ce  plan  tangent,  les  courbures  -  des 
sections  normales  passant  par  ces  divers  points  seront  proportion- 
nelles aux  inverses des  carrés  des  demi-diamètres  de  cette 

MM'- 

section,  qui  est  une  courbe  du  second  degré,  avant  pour  équation 
( 2 )  r:c-  -f-  isxf  -H  tj^  =z  2z^  const. 

Cette  courbe  s'appelle  Y  indicatrice  de  la  surface  au  point  M.  On 
peut  la  remplacer,  dans  cette  étude,  par  une  conique  semblable 
quelconque. 

La  discussion  de  ces  demi-diamètres,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  la  discussion  directe  de  l'équation  (i),  fera  connaître  les 
valeurs  de  la  courbure  tout  autour  du  point  M. 

672.   Si  l'on  mène  les  axes  principaux  de  la  conique,  lesquels 
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coiTcspondcnl  aux  valeurs  maximum  cl  ininiiiuun  du  carre  du 
dcmi-diamclre,  on  aura  les  sections  principales  de  la  surface,  cor- 
respondantes  à   un    miniiniim   cl    à   un  maximum  de  la  courlnire. 

Pour  trouver  ce  maximum  et  ce  minimum,  considérons  -  comme 

Cl 

une  fonction  de  o.  On  aura 

D, -  =  2(^—  ;-)cosysiny  H-'î.v(cos-y  —  ûn-f)  =  [t  —  r)  sinay  -i-  iscos7.!f, 

quantité  qui  s'annulera  pour 

"    ^       r  —  t 

Cette  valeur  de  tangacj'  déterminera  deux  directions  rectangulaires 
entre  elles,  répondant  aux  angles  cfi,  cfo.  On  a  ensuite 

1,1,,  .  COS'î'jP  r,  V»         /    ,, 

.-  D|  ~  —  (;  —  r]  cosîffl  —  ■y.s  sin2'j  = \[r~  t]- -h  4*  ]. 

•î         0  /■  —  t 

quantité  qui  cliange  de  signe  lorsqu'on  fait  tour  à  tour  çp  --  ç,  et 
Q  r=  Œo  -.—  ©1  -i-  -  ;  donc  l'une  des  directions  répond  à  un  maximum 

de  -î  1  autre  a  un  minimum. 

0 

673.  Si  l'on  prend  les  axes  principaux  de  l'indicatrice  pour 
axes  coordonnés,  le  terme  en  :n  disparaît.  On  a  donc  alors  .«  =  o. 
Ainsi  les  axes  principaux  de  l'indicatrice  ont  la  propriété  de  faire 

évanouir  —i  lorsqu'on  les  lu'cnd  iiour  axes  des  .r  et  des  i ,  ce 

Ô.r  ()r  111 

qui  simplifie  l'expression  de  la  courbure. 
Si  l'indicatrice  est  une  ellipse,  ou  si  l'on  a 

it  —  s-  >.  o, 
il  vient  alors 

quantité  de  signe  constant,  comme  l'est  aussi  p  ;  donc  alors  la  sur- 
face est  tout  entière  d'un  même  côté  du  plan  langent  :  elle  est  dite 
uiiicorn'exe. 

Si  l'indicatrice  est  un  cercle,  toutes  les  valeurs  de  p  sont  égales 
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entre  elles.  Le  point  de  la  surface  est  dit  alors  un  ombilic  ou  un 
point  de  courbure  spherit/ue. 

Dans  le  cas  de  l'indicatrice  elliptique,  on  a,  au  point  considéré, 
un  maximum  ou  un  minimum  de  lordonnée  z,  perpendiculaire  à 
un  plan  parallèle  au  plan  tangent.  On  voit  alors  quelle  est  la  signi- 
fication géométrique  de  la  condition  /'i — s'-j>o,  qui  doit  avoir 
lieu  [403]  pour  que  la  fonction  z  ait  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum. 

Si  l'indicatrice  est  livpcrbolique,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

Il  —  .<"<C  o, 

cette  indicatrice  se  composera  des  deux  hyperboles  conjuguées, 
dont  l'une  correspondra  aux  valeurs  positives  de  z  et  de  p,  l'autre 
aux  valeurs  négatives.  Les  asymptotes  seront  les  lignes  de  sépara- 
lion  des  deux  régions  de  la  surface  dont  les  coui'bures  sont  de 
sens  contraire  :  elles  sont  tangentes  à  l'intersection  de  la  surface 
avec  le  plan  tangent,  et  elles  correspondent  aux  valeurs  de  l'angle  (p 
données  par  Icquation 

~~  .t±  i/.v-  —  rt 

UM"'j-— ï 

o,  < 

Pour  ces  directions,  on  a  la  courbure  -  ^  o.  Ce  sont  les  sections 

0 
1 

de  courbure  nulle. 

Si  l'on  a 

ri  —  .V- --  o, 

l'équalion  de  l'indicatrice  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(3)  -  (;-a-H-.ïj)2  =  2z, 

et  elle  représente  deux  droites  parallèles,  dont  la  direction  corres- 
pond à  -  ^=  o.  Pour  toutes  les  autres  directions,  -  a  un  signe  con- 
stant; -  est  maximum  pour  la  direction  perpendiculaire  aux  droites 
(3),  c'est-à-dire  pour  une  valeur  de  (jj. telle  que  l'on  ait 


tan 


«?---- 
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67i.  Soient  R,R'  les  iyijotis  de  courbure  principaux,  c'est- 
à-dire  les  rajons  de  courbure  des  sections  principales.  Les  demi- 
axes  de  l'indicatrice  seront  y'azR  et  ^2zR',  et  l'équation  de  l'in- 
dlcalrice,  rapportée  à  ces  axes,  sera 

.T-        r° 

—    -4-    —    =23, 

R        R'  ' 

d'où  l'on   tire,   en  posant  [671]  a:  :=  MM'cosq,     j' =  MjM' siny, 
MM' 2 

■^  2Z 


(4) 


I         ros-y        sin-y 


Telle  est  l'expression   de   la  courbure    d'une  section  faisant  un 
angle  cf  avec  la  section  principale  dont  la  courbure  est  —  • 

Pour  ri  —  s-  =  o,     R'=:  ao  ,  et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

I         ros-  '^ 

R  étant  le  minimum  du  rayon  de  courbure. 

Si  l'on  désigne  par  p,   le  rayon  de  courbure  de  la  section  per- 
pendiculaire à  celle  que  l'ait  l'angle  '^  avec  l'axe  des  x,  la  formule 

(4)  donnera,  en  changeant  cji  en  cp  -)-  -  , 


d'où  l'on  tire 


ce  qui  correspond  à  une  propriété  connue  des  diamètres  rectangu- 
laires d'une  conique. 

Pour  j't  —  .9-=  o,  cette  dernière  relation  se  réduit  à 

I         I  I 

['        pi        ^'■ 

GTo.   Soit  M'  [Jig-  ()())  un  point  quelconque  de  l'indicatrice. 


I 

= 

sm-y 

+ 

cos- 1) 

Pi 

R 

IV 

? 

+ 

I 
Pi 

= 

I 
II 

I 
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La  tangente  à  l'indicatrice  en  ce  point  est  parallèle  au  conjugué 
du  diamètre  inM',  mené  au  point  de  contact.  Si  Ion  mène  par  M't 
le  plan  tangent  à  la  surface,  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  tangent 
en  M  sera  parallèle  à  M't,  et  par  suite  aussi  au  diamètre  conjugué 

Fig.  66. 


de  niM'.  Donc  cette  intersection  et  le  diamètre  riiM'  ont  pour 
limites  respectives  deux  tangentes  à  la  surface,  MT  et  MT',  paral- 
lèles à  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice.  Ces  tangentes 
sont  dites  des  tangentes  conjuguées,  et  les  sections  normales  cor- 
respondantes, des  sections  conjuguées. 

Si  p  et  p'  sont  les  rayons  de  courbure  de  ces  sections,  a  leur 
angle,  on  a,  par  les  théorèmes  d'Apollonius, 

p  +  çi'  ==  R  4-  R',     pr>'  siu-  c.  =  RR'. 


§  V. 

CALCUL     DES      ÉLÉMENTS      DE      LA      COURBURE      d'uKE      SURFACE 
EN   UN  QUELCONQUE  DE  SES  POINTS.  OMBILICS. 

676.  Soient,  sur  une  surface,  M  et  M'  deux  points  infiniment 
voisins;  MJX,  M'N'  les  normales  à  la  surface  en  ces  points  ;  MAM' 
la  section  normale  de  la  surface,  faite  par  le  plan  NMM'  (Jig-  67)  ; 
O  le  centre  de  courbure  de  cette  section,  dr  son  angle  de  contin- 
gence. 

Si  nous  menons  les  plans  tangents  en  M  et  en  M',  l'intersection 
BB'  de  ces  deux  plans  et  la  corde  MM'  auront  pour  limites  deux 
tangentes  conjuguées.  Soit  0  ;=  MAB  l'angle  de  ces  deux  tan- 
gentes. 

Parles  normales  MN,  M'N'  menons  deux  plans  perpendiculaires 
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à  BB'.  Ces  plans  dolcrmineronl  la  plus  courte  distance 

(les  deux  normales  infiniment  voisines.   BB'  est  la  projection  de 

Fig.  li-. 


\   6,^-' A  11' 


MAM'=  ds  sur  une  direction  faisant  avec  ds  l'angle  9.  Donc  cette 
plus  courte  distance  aura  pour  expression 

(i)  0  =  f/.v  CCS 9. 

Les  normales  en  deux  points  infiniment  voisins  ne  se  rencontrent 
donc  que  lorsqu'on  a  cos9  =  o,  ou  lorsque  les  deux  tangentes  con- 
juguées sont  rectangulaires  entre  elles,  ce  qui  a  lieu  seulement 
lorsque  MM'  est  une  section  j>rincipnle. 

677.  Menons  par  M'  une  parallèle  M'Q  à  MN.  Les  deux  droites 
M'O,  M'N'  étant  perpendiculaires  à  AM',  leur  plan  sera  perpendi- 
culaire au  plan  NMAM'QO,  qui  passe  par  AM'.  Donc  l'angle 
Irièdre  M'OQN'  est  rectangle  suivant  M'O. 

Déplus,  les  plans  B'M'QN',  OM'N'.  respectivement  perpendi- 
culaires à  AB',  AM',  font  entre  eux  le  même  angle  0  que  ces  deux 
droites. 

Si  donc  on  désigne  par  cIm  l'angle  QM'N'  des  deux  normales 
ou  des  deux  plans  tangents  en  M  et  en  M',  et  par  Jij;  Vtingle  de 
déi/iation  de  la  normale,  c'est-à-dire  l'angle  OM'N' que  fait  la 
normale  en  i\l'  avec  le  plan  NMM'Q  de  la  section  normale  en  M, 
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l'angle  trièdre  M'ON'Q  sera  mesuré  par  un  triangle  sphérique  in- 
finitésimal, qui  aura  pour  angles  -»  Q, 6.  et  pour  côtés  res- 
pectivement opposés  f/«,  c/t,  d'\.  On  aura  donc 

2  c/oo  =   ^—   = • 

^  sm  6        cos  6 

Pour  obtenir  enfin  la  dislance  du  point  M  au  pied  N  de  la  per- 
pendiculaire NN',  commune  aux  deux  normales  consécutives,  me- 
nons NQ  perpendiculaire  à  M'Q  (et  parallèle  à  MM');  N'Q  sera 
aussi    perpendiculaire    à   M'Q    (et    parallèle    à    B'M').    L'angle 

N'QN  =  B'M'A= -  — 9;    l'angle    N'NQ  =:^  B'AM'=  9,    d'où 


NN'Q=  -j  et  par  suite  NN'  est  perpendiculaire  au  plan  M'N'Q. 

D'ailleurs   NQ  !.-.:=  f/^  :    donc    N'Q  ==  M'Q. <fw  :=:</,«  sin 6,    et    par 
suite 

(3)  M' Q  =z  MN -:=  4^  sin 9. 

D'après  ces  équations,  si  nous  connaissons  cIm  et  6,  nous  en 
pourrons  déduire  les  valeurs  des  angles  dz,  d<p  et  des  distances  J, 
MN,  d'où  l'on  tirera  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 

MM',p^J. 

678.  En  appelant  a,  |3,  y  les  cosinus  des  angles  que  lait  la  nor- 
male MN  avec  les  axes  coordonnés,  on  a  d'abord  [653] 


Pour  avoir  0,  il  faut  chercher  l'inlerscction  des  plans  tangents 
en  M  et  en  M',  puis  l'angle  que  celte  intersection  (ait  avec  MM'. 
L'équation  du  plan  tangent  en  M  est  ^ 

«(ï  -  .1-)  +  Pir,~J-)  H-  7(^-2)  =  «>• 

En  dlfTérentiant  celte  équation  par  rapport  aux  coordonnées  de  la 
surface  [556],  et  remarquant  que  l'on  a,  par  la  propriété  de  la  nor- 
male, 

(  5 )  acU  -{-  p  cly  +  7  cfe  =  o, 


A 

B 

C     ^ 

dp 

V 
dy 

,        B  :-^ 

7 
dy 

a. 

,      C  = 

a 

S 
r/5 
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on  trouve 

da.[t  —  x)  -i-dp[r,  —y]  4-  dy['C  —  z]  =  o. 

En  combinant  ces  deux,  équations,  il  vient,  pour  les  équations  de  BB', , 

Ç  —  .r         15  —  Y         ï  —  ; 

en  posant 
A  = 

On  a  maintenant 

A^  +  B-  +  C-  =  (pdy~ydpY--h... 

=  {P'-  +  y^)d«.'-  +  ...—  2{Pydpdy+...) 
=  (  aM-  (3"-  H-  y-'  )  (  du-  +  d^-  -h  dy'-  ) 

—  l[Pyde,dy +  ...)—  (a^ ./«-  +  .  ..) 
=  (  «^  +  ;3^  +  V^  )  (  ./a^  -H  d'f-  -r-  ^/■/■'  )  -  («  ^/a  H-  iS  rf^S  -l-  7  ./y)  % 

ou,  à  cause  de  a-  -+-  fi-  -h  7-  =  i ,  d'où  a  dy.  -+-  [l)  d'fi  -[-yd-/=^o, 
A-  -(-  B-  -h  C-  =  f/«-  4-  dp"  +  <f"/-  =  </m-. 

Donc  les  cosinus  des  angles  de  BB'  avec  les  axes  sont 

A     JL     il 

f/w  dfji         du 

Les  cosinus  des  angles  de  MM'  avec  les  axes  étant 

dx       dr        dz 
ds         ds        ds 

on  en  conclut,  pour  le  cosinus  de  l'angle  cherché, 
Adr  -]-'Bdr  -hCdz  I 


(6) 


COSO  : 


du  ds 


do>  ds 


«       P       V 

du      dp      dy 
dx     dy     dz 


Par  conséquent, 

[d<^ds  siii5)'  =  [A-  -r-  B^  +  C°- )  [dx''-  +  df-  +  dz"- 1  —  [kdx  +  Tidy  -\-Cdz]^ 
B      C 
dy     dz 


C       A 

dz     dx 


A       B 

dx     d) 
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Or  on  a 


iGi 


B       C 

<lj     (h 


=    -/du  —  y.  tly  ^j  dz  —     v.  di  —  î  dv.  ]  dy 

=z  da.[v.  dx  ^  ^j  dy  -,    y  dz ]  —  '/.[ dx d.r  -\-  . 

m,  en  vertu  Je  Téquation  (5), 


B       C 

dy     dz 


rx[d'j.d.r  +  dfjdy  ~-  dydz), 


Cl  de  même  pour  les  termes  analogues.  Donc,  à  cause  de 

«-  -4-  i-  -,-   y-  =  I , 


on  a 


sinS  — 


dv.d.r  -f-  dpdy  -+-  dydz 
duds 


On  conclut  de  là  et  des  équations  (a] 


d-:  =;  du  sin  Ô  : 


dy.d.r  -!-  d^dr  -\-  dydz 
ds  ' 


d'j  =z.  dw  ces 6  =  — 
'  d\ 


y.         S         y 
dv.     dp      dy 
dx     dy     dz 


10 


I   d7  dy.d.r  -^  dpdy  -\    dydz 

p         ds 


ds^ 


679.   Si  Ton  suppose  l'équalion   de  la  surface  donnée  sous  la 
forme  V[x,j  ,  z)  =  o,  et  que  Ton  représente  par 

(il)  Xdx  +  Ydy  -hZdz=:o 


sa  dilTérentielle,  on    aura,   en  posant  S  =y/X--j- Y--)- Z-,  pour 
abréger, 


X  Y  Z 


H.  —  Cours  de  Cale,  infinie.,  II. 


I  I 
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d'où  l'on  tire,  par  un  calcul  scnihlable  à  celui  ilu  n"  660, 


1         / 

5'  Y   L/Y      ., 


Y       Z 

•/Z 


Z     XI-     I  X     y 

^/Z     <ix\    "*"     ^/X     ^/Y 


On  a  ensuite,  à  cause  de 


Y        Z 

S         S 

s      s 


!    t/tl       rll)      (le 
\    ,h:      ,Iy      (Iz 


I   I   Y       z 


etc. 


I 


X       Y      z 

r/X     (/Y     (17. 
(Ix      (Ir      (h 


en    désignant    par  A  le   dernier  déterminant.    De    plus,    à    cause 

de  (II), 

X                Y         ,    ,Z       ilX(LT-^(Pi:dr  +  (IZdz 
(l^d  -  +  dyd  -  -i-  (hd  g  == g- 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (6),  (7),  il  \icnt 

f/Xf/.r  -1-  dYdr  -f-  f/Zf/z 


1 3  )  cos  9 


S^dsdr., 


Sill5: 


s  f /.v  f /w 


d'où  l'on  lire  ensuite  les  expressions  de  ch,d'!^,  0,  etc. 

Si  l'on  introduit  les  dérivées  partielles/;,  1/ .  il  vient,  en  |30sant 

l  =  \lp- -{-(/- -h  I, 

d'où  l'expression  (12)  devient 

( ,  /j  )  '''"  =  ip  v/;^+  dq'  +  (;> rf7-  7 dp)K 
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Un  u  ensuite 

,    w,  ,        ^pdq  —  q  dn]dz -^  dndr — dpdr        .  dpil.r -{- dq  dy 

1 5  )    cos  s  =-:. ^-^, — ^-1 "—i-  ,     sni  5  =    ' 


k^  dr,t  ds 


k  d<3>  ds 


On    peut    parvenir  d'une    autre    manière   aux   formules  précé- 
dentes. Les  équations  de  la  normale  étant 


£  —  X  T,  —  Y 

=      Y 


X  Y  Z 

on  a  [630],  pour  la  distance  des  deux  normales  consécutives, 

A 


^' 


Y 

Z 

+ 

Z 

X 

■J. 

+ 

X 

Y     j' 

d\ 

dL 

1 

dL 

d\. 

dX 

dY  1 

On  voit  d'ailleurs,  comme  au  numéro  précédent,  que  le  dénomi- 
nateur de  cette  expression  a  pour  valeur  S'-d'o.  Donc  l'équa- 
tion (  i)  donnera 

-  rî  A 

cos 9  =  — 


ds        S'dxd',) 


On  obtiendra  ensuite  sinS  comme  au  n°  (j78. 

En  faisant  \  --^  x,  \  =^  Q,  ï  =^  y,  S  ^=:  i ,  on  aurait  les  formules 
(lu  n"i}~H. 


080.  Délpriiiinalion  des  sections  pii/icipales  et  des  rayons  de 
courbure  principaux.  — ■  Si  MM'  est  une  section  principale,  on 
doit  avoir  [676]  cos0  ^^  o,  c'est-à-dire  [678] 

kd.r -hlàdy +  Cdz=^0, 

équation   qui,  jointe   à  l'équation   (j),  xdjt  -{-  Bdj  -{--ydz^zo, 
donne 


d.i  :  f/>  ;  dz  -■ 


Or 


B 

c 

c 

A 

A 

B 

S 

V 

7 

« 

a 

S    1 

B     C 


—  7(7  dc^.  —  «  dy  )  —  8  (  a  df:)  —  S  du  ) 

=  da.  { «'  +  p  -h  7-  )   -  «  [  «  <•/«  -1-  S  f/5  -h  y  dy]  =  ^/k, 

II  . 
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Cl  de  mémo  pour  les  autres.  Donc  les  seclions  principales  sonl 
déterminées  par  les  équations 

,  r-\  '''"       '''i'       d^ 

([ui  sont  la  conséquence;  lune  de  l'autre,  comme  on  le  \()il  en 
ajoutant  les  rapports  terme  à  terme,  après  avoir  multiplié  leurs 
deux  termes  respectivement  par  a,  [5,  7,  et  ayant  égard  à  l'équation 
(j)  et  à  ce  que  a.dc.-\-  fidft/  -\-  y  cly  =  o. 

Si  l'on  élimine  ::  et  dz  entre  les  équations  (16)  et  l'équalion  de 
la  surface  [dont  les  équations  (16)  comprennent  la  difTérenticUe], 

on  obtiendra  une  éfiuation  différentielle  entre  a\'}  et  ^-■>  oui  dé- 

elr      ' 

terminera  le  coefficienl  d'inclinaison  de  la  projection  de  In  tan- 
gente à  la  section  principale  sur  le  plan  des  a  y. 

De  plus,  sinÔ  étant  égal  à  l'unité,  on  a,  pour  une  section  |>riii- 
cipale, 


fh  ^  du  —  i/cla-  -+-  dS^  - 


'V  . 


et  par  conséquent  les  équations  (iti)  donneront 

di:         dy         dz  ds 

du.         d('i         dy    -  dz 

Si,  après  l'élimination  de  dz,  on  pose 

f/a  =  «I d.r  -+-  a, dy,      dp  z=  Sj dj-  -t-  S,  dy, 


dr 
dJ- 


les  équations  précédentes  pourront  s'écrire,  en  prenant  pour  11  le 
signe  inférieur,  d'après  ce  que  nous  verrons  plus  loin, 

(■7)  «,+  .w«=.;5,l+,S,=  -i. 

On  en  lire  d'abord 
(18)  «,;«5+(a,-,S,)m-p,=  o, 

équation  qui  donne  pour  m  deux  valeurs,  correspondantes  aux 
deux  seclions  principales,  et  à  chacune  desquelles  appartient  une 
valeur  de  R. 

On  pourrait  aussi  former  directement  l'équation  du  second  de- 
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gré  qui  donne  les  clenx  rayons  de  courbure  principaux.  En  efïet, 
si  l'on  égale  entre  elles  les  deux  valeurs  de  m  en  fonclion  de  — ■■ 


que  donnent  les  équations  (17),  on  a 


77  +      «1   +, 


K 


Pi     (5.  I 


Une  des  courbures  principales  est  nulle  [673]  lorsqu'on 


,Sl       ?: 


681.  On  peut  parvenir  aux  équations  (16)  d'une  autre  manière. 
Si  MM' est  une  section  principale,  l'équation  (1)  donne  â  =  o; 
partant,  les  normales  à  la  surface  aux  points  M  et  M' se  rencontrent. 
De  plus,  des  équations  (a)  et  (3),  jointes  àsinô=i,  il  résulte 
MN  =  MO  =  R.  Donc  le  point  de  rencontre  de  ces  normales  est 
le  centre  de  courbure  de  la  section  principale. 

Cela  posé,  les  équations  de  la  normale. 


■1  —  .r ï_ 


=:R, 


doivent  subsister  en  même  temps  que  leurs  différentielles  par  rap- 
port aux  coordonnées  de  la  surface,  ce  qui  donne,  en  ayant  égard 
à  (5), 

(t— .r)r/«-4-«(/.r_  {■n—x)r/p^p//y  _  {C  —  x)  dy -h  y  (h 


=  (?- 


lrf«- 


-j]dp  +  [:.-z)dy. 


ou,    en    mettant,   pour    t  —  x,r, — J,'(, — •'>    leurs    valeurs    aPv, 
PR,  7R, 

R  =  (  «  du.  -I-  P  dS  +  y  dy]  =  0 . 

On  a  donc 


(  Ç  —  .i'  )  dv.  -+-  «  d.v 

—  0, 

d'où  l'on  tire 

,       N        dx        df 

dz 
^^1 

y)d'i  4-,3(//r-o, 


■';  — r 


?■ 


«  P  y 

comme  nous  l'avions  trouvé  dans  le  numéro  précédent. 


)dy  -{-ydz  =  o, 


R, 
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682.   Si   l'on   inlriHliiil  les  dérivées  parlicllcs  de  z  par  rapport 
à  X  et  à  y,  on  a,  à  cause  de  d/>  =  rdx  -\-  s  dj  ,  dq  =  sdx  ■+-  tdj, 


du 


,  /;         I,-  dp  —  pk  d/i 


\  ]  dp  —  pq  dq 


/,■»  A-' 


d"oii 


/r'«,=  (î---!-!) '•  —  /"/■■'■ 


/  ■'  a^  —  (  (/^  -(-  I  )  ,s-  —  pqt, 


et  de  même 

P  P,  =  [/;2  +  ,  )  .ç  ^  prjr.      A" p,  =.  (pî  _u. ,  )  ,  ^  p^,. 

Telles  sont  les  valeurs  à  substituer  dans  l'équation   (i8)  et  dans 
l'écpialion  (19),  qui  devient,  en  faisant  —  =3^  h. 


En  développanl  l'expression 


)  «  -H 


[119],  on  trouve  qu'elle  se 


réduit  »  7j  ( /'"  +  7' +  0  ('■' — ^')-   Donc  la  condition  (ao)   jjour 

qu'une  des  deux  courbures  principales  soit  nulle  est  encore  ici, 
dans  le  cas  général,  la  même, 

(  23  )  '/  —  .<"  =  o, 

<pie  dans  le  cas  parlicidier  du  n°  673. 

683.  Nous  avons  démontré,  dans  le  paragraphe  précédent,  (ju"il 
existe  toujours  deux  sections  principales,  et  par  suite  deux  rayons 
de  courbure  principaux  en  chaque  point  d'une  surface.  Il  s'ensuit 
de  là  que  l'équation  (aa)  aux  rayons  de  courbure  principaux  doit 
toujours  avoir  ses  racines  réelles,  d'où  résultera  aussi  la  r('alilé  des 
racines  de  l'équation  (18)  aux  sections  principales. 

On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  directement  comme  il  suit.  La  con- 
ilition  de  réalité  des  racines  de  chacune  de  ces  équations  est  que 
la  quantité 


OMBILICS.  ib; 

soil  positive.  Or  les  valeurs  de  «( ,  aj,  (5| ,  [3n  donnent  identique- 
ment, par  réliminalion  de  s,  puis  de  {(/'-i-  i)  ''  —  {P' ~t~  ')  '> 

[p"-  +  l)«,-/.<7(«,  -  ,9,1  _  (ç5  +  ,  )  ,3,  ^:  G. 

Donc 

^-  [/'(«.  -  s.)  +  27,3,]^  +  («,  -  S,)-^  +  4p-^, 

t|uantité  essentiellement  positive.  Il  en  est  donc  aussi  de  même  du 
lacleur  (a,  —  3o)--i- 4  5^2  ^i .  ce  qui  démontre  la  réalité  des  racines 
des  équations  (i8)  et  (22). 

684.  Pour  que  l'expression  que  nous  venons  de  décomposer  en 
une  somme  de  trois  carrés  soil  nulle,  il  faut  que  chacun  des  carrés 
soit  nul,  et,  par  suite,  que  l'on  ait  [3)=to,  a,  —  ^-x^^^  o,  d'où,  en 
vertu  de  l'identité  précédente,  «2^^  o.  Donc  les  conditions  pour 
que  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  soient  égaux,  ou  pour 
<[ue  le  j)oint  soit  un  ombilic  [673],  sont  que  l'on  ait 

(24  «3  =10,     «1=5,,     Pi— o, 

uu,  en  mettant  pour  ces  quantités  leurs  valeurs, 

(25)  ^^±l^Bl^r±j:. 

^       '  r  s  t 

Ces  équations,  jointes  à  celles  de  la  surface,  déterminent  les  trois 
coordonnées  d'un  ombilic. 

On  peut  encore  tirer  ces  équations  des  équations  (17),  en  expri- 
mant que  la  valeur  de  R  est  indépendante  de  hi;  ou  encore  de 
l'équation  (18),  en  exprimant  que,  toute  section  étant  une  section 
principale,  m  doit  être  indéterminé,  et  par  suite  l'équation  en  lu 
doit  se  réduire  à  une  identité. 

Pour  déterminer,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  R,  on  a,  le  radical 
étant  nul. 

_  «1  4-  p-i 


Si  l'on  désigne  par  ^.  la  valeur  commune  des  rapports  (  25),  et  que 
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Ton  Miel  le  pour  c,=:  ^2  sa  valeur,  il  \uiil 

'  y-  I  <,^  ,,    .       «  k' 

()8o.  Exemple.  —  Clierclions  les  ombilics  de  la  surface  du  se- 
cond degré 

0.1-  +  by-  -\-  c;.-  :=  /,-. 

I^es  cosinus  y-, 'fi,-/  des   angles  de  la  normale   a\ec  les   axes  sont 
donnés  par  les  équations 

—  =  A  =  ^  =  -, 
ttx         hy         cz         iv 

en  posani,  pour  ahréger, 


(r 


=^  \Jti-x-  -)-  b-)  -  -H  c-  2". 


l-'ornions  i'cMpialion  (18)   aux  sections  principales,  ptii>  écrivons 

•   ni-  •  1        ■  /-.  /  •  .       •  .   "''<         '^? 

(111  ellccle\ient  nlenlifiue.  luette  équation  équivaut  a  -,-  =  -,- >  ou 

fi'  iv         ai\'^d,i-  —  n.T.ivdix'        bn-dy  —  by.wdiv 

Or,  en  éliminant  z  au  moyen  de  l'équation  de  la  surface,  on  a 

(1  =  -  -a[,i  ^  c)  .;■'  -H  i  (  //  —  c)  7-  -f-  c/  =  A.f"  +  Bj^  +  ck, 

d'oii  (V'(/i\'  ^  \x  dx  -f-  D  )^/)-.  L'équation  (A)  devient  donc 

((/  —  b]  t\-d.>d)   —  {^a.T  d\   —  l>y  d.r\  tfdif  =  0, 

ou,  en  suijsliliiant,  réduisant,  cl  laisaiil  »i  =  --» 

rl.v 

Ha  .!■}'.  ///"  +  [A/).(  -  —  U'/j  -  —  ['«  —  b]  c/,]  m  —  Ab.r)-  =  o. 
Cette  é(piation  devient  identique,  si  l'on  pose 

xj-  =  0,      A  b.i  -  —  Haj-  —  ( «  —  b]cb  :=  o, 
ce  qui  donni^  deux  systèmes  de  solutions  : 


■  =  o,      bj-  =  —/c 


c 

[" 

— 

b] 

a 

(^ 

— 

<^) 

a 

[b 

— 

c] 

lir\                                    •             7  ••\-        -  I  -       ,  c(n  —  b) 

(II)  J     ^  o,      ci-;=        A' -r-7 '      ax- 7=  k 


b{ci  —c\ 


bla  —  c] 
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Pour  avoir  tous  les  ombilics  possibles,  il  faut  joindre  à  ces  deux 
systèmes  de  solutions  ceux  que  l'on  obtiendrait  en  projetant  sur 
un  autre  plan  coordonné,  sur  celui  des  yz,  par  exemple.  On  rc- 
Irouvc  de  cette  manière  le  système  (II),  avec  le  suivant  : 

III  z^o,      ax-'^k^ -,      by'^.-k-^ ^. 

^       '  c[a  —  6)  c\a  —  b] 

Supposons  A'  positif,  el«^^^c.  Dans  l'ellipsoïde,  le  système 
(II)  sera  le  seul  qui  donne  des  valeurs  réelles  pour  x,y,  z.  On 
aura  alors  quatre  ombilics,  compris  dans  le  plan  du  grand  et  du 
petit  axe.  Dans  l'iiyperboloïde  à  une  nappe,  «  et  i  étant  positifs, 
(;  négatif,  aucun  des  trois  systèmes  ne  donnera  de  valeurs  réelles. 
Dans  riiyperboloïde  à  deux  nappes,  r/^o,  i  et  c  étant  <^  o  ;  ce 
sera  encore  le  système  (II)  qui  donnera  quatre  ombilics  réels. 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  correspondant,  l'équation  (19), 
aj'ant  ici  ses  racines  égales,  donne,  à  cause  de  a^  ^^  (in  (24)  et 
de  -)  =  o, 

<J  ; 

l  =—  iL^lî  —  —  s  = ~  —  —  -  . 

R  2  '  '  Or  II' 

En  effectuant  les  calculs,  et  substituant  les  valeurs  précédentes,  on 
trouve 


R  = 


lack 


()8G.   TnÊoiiiîME.  —  Une  surface  dont  tous  les  points  sont  des 
ombilics  est  une  sphère. 

En  effet,  on  devTa  avoir,  d'après  les  conditions  (24)1  en  chaque 
point  de  cette  surface, 

(A)  «^==^.==°.     '^'=JI=°- 

On  a  d'ailleurs 

V.  dx  -t-  Ç-j  cl)   -H  y  (îz  =  o, 


et  partant 


dz 

dx~ 

a         dz  _ 

7'      ày  ~ 

7 

7 
ày 

O'z 
Ox  0/ 

0^- 
7 
lu' 
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c'est-à-dire,  en  ayant  égard  au\  équations  (A), 

*    '  oj         a.r 

La  relation  «--i- _3-H- y- =  i  donne  d'ailleurs 

ôx         d.v         o-c  dr         Of         or 

Eiraçanl  les  termes  qui  s'annulent  en  vertu  des  équations  (A),  et 
avant  égard  à  l'équation  (B),  il  vient 

Or,  d'après  les  équations  (A),  a  ne  peut  être  que  fonction  de  x, 
cl  (3  ne  peut  être  que  fonction  de j.  Les  dérivées  de  ces  fonctions 
devant  être  égales  entre  elles,  quels  que  soient  x  et -)-,  ne  peuvent 

être  qu'égales  à  une  même  constante.  En  désignant  celle-ci  par  -?  et 

représentant  jiar  (/,  h   d'autres  constantes,  on  en    lire,  par   l'inté- 
gration, 

■r  —  a  .r—l<         ,,   , 

8  ^=  — ~ —  5       d  ou      7  = 


h 
On  a  donc 


adv  A    pdr  {.T — a]d.r -\- [y — l']dy 


doù,  en  intégrant  et  désignant  par  c  une  nouvelle  constante, 
équation  d'une  sphère. 
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LIGNES    DE    COLTlBUUE.   LIGNES    ASY MPTOTIQUES. 

LIGNES    GÉODÉSIQUES. 
THÉORÈME    DE    Dl  PIN     SUR    LES    SURFACES    ORTHOGONALES. 


687.   Lignes  de  courbure. 


Si  l'on  détermine  m  ou 


ll.r 


l'équation  aux  sections  principales  [681,  (i8)],  on   aura  alors,  au 

point  considéré  M,  6—-  -:  et   la  distance  des  normales  aux  deux 

points  consécutifs  M,  M'  de  la  section,  ô=  o.  Si  l'on  passe  du 
point  M  au  point  infiniment  voisin  M',  pris  sur  la  section  princi- 
pale du  point  M;  puis  du  point  M'  au  point  infiniment  voisin  M", 
pris  sur  la  section  principale  du  point  M',  et  ainsi  de  suite,  on 
obtiendra  un  polygone  curviligne  infinitésimal,  qui  aura  pour  li- 
mite le  lieu  des  intersections  successives  ou  Yeiweloppe  des  sec- 
tions principales.  Cette  courbe  sera  tangente  en  chacun  de  ses 
points  à  l'une  des  sections  principales  de  ce  point,  de  sorte  cjue 
chaque  tangente  à  cette  courbe  sera  perpendiculaire  à  sa  tangente 
conjuguée  par  rapport  à  sa  surface,  et  que  les  normales  à  la  surface 
menées  en  deux  points  de  cette  courbe  infiniment  voisins  se  ren- 
contreront. Une  telle  courbe  s'appelle  une  ligne  de  courbure  de 
la  surface. 

Gomme  on  peut,  en  chaque  point  de  la  surface,  tracer  deux  sec- 
lions  principales,  il  s'ensuit  de  là  que  par  chaque  point  de  la  sur- 
face passent  deux  lignes  de  courbure,  cjui  se  coupent  à  angles 
droits.  L'équation  difiérentielle  des  lignes  de  courbure  est  cos6=r  o 
ou  5=0,  c'est-à-dire  [678,  679] 


«        ,S        y 

du     dp     d-/ 

dx     dy     dz 

ou  encore [679] 

dy' 

X 

d.r 


Y 

d\ 

dy 


z 

^3 


dj 
dx 


P,=:0. 


En  intégrant  cette  équation  ,  après  en  avoir  éliminé  z,  on  aura 


172  LivnE  m.  —  ciiAP.  ii,  §  vi. 

l'équation  générale  des  lignes  de  courbure,  rcnfernianl  une  con- 
stante arbitraire.  Si  l'on  détermine  convenablement  cette  constante, 
on  aura  le  système  des  deux  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un 
point  donné  de  la  surface. 

Ou  j)0urra  encore  obtenir  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure,  en  écrivant  [081]  que  les  normales  à  la  surface  en  deux, 
points  consécutifs  d'une  ligne  de  courbure  se  rencontrent. 

On  voit  que  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  forment  deux 
systèmes  de  trajectoires  orthogonales,  partageant,  comme  les  lignes 
de  niveau  et  de  plus  grande  pente,  la  surface  en  éléments  rectan- 
gulaires infiniment  petits. 

G88.   Exemple.  —  Soit  la  surface  du  second  degré 

ax-  -f-  i  )  -  -i-  ce-  =  Â-. 


On 


l'y,    z  =  c  3, 


et  l'équation  aux  lignes  de  courbure  devient 

a  X       bf       c  z 
arl.r      bdy     cdz 
dx        dy        dz 


o, 


ou,  en  développant, 

a[l)  —  c]xdydz  4-  h{c  —  (i^ydzdx  -i-  c'\(i  —  Zi)  zdxdy  =  o, 

OU,  en  posant, 

A= T)      B-- ,      C  = 


I 

—  1 
a 


A  H-  B  -t-  C  étant  égal  à  zéro, 


A.r 


~dl 


De  l'équation  de  la  surface  et  de  sa  différentielle,  on  tire 

z  h  —  a X-  —  il  - 

dz  a  X  dx  ~\-  by  dy 

Par  la  substilulion  de  cette  valeur,  l'équation  différentielle  devient 


A.r        Br 
d.r.         dy 


C{ax'-  +  by'-  —  k] 
axdx  ■+■  by  dy 


=  0, 
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OU,  en  réduisanl  au  moyen  de  la  relation  A  -!-  B  -f-  G  =  o, 

j-i(Bfl <•/.(■-+  Aèf/;-2]  —  (Bfl.i''--i-  \hj^--\-  Ck](l.vdy=zo, 

que  l'on  peul  écrire  sous  la  forme 

jy(a  +  b^-'*)  —  (a.r-  +  bi  -  -(-  h)y'=:  o. 
Nous  verrons  plus  tard  [847,  II]  comment  cette   équation   s'in- 


C90.  Le  centre  de  courbure  de  la  section  principale  au  point  M 
est  le  point  d'intersection  des  normales  à  la  surface  Ma,  M'a, 
menées  aux  deux  points  consécutifs  M,  M'  de  la  section  princi- 
pale, ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  ligne  de  courbure  MM'. 
Ces  normales  à  la  surface  étant  en  même  temps  des  normales  à  la 
ligne  de  courbure,  on  voit  que  la  construction  qu'il  faut  faire  pour 
avoir  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales  pour 
tous  les  points  d'une  ligne  de  courbure  est  précisément  celle  qui 
donne  une  développée  de  la  ligne  de  courbure  [66S]  ;  donc  le  lieu 
des  centres  de  courbure  des  sections  principales  des  divers  points 
d'une  ligne  de  courbure  est  une  développée  de  cette  ligne  de 
courbure.  Ce  lieu  est  donc  tracé  sur  la  surface  polaire  de  la  ligne 
de  courbure. 

Le  lieu  des  normales  à  la  surface,  menées  aux  divers  points  de 
la  ligne  de  courbure,  est  une  surface  développable,  dont  le  lieu 
des  intersections  des  génératrices  ou  Varcte  de  lehroussement  est 
le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections  principales. 

Pour  avoir  l'équation  de  cette  surface  développable,  on  élimi- 
nera X,  j,  z  entre  les  équations  de  la  normale 

Ç  —  .r       c  —  r        Ç  —  z 


P  7 

l'équation  de  la  surface  et  l'équation  intégrale  des  lignes  de  cour- 
bure. En  y  joignant  l'équation  qui  exprime  que  chacun  des  rap- 
ports ci-dessus  est  égal  au  rayon  de  courbure  principal  R,  exprimé 
en  x,j,  z,  on  aura,  par  l'élimination  de  z  entre  les  cinq  équa- 
tions, les  deux  équations  du  lieu  des  centres  de  courbure  des  sec- 
tions principales. 

Comme  nous  l'avons  vu,  le  lieu  des  centres  de  courbure  princi- 
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paux,  clant  une  développée  de  la  ligne  de  couihiirc,  csl  en  même 
temps  une  ligne  géodésique  [666]  de  la  surface  polaire  de  la  ligne 
de  courbure  MM'.  .  .  . 

Si  l'on  considère,  ouUe  le  lieu  aci  .  .  .  des  centres  de  courbure 
principaux,  une  autre  développée  hh' . . .  de  la  ligne  de  courbure, 
on  pourra  tendre,  d'un  point  M  de  cette  ligne,  deux  fds  sur  la  sur- 
l'ace  polaire,  s"appli(]uant  librement  sur  les  courbes  aa'...  et  bb' — 
Si  l'on  déroule  ces  deux  fils,  en  les  tenant  toujours  tendus,  le  point 
d'intersection  des  deux  fils  parcourant  la  courbe  jMM'....  leur  angle 
restera  constant,  et  réciproquement,  un  fil  Mbb'...,  enroulé  sur 
la  surface  polaire,  et  faisant  un  angle  constant  avec  le  fil  Maa'.  . ., 
tandis  qu'on  les  déroule  tous  les  deux  simultanément,  leur  point 
iTintersection  décrivant  la  ligne  de  courbure  MM'.  . ,  affectera  né- 
cessairement sur  la  surface  polaire  la  forme  d'une  seconde  déve- 
loppée de  la  courbe  MM'. . .  [066]. 

691.  Cela  posé,  supposons  que  deux  surfaces  se  coupent  suivant 
une  ligne  qui  soit  pour  chacune  d'elles  une  ligne  de  courbure.  Les 
lieux  des  centres  de  courbure  principaux  des  deux  surfaces,  cor- 
respondants à  cette  ligne  de  courbure,  seront  deux  développées 
de  celle-ci.  Donc  les  normales  aux  deux  surfaces,  en  chaque  point 
de  l'intersection,  feront  entre  elles  un  angle  constant,  et  par  suite 
ces  deux  surfaces  se  cou])eront  sous  un  angle  constant. 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle 
constant,  et  que  l'intersection  soit  une  ligne  de  courbure  de  l'une 
d'elles,  la  normale  à  l'autre  surface,  faisant  un  angle  constant  avec 
la  normale  à  la  première,  tracera  sur  la  surface  polaire  de  l'inter- 
section une  seconde  développée  de  cette  intersection.  Donc  les 
positions  successives  de  cette  normale  se  rencontreront,  et  par 
suite  l'intersection  sera  aussi  une  ligne  de  courbure  de  la  seconde 
surface. 

69!2.  Si  une  ligne  de  courbure  est  plane,  sa  surface  polaire  est 
un  cylindre;  ses  développées  sont  des  hélices  de  ce  cylindre,  c'est- 
à-dire  des  courbes  coupant  les  génératrices  du  cylindre  sous  des 
angles  constants.  Donc  le  plan  de  la  ligne  de  courbure,  perpendi- 
culaire à  ces  mêmes  génératrices,  fait  un  angle  constant  avec  la 
tangente  à  une  hélice,  laquelle  est  une  normale  à  la  surface  pro- 
posée, lorsque  la  tiéveloppée  considérée  est  le  lieu  des  centres  de 
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courbure  principaux.  Donc,  lorsqu'une  ligne  de  courbure  est  plane, 
son  plan  eoupe  la  surface  sous  un  angle  constant.  Cela  résulte  en- 
core de  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  numéro  précédent,  toute  ligne 
tracée  sur  un  plan  pouvant  ètn;  considérée  comme  une  ligne  de 
courbure  de  ce  plan. 

Réciproquement,  si  un  |)lan  coupe  une  surface  sous  un  angle 
constant,  le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  correspon- 
dant à  l'intersection  sera  une  hélice  de  la  surface  polaire  de  cette 
intersection,  et  par  suite  une  développée;  donc  les  normales 
menées  à  la  surface  par  les  points  de  l'intersection  se  rencontre- 
l'ont,  et  l'interseclion  sera  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 

693.  Si  une  ligne  de  courbure  n'est  pas  plane,  les  génératrices 
de  la  surface  polaire  développée,  n'étant  pas  parallèles  entre  elles, 
ne  feront  pas  un  angle  constant  avec  la  droite  suivant  laquelle  se 
déroule  la  développée  de  la  ligne  de  courbure,  lieu  des  centres  de 
courbure  principaux.  La  variation  de  cet  angle  sera  l'angle  de  deux 
axes  de  courbure  consécutifs  ou  l'angle  de  torsion  de  la  ligne  de 
courbure.  Donc  l'angle  du  plan  osculateur  d'une  ligne  de  courbure 
avec  le  plan  tangent  à  la  surface  varie  continuellement  d'une  quan- 
tité égale  à  l'angle  de  torsion  de  la  ligne  de  courbure. 

On  tire  de  là  cette  autre  réciproque  du  théorème  du  numéro 
précédent  :  que,  si  le  plan  osculateur  d'une  ligne  de  courbure 
coupe  la  surface  sous  un  angle  constant,  la  ligne  de  courbure  est 
plane,  puisque  son  angle  de  torsion  doit  être  nul. 

694.  Toute  ligne  tracée  sur  une  sphère  étant  une  ligne  de  cour- 
bure de  celte  sphère,  on  voit  que,  si  une  surface  est  coupée  par 
une  sphère  sous  un  angle  constant,  l'intersection  est  une  ligne  de 
courbure  de  cette  surface. 

Réciproquement,  si  une  ligne  de  courbure  est  sphérlque,  la 
sphère  qui  la  contient  coupe  la  surface  sous  un  angle  constant. 

695.  Si  une  ligne  de  courbure  est  circulaire,  c'est-à-dire  à  la 
fois  plane  et  sphérique,  on  pourra  faire  passer  par  cette  ligne  une 
infinité  de  splièrcs,  coupant  toutes  la  surface  sous  des  angles  con- 
stants. On  pourra  choisir  le  centre  do  l'une  de  ces  sphères  de  ma- 
nière que  cet  angle  constant  soit  nul,  de  sorte  que  la  sphère  tou- 
chera la  surface  tout  le  long  de  la  ligne  de  courbure.  Les  normales 
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à  la  surface  lo  long  do  la  ligne  de  courbure  passeront  donc  toutes 
parle  centre  de  cette  sphère,  cl  formeront,  par  suite,  un  cône  de 
révolution. 

696.  Lignes  asj/nptotù/ues.  —  Considérons  une  surface  dont 
rindicalrice  soit  hyperbolique.  En  s'avançant  sur  la  surface  dans  la 
direction  de  l'une  ou  l'autre  des  asymptotes  de  l'indicatrice,  direc- 
tion qui  correspond  [673]  à  une  valeur  nulle  de  la  courbure,  on 
tracera  de  proche  en  proche  deux  systèmes  de  courbes,  appelées 
lignes  asyniplotie/iies  ou  lignes  de  courbure  nulle,  analogues  aux. 
ligues  de  courbure.  Pour  la  direction  d'une  section  asymplotique, 
on  a 

-  =  0,     6  =  G,      d'où     sin5=:o, 
P 

ce  qui  donne [678,  679] 

(/(/.dv-{-(ipdj- -i-(/ydz=0,      ou      dXdx -^  dYtfv -h  rlZ(h  =  o, 

ou  encore 

dr  dv'^ 

ilpd.K  -+-  dqdr  ^  G,      r  -+   1S  — 1-  t-j—  =  o. 

dx  d.r- 

On  voit  que,  pour  qu'il  existe  de  telles  lignes  de  courbure  nulle, 

il  faut  que  l'on  ait 

rt  —  4-2  <  o. 

Exemple.  —  Etant  donnée  la  surface 

ctx-  -+-  by-  -\-  cz-  z:^  /i, 

léquation  aux  lignes  asyniptotiques  sera 

a  dx^  -+-  b  f//2  _,_  ^.  ^-2  _  o^ 

ce  qui  montre  d'abord  que  a,  b,  c  ne  doivent  pas  être  de  même 
signe.  Remplaçant  cdz-  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la 
courbe,  il  vient 

(i)  a[k  —  bj--]dx^-\-  labxjdxdy  -^  b[k  —  ax-)dj°  :=  o, 

OU 

(a)  '  f,-('^^'^\=z[xdy-ydxY. 
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On  peut  toujours  supposer  A"  positif,  et,  puisque  l'un  au  moins  des 
coefficients  a,  b,  c  est  négatif,  soit  c  positif  et  n  négatif.  On  voit 
que  b  devra  être  positif,  et  par  suite  la  surface  sera  un  livperbo- 
loïde  à  une  nappe. 

En  difl'éren liant  l'équation  (i)  ou 

b [k  —  ax^-)y-  H-  y.ah xy.y'  +  a [k  ~  by-)  —  o, 
il  vient 

d'où  l'on  tire  tl'abord  )  "=  o  et  par  suite  j'  =  C,  ce  qui  est  Yinlé- 
giale  générale  de  l'équation.  Celle-ci  devient,  par  la  substitution 
de  cette  valeur  dans  (2I, 


(j-C.r)^  =  /  , 

\/^         a 

équation  d'un  système  de  deux  droites,  qui  sont  les  projections 
des  génératrices  rectilignes  de  la  surface. 

En  égalant  l'autre  facteur  à  zéro,  ce  qui  donne 

[/.■  —  «.'■-  ) J)  '  -f-  «.r )■  =  o, 


et  éliminant  7  '  entre  cette  équation  et  l'équation  (3),  on  obtient 

a.r-  -f-  bj-  z=i  /■, 


la  solution  singulière 


qui,  jointe  à  l'équation  de  la  surface,  donne  5  =  0.  C'est  donc  la 
section  principale  faite  par  le  plan  des  xj,  et  à  laquelle  les  pro- 
jections des  génératrices  rectilignes  sont  tangentes. 

G97.  Lignes  géodésiques.  —  On  nomme  ligne  gëodésique  d'une 
surface,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  [666],  celle  des  lignes  tra- 
cées sur  la  surface  entre  deux  points  donnés  qui  est  la  plus  courte. 
Nous  allons  démontrer  que  cette  ligne  jouit  de  la  propriété  que 
son  plan  osculateur  en  cbacun  de  ses  points  est  normal  en  ce  point 
à  la  surface. 

Considérons,  en  ciTct',  deux  points  infiniment  voisins,  pris  sur 
une  surface.  Si,  par  la  normale  à  la  surface  en  un  de  ces  points  et 
par  l'autre  point,  on  fait  passer  une  section  normale  à  la  surface, 
l'élément  de  cette  section  sera  plus  court  que  l'élément  d'une 
section  oblique  tracée  sur  la  surface  entre  les  deux  mêmes  points. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infin..  II.  I?. 
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Nous  avons  vu  [5i4]  que  Icxprcssion  de  la  difl'éience  entre  un 
arc  infininieni  petit  et  sa  eorde  est,  en  appelant  //  la  did'érence  in- 
iMiiiiicnl  pclile  lies  abscisses  des  extrémités  de  cet  are, 

p  étant  le  rayon  de  courbure  au  point  iniliid.  Or,  jjoiir  les  deux 
sections,  la  section  normale  et  la  section  oi)li(|ue,  passant  par  les 

<leu\  mêmes  points  infiniment  voisins,  le  facteur  {i-hj'-)''  est 
infiniment  peu  diflerent.  De  plus,  p  diffère  intlniment  peu  du 
ravon  de  courbure  de  la  section  normale,  laquelle  fait  un  angle 
infiniment  petit  avec  la  proposée.  Si  donc  on  désigne  par  z 
l'angle  de  la  section  t)bliqiie  avec  la  section  normale,  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  oidique  sera,  à  un  infiniment  petit  près, 
pcosE.  Donc,  en  désignant  par  fJ,  ^'les  différences  entre  les  lon- 
gueurs des  arcs  des  deux  sections  et  leur  corde  commune,  on  aura 

cJ'=  — •  Par  conséquent,  rélémenl  de   la   section   normale  est 

cos-; 

le  plus  coui't.  Il  résulte  de  là  qu'une  ligne  tracée  sur  une  surlace 

nepeut  être  la  plus  courte  entre  deux  de  ses  points,  qu'autant  que 

son  plan  osculateur  est,  en  chaque  point  de  contact,  normal  à  la 

surface. 

Ou  en  conclut  [693]  que,  si  une  ligne  géodésiquc  est  en  même 

temps  une  ligne  de  courbure,  elle  est  nécessairement  plane. 

698.   En  désignant  par  a,  3,  -/  les  cosinus  des  angles  de  la  nor- 

1        .      1  C  1  7  1-''''       ^0 

nulle  a  la  siirlacc  avec  les  axes,  et  par  a,  0,  c  les  cosinus  -7-'  t  ' 

'  as     as 

-^  des  angles  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  les  mêmes  axes  [628], 
lition  exprimant  que  la   nornialo  à  la  surlacc  est  contenue 


,1s  "''■'  "■  "  " 

la  coïKi 

dans  le  plan  osculateur  à  la  courhc  sera 

a.  .3    7  !   0 

tUi        (Ib        (le       (ir        f/,v 


1,    , 
ou 


ads  =  oda,      Sdt  =  o(l/),      yds  =  ode. 


Supposons  mainiciiaut  que,  par  un    point  A  de   la  surface,  on 
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mène  une  infinité  ilc  lignes  géodésiques  ;  soit  AB  une  quelconque 
d'entre  elles  considérée  comme  fixe,  el  soit  <f  l'angle  que  l'ail  avec 
AB  la  ligne  géodésique  (jui  joint  le  point  A  à  un  point  quelconque  M 
de  la  surface.  Si  l'on  fixe  au  point  A  l'exlrémilé  d'un  fil  flexible  el 
inextensible,  et  qu'en  tendant  ce  fil  sur  la  surface  on  le  fasse  tour- 
ner autour  du  point  A,  il  coïncidera  successivement  avec  toutes 
les  lignes  géodésiques  qui  partent  du  point  A.  Si  l'on  tend  donc  le 
lîl  entre  A  el  M,  la  position  ilu  point  M  sur  la  surl'ace  sera  déter- 
minée par  l'angle  cji  qui  fixe  la  direction  de  la  ligne  géodésique  AM, 
cl  [)ar  la  longueur  s  tle  l'arc  AM,  en  sorte  (jue  les  coordonnées  .r, 
•)  ,  z  du  point  M  seront  des  fonctions  déterminées  des  deux  va- 
riables s  el  (jj. 

099.  Si,  à  partir  du  point  A,  on  porte  sur  toutes  les  lignes  géo- 
désiques une  même  longueur  s,  les  extrémités  M  de  cette  longueur 
formeront  une  courbe,  que  nous  aj)pellerons  un  cercle  géodé- 
sii/ae.  Soit  <7  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  géodésique  BM,  conqité 
à  [)arlir  d'un  ponit  lixc  B5  cet  arc  sera  une  certaine  fonction  de  o 
et  de  s. 

Désignons  par  X,  u,  v  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente 
au  cercle  géodésique  en  M  avec  les  axes.  Pour  un  point  M',  pris 
sur  ce  cercle  à  une  distance  infiniment  petite  de  ÎM,  on  aura 

Donc,  en  remarquant  que  ces  valeurs  de  dx,  dj  ,  dz  sont  les  difTé- 
rentielles  partielles  de  o",  r,  z  par  rapport  à.  (^,  s  restant  constant 
sur  le  cercle  géodésique,  on  aura 

ù.r  drr         ôy  Ùt         dz  Ôt 

Si  l'on  fait  maintenant  vaiier  .*■,  )  ,  z  sur  la  même  ligne  géodé- 
sique AM  des  différentielles  partielles  d^x,  ds},dgZ,  les  dérivées 

...      Oj:     f)r     dz  ,  ,  .  7         ,  ■ 

partielles  -^1  -^1  —-  représenteront  les  cosinus  d,  b,  c  des  angles 
ôx     os     os      '  ° 

que  fait  la  tangente  à  la  ligne  AM  en  M  avec  les  axes.  Par  con- 
séquent, 

de  ô.r         ())■  f)t  ô:  <):■,.  ,  .  Ôt  ,    d'y 

-r  -^  +  -<-  ^  +  -V  T  =['^'--^^'?-  -^  '■'•'  -r  —  cosAMM'  •  —  • 
ds   dy        ds    df        ds  d'f  Oy  dy 

12. 
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En  appelant   T  le  premier  memlire  de  cette  équation,  on  a 

r)T  _  ()-x  tJx        ()■-.)•())•        à-z  âz         ().r    ir-.T  dr   t)-,r  ôz    d' z 

Os         ds^   ôf         ().«'    Of        às'^   0'^        as  ds  d-f        ds  Os  dy        ds  as  dj 

~  ■^  fh  "^   <)s'  7h  "^  ds'   ôf  '^  ~i'\_\(h)  "*"  [ds  )     ■    \ds)   ]' 

On  a  d'ailleurs,  par  le  numéro  précédent, 

d-.i-  _  âa  _  a        ô-r  _  d/>  _  3        0^  __  de  _  •/ 
ds'^        as        0        Os-        (Js        0        ds-        ds       p 

d'où  l'on  tire 

d\c  dx       d'rdr      à^-z  dz       i,.      „  ,  ()-7       cosNMM' r)<7 

VT  v  -1-  "TT  -r  +  3-T  T  =  ~  "•'■  -^  ?y-  +  */■■'   r  = T  —  °' 

ds-    df        ds-  df       Os-   df      p  àf  p         d'il 

^IM  étant  la  normale  à  la  surface  en  M.  L'autre  terme  de  -,-;  qui 

ds      ' 

est  éffal  à  -  D-frt- -i- /y- -(- c-  I,  est  aussi  nul;  donc 

dT 

d.v 

et  par  suite  la  l'onction  ï  conser\e  la  même  \aleur  pour  tous  les 
cercles  géodésiques  de  rayons  différents  décrits  du  centre  A,  lors- 
qu'on se  déplace  sur  un  même  rayon  géodésique;  cette  fonction  ne 
peut  donc  dépendre  que  de  9. 

Or,  si  l'on  fait  tendre  s  vers  zéro,  n  tend  aussi  vers  zéro,  quel  que 

soit  o.  On  a  donc,  pour  s  =  0,  --  =  o,  et  par  suite  aussi  T  =:  o. 

'■  dy  ' 

Donc,  pour  .s  r^  o,  on  a,  quel  (|ue  soit  9, 

cosAMM  ■  —  =0. 


Cette  quantité,  étant  indépendante  de  s,  sera  donc  toujours  nulle, 

(piel  que  soit  o,  pour  toute  autre  valeur  de  s.  Donc,  —  ne  jiouxant 

être  généralement  nul  ])our  .v  différent  do  zéro,  d  faut  (jue  l'on  ait, 
quels  que  soient  .s-  et  9, 

cosAMM'=o,     d'où     AMM'=-- 
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Donc  un  cercle  géodésiqiie  est,  en  cliaciin  de  ses  points,  perpen- 
diculaire à  son  rayon  géodésique. 

700.   On  peut  démontrer  géométriquement  ce  théorème.  Soient 
deux  lignes  géodésiques  infiniment  voisines  AAI,  AM'  [fig-  (38), 

Fig.  68. 


sur  lesquelles  on  a  pris  des  longueurs  égales  AM  =  AM'.  Je  dis 
que  les  angles  AMM'  et  AM'M  sont  droits.  Supposons,  en  effet. 

qu'ils  diffèrent  de  -  de  quantités  finies.  Les  angles   que  fait  MM' 

avec  les  lignes  géodésiques  infiniment  voisines  AM,  AM'  ne  pou- 
vant différer  entre  eux  qu'infiniment  peu,  la  somme  des  angles 
AMM',  AM'M  diffère  infiniment  peu  de  tt,  et  par  suite,  si  l'un 
de  ces   angles   est   aigu,    l'autre    est   nécessairement  obtus.    Soit 

M'.-=  -  —  M,  w  étant  un  angle  fini.  Menons   un  arc  MP,  perpen- 


diculaire à  MM',  d'où  M'MP=-,  M'MA  étant 


infinitésimal  M'IMP  ayant  l'angle  MPM'=.  t.  —  -'- 


Le  triangle 


'", 


MP=  M'Pcosw<  i\l'P, 

la  différence  étant  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Donc, 
puisque  AM=  \M', 

AP  +  MP  <  AP  -(-  M'P,      ou     AP  +  P]V[<  AM, 

et  par  suite  AM  ne  serait  plus  la  ligne  la  plus  courte  entre  A 
et  AL  Donc  ,  si  AM  =  AM'  sont  des  lignes  géodésiques  égales, 
l'angle  M'MA  ne  peut  difl'érer  d'un  angle  droit. 


i8i  iivrin  m.  —  chap.  ii.  §  vt. 

701.  Ce  lln'(ircnic  isl  un  cas  parliciilicr  d'iiii  aiilro  [dus  gé- 
néral, fjui  se  clémoiilie  de  la  même  manière,  en  chanoeanl  la  signi- 
ficalKMi  iliine  seule  i|iiaiililé.  Soil  une  lii;ne  f|ui'I(iin(|uc  AA' 
(  fi^i^.GqK    tracée   sui'  la   suiface.   Alcnons   en   lous  ses   |ioinls  des 

Fi,;,  (h). 
n  M  M' 


lignes  géodésiques  I*.M,  perpendiculaires  à  VA',  el  prenons  sur  ces 
lignes,  à  partir  de  A  V,  des  longueurs  constantes  PM-^  P'M'=  — 
Le  lieu  des  extrémités  M  de  ces  longueurs  coupera  à  angles 
droits  toutes  les  lignes  géodésiques  FM.  En  eflet,  si  l'on  désigne 
pai-  «  la  longueur  PM,  par  o  la  distance  AP,  et  par  c  l'are  BM,  on 
[iiiurra  répéter  les  mêmes  calcids  qu'au  n"  699.  Or,  pour  s- =^  o, 
l'angle  BMP  se  confond  a\ec  le  supplément  de  AP.M,  et  par  suite 
il  est  droit;  donc  cet  angle  est  droit  aussi,  quel  que  soit  ,*. 

Si  l'on  suppose  que  VA'  soit  un  cercle  géodésique  iidiniment 
petit,  on  reli'ouvera  l.i  pmpdsrlicn  précédente. 

702.  Nous  avons  vu  [0H2j  que  les  normales  menées  à  une  sur- 
face S  le  long  d'une  ligne  de  courbure  C  ont  pour  lieu  une  suilace 
développable  D,  dont  l'arête  de  rehroussemenl  est  le  lien  F  des 
centres  de  courbure  principaux. 

En  chaque  point  M  de  S  se  coupent  ileiix  pareilles  surlaces  dé- 
veloppables  1),  ])'.  Leur  iiiterseelion  est  la  normale  à  S  an  point  M. 
el  elles  se  coujienl  orlliogoualement,  comme  les  tleux  lignes  de  cour- 
bure correspondantes  C,  C,  qu'elles  contiennent  respectivement. 

Le  lieu  des  arêtes  de  rebroussement  F  est  une  surface  composée 
de  deux  nappes  S,  E',  correspondantes  aux  deux  systèmes  F,  F'  de 
développées  des  deux  svslèmes  de  lignes  de  courbure  C,  C 

Pour  avoir  l'équation  de  ce  lieu  'S,  soil  R  un  des  rayons  de  cotir- 
hiire  [U'ineipauN,  exprlmi''  en  f(nuil(in  de  .r,  )',  ~.  On  portera  la 
longueur  il  sur  la  normale,  el  les  coordonnées  H,  r.,  i^  du  centre  de 
courbure  principal  seront  données  par  les  équations 


=  n. 
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Entre  ces  trois  équations  et  l'équation  de  la  surface,  on  éliminera 
a-,  r,  z,  ce  qui  donnera  l'équation  de  celle  des  deux,  nappes  ^.  S' 
qui  correspond  au  rayon  R.  En  remplaçant  II  |iar  l'autre  rayon  R', 
on  aura  l'autre  nappe. 

Si  S  est  une  surface  développable,  l'une  des  deux,  nappes  2,  Z 
s'en  va  à  l'infini. 

703.  Deux  normales  à  la  surface  en  deux  points  consécutifs  de 
C  sont  tangentes  aux  développées  T\,  F',  des  deux  courbes  C',,  C, 
de  l'autre  système  qui  passent  par  ces  points,  et  de  plus  ces  nor- 
males, se  rencontrant,  sont  dans  un  même  plan.  Ce  plan  est  donc 
langent  à  la  nappe  2',  sur  laquelle  sont  situées  T\  et  T\.  De  même 
le  plan  normal,  tangent  à  C,  est  langent  à  la  nappe  E.  Donc,  sui- 
vant chaque  normale  à  S,  se  coupent  deux  plans  tangents,  l'un  à  2. 
l'autre  à  S',  et  rectangulaires  entre  eux. 

Si  l'on  place  l'œil  en  un  point  de  cette  normale,  on  verra  donc 
les  contours  apparents  des  deux  nappes  S,  2'se  couper  à  angles 
droits  sur  le  prolongement  de  cette  normale.  Donc,  de  quelque 
point  de  l'espace  que  l'on  regarde  ces  deux  nappes,  on  verra  leurs 
contours  appai'ents  se  couper  à  angles  droits. 

La  section  principale  tangente  à  C,  étant  tangente  à  S',  est  nor- 
male à  E.  Or  elle  contient  deux  tangentes  consécutives  à  T,  et  jiar 
suite  elle  détermine  le  plan  osculateur  de  cette  courbe.  De  là  ré- 
sulte que  r,  avant  son  plan  osculateur  normal  à  S,  est  une  ligne 
géodésique  de  cette  surface.  Donc  les  développées,  lieux  des  centres 
de  courbure  principaux  pour  les  diverses  lignes  de  courbure,  sont 
des  lignes  géodésiques  de  la  surface  (S,  E'). 

Supposons  un  fd  tendu  librement  sur  une  des  nappes  Z,  —' :  il 
prendra  la  forme  d'une  ligne  géodésique,  qui  sera  une  ligne  F,  si 
son  plan  osculateur  en  un  de  ses  points  est  tangent  à  une  certaine 
ligne  C.  En  déroulant  ce  iil,  tenu  toujours  tendu,  on  tracera  la 
ligne  C.  Si  l'on  tend  ce  fil  successivement  suivant  toutes  les 
lignes  F,  on  décrira  toutes  les  lignes  C,  et  par  suite  la  surface 
entière. 

Si  les  nappes  S,  X'  se  touchent  en  un  point,  ce  point  corres- 
pondra à  un  ombilic  de  S.  Si  E  et  Z'  se  touchent  suivant  une  ligne, 
il  y  aura  sur  S  une  ligne  d'ombilics  ou  ligne  de  courbure  sphé- 
rifjuc.  Ce  dernier  cas  aura  lieu  lorsque  les  équations  «2  =  0,  (3,==  o 
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[685],  (jiii  délerniiiic'iiL  les  ombilics,  se  réduisent  à  une  seule  en 
vertu  de  l'équalion  de  la  surface. 

704.   Pour  cliaque  ombilic  ou  pour  cbaquc  point  d'une  ligne  de 
courbure  splu'rique,  nous  avons  vu  que  l'équation 

V..,  m"-  -4-  («1  —  3, 1  TO  —  ^3,  -=  o 

se  change  en  une  idenlitc.  l'our  voir  ce  que  deviennent  alors  les 
directions  des  sections  principales,  chei'clions  ce  que  devient,  à 
la  limilc,  celte  équation  pour  le  point  (x  +  (Ix,  j  -+-  (Ij  .  z  -+-  dz). 
Un  a,  à  cause  de  «o  =z  c ,  —  |3o  =  |3,  =r  o, 

(r»j  ih..2.iii''  ~\-  {rfv-i  —  t/p.2]m  —  ^/Si  =;  o, 

...  ,  ,  ,  .    ,    i/a,    </«!  —  (13, 

et  comme,  en  divisant  par  rtj-,  chacune  des  quantités —-'> — —t 

'  '  dx  d.r 

(fi 

-~  prend  la  forme  A///4-B,  il  s'ensuit  de  là  que  l'on  aura,  pour 

déterminer  7//,  une  équation  du  troisième  degré,  qui  aura  trois  ra- 
cines réelles  ou  une  seule.  Donc  par  un  ombilic  il  passera  généra- 
lement trois  sections  principales  ou  une  seule. 

Lorsc|u'il  y  a  une  ligne  ombilicale,  on  a,  pour  chaque  point  de 
cette  ligne,   «2  =  0,  a, — [32  =  o,  (3,  ^=  o.   Donc,   pour  la  valeur 

de  -^  qui  corres|)ond  à  la  tangente  à  cette  ligue,  on  a  aussi  dc/.^  =  o, 

r/a,  —  c/[3o  =:  o,  d{:Ji  =  o,  et  par  suite  Téqualion  (a)  est  vérifiée  en 

(Iy 
prenant  pour  m  cette  valeur  de  — -  •  Donc  une  ligne  ombilicale  est, 
'  '  tl.c 

en  chacun  de  ses  points,  tangente  à  une  section  principale. 

Soil,    par  exemple,  la  surface  du   second  degré,  considérée  au 

n°  080. 

«.r-  +  bjr- -I-  Ci-  =  /.■, 

L'équation  aux  seclituis  principales 

[\iii<l\-  ~  kl>(I.r-].ry  +  \_kb.K-  —  ^ay-—~  [a  —  b)ck'\(l.c  (ly  =^  O 

donne  par  dillérentiation,  en  remarquant  que  les  termes  en  d'-x, 
d'^j  disparaissent  en  vertu  des  conditions  qui  rendent  l'équation 
identique, 

(Brtrfi- —  S.hd.r']d[xy]  —  ■?.[Xh.rdx  —  lin fdr]dxdr  =z  o, 
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OU,  en  faisant  r=  o  [686,  II], 

.rj'{Aby'--h'Ba]  —  o, 

c'esl-à-dire,  en  meltant  pour  A,  lî  leurs  valeurs, 
ab.Ty'[[a-   cl/'- +  (  &  —  c)]  =  o, 

équation  qui  n'admet  d'autre  solution  réelle  que^^'^o.  Donc  la 
ligne  de  courbure  unique  se  confond  avec  la  section  principale;  ou 
plutôt  l'une  des  lignes  de  courbure  devient  la  partie  de  la  section 
principale  de  la  surface  comprise  entre  les  deux  ombilics  O,  O' 
situés  au-dessus  du  plan  des  xj,  ou  entre  les  deux  ombilics  O, ,  O', 
situés  au-dessous;  tandis  que  l'autre  ligne  de  courbure  se  confond 
avec  la  partie  00,  ou  O'O', .  La  première  est  la  limite  des  lignes 
de  courbure  qui,  dans  l'ellipsoïde,  se  projettent  suivant  des  el- 
lipses; la  seconde  est  la  limite  des  lignes  de  l'autre  sjstème,  à  pro- 
jections hyperboliques  [708]. 

70S.    Théorl'ine  de  Dupin.  —  Reprenons  le  calcul  qui  nous  a 
donné  [678]  l'angle  de  déviation  d'^  de  la  normale.  Les  cosinus  —; 

—  ,  —  se  rapportent  à  la  direction  qui  va  du  point  M  ix,  y,  s)  au 
Us     as  ^  ^ 

point  M'(x-|-  dx,  y-hdj-,  z  -+-  dz).  Le  signe  de  la  quantité 


a  été  déterminé  de  manière  que  les  cosinus 

X        „       Y 


z 

s 


se  rapportent  à  celle  des  deux  directions  de  la  normale  qui  s'étend 
d'un  certain  côté  de  la  surface,  choisi  une  fois  pour  toutes.  Dès 
lors  les  différentielles  de,  d[i,  dy  auront  des  signes  déterminés,  et 
il  en  sera  de  même  de  l'expression 

,-3        7 


COS  <j  : 


drti  fis 


a 


(h- 


L'angle  6  sera  celui  que  fait  la  direction  MM'  de  la  tangente  à  la 
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scclioii  normale  coiisiilcrcc  avec  la  direclioii  de  la  laiij;fiiile  con- 
juguée MM",  cel  angle  étant  compté  positivement  dans  un  sens 
déterminé,  par  exem|jle  dans  le  sens  correspondant  à  une  rotation 
de  la  droite  vers  la  gauche  d'un  observateur  avant  la  tète  placée 
du  côté  de  la  surface  vers  lequel  on  prolonge  la  normale. 

Si  l'on  liiil  niiuiilcnaiil  tourner  dune  manière  continue  le  demi- 
diamèlre  MM'  de  l'indicatrice,  dans  le  sens  direct,  par  ex<;mple, 
en  allant  de  Jaxc  des  .r  vers  l'axe  des  r,  le  demi-diamètre  conjugué 
MM"  tournera  également  d'une  manière  continue,  dans  le  même 
sens  MM' ou  en  sens  contraire,  selon  que  l'indicatrice  sera  elliptique 
ou  hyperbolique.  De  plus,  il  est  aisé  de  voir,  dans  les  deux  cas,  que, 
lorsque  MM'  parcourt  successivement  les  quatre  quadrants  détermi- 
nés parles  axes  principaux,  l'angle  Ô  devient  allernntixcment  aigu  et 
obtus,  et  change  d'espèce  en  passant  d'un  quadrant  à  l'autre.  Ainsi  0 
sera  droit  quand  l'angle  o  de  MM'  avec  l'une  des  sections  principales 

7T  3-     .,  .  ,         , 

aura  iioiir  ^aleurs  o,  -  i  t:,  -     ;  il  sera  aigu  (  ou  ot)lus  i  pour  o  com- 

'2  '?.  o        .  11 

|)ris  dans  le  premier  ou  dans  le  troisième  quadrant,  obtus  (^ouaigu) 
pour  If  compris  dans  le  deuxième  ou  le  quatrième  quadrant. 

Lorsque  cos9  est  positif,  la  normale  M'  N'  [676]  se  projette  sur 
le  plan  tangent  en  avant  tle  MM';  lorsque  cos9  est  négatif,  elle  se 
projette  en  arrière  de  MM'  (  '  ).  Donc  le  changement  de  signe  de 


dh  = 


ds 


u. 

|5 

7 

,h. 

,rt, 

dy 

,l.r 

dr 

dz 

indiquera  un  changement  de  position  relative  de  la  normale  M'N' 
par  rapport  au  plan  de  la  section  NMjM'. 

706.   Si  l'on  ra|iporte  la  surface  au  plan  langent  cl  au  plan  des 
deux  sections  principales,  pris  pour  plans  coordonnés,  l'équation 


(')  En  cfTet,  MM"  est  parallèle  [()7ô]  à  l'intersection  liB'  {fig.  G-,  n°  C7(j)  des 
plans  P,  I"  tangents  en  M  et  en  M'.  Si  l'on  suppose  d'abord  le  plan  1"  appliqué  sur 
le  plan  P,  puis  qu'on  ramène  P'  à  sa  première  position,  en  le  faisant  tourner  autour 
de  lilV,  la  projection  d'un  point  N'  de  M'N'  se  déplacera  alors  suivant  M'R',  et,  par 
conséquent,  passera  au  dedans  ou  au  dehors  de  l'angle  M'AB'  ou  M' M  M",  suivant 
que  cet  angle  sera  aigu  ou  obtus. 
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de  l'iiulicalricc  sera  [67.'i],  s  ('tant  conslant, 

r.r-  -\-  tj-  =  iz. 

En  faisant  -  =  tang(j),  Iccoeiricienl  angulaire  du  diamètre  conjugué 
qui  répond  à  l'angle  » 


.1 
du  dianiètre  MM'  ciui  rénond  à  l'angle  »  sera 


,       dr 

r.r 

"^s^=;z;^^ 

ty 

tang6  =  tang{y'— ï)  = 


doù      langy  tangy'  ^ 
t  tangy  -h  r  cot'f 


/  —  t 
t]  ûnitf 


(  )n  a  d'ailleurs  [H79],  à  cause  de  p  =  //  =  n  cl  de  s  =  o, 


cil,)  =  \jclp-  -^  <lq-  .-—  \Jr-rl.r'  -t-  t'  'ly-  =^  (h\li~  cos-'f  -t-  t'-  siu-y. 

Donc 

(l\i  -=  coiOd'.i  =:  f/,v  sin?. (p. 

Cette  formule  fait  voir  que  non-seulement  d^  change  de  signe, 

eonime  nous  l'avons  déjà  vu,   lorsqu'on   lait  croître  o  de -i  mais 

encore  qu'il  reprend  la  même  valeur  absolue,  ds  étant  supposé  le 
nièmc  dans  les  deux  cas.  Donc,  si  l'on  mène,  tout  le  long  d'un 
(■ercle  infiniment  petit,  de  centre  M,  tracé  sur  la  surface,  toutes 
les  normales  à  cette  surface,  les  déviations  des  normales  corres- 
pondantes à  deux  sections  rectangulaires  entre  elles  seront  égales 


707.  (>ela  |iosé,  considérons  trois  surfaces  Sf,  S.j,  Sj,  se  cou- 
pant orthogonalement  au  point  O.  La  normale  à  chacune  d'elles 
sera  tangente  à  l'intersection  des  deux  autres.  Soient  OT,,  OT.,, 
OÏ3  les  trois  tangentes  à  ces  intersections.  Prenons  sur  leurs  di- 
rections trois  longueurs  infiniment  petites  égales  entre  elles, 

OT,  =  0X2  =  0X3— *. 

Au  point  To  de  l'intersection  de  S.-!  et  de  S|,  menons  les  normales 

T2N3,  ToN'i  à  ces  deux  surfaces,  et  soient  («:,,  (Î3,  y^),  (a'^,  p', ,  y\) 
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{Jîg-  70)  les  cosinus  des  anj;les  que  ces  noriiuiles  lont  avec  les 
axes  0T|,  OTo,  OT3.  L'angle  de  T2N3  avec  OT,  est,  au  signe 
près,  le  complément  de  l'angle  d'\ii,  que  fait  la  normale  ToNj  avec 
le  plan  de  la  section  normale  To  OT3  faite  dans  la  surface  S3.  On 
a  donc  dz  d<^3  ==.  cos(N3,  T)  1  =  5:^.  De  même,  la  déviation  de  la  nor- 
male N'i  à  la  surface  S|  par  rapporl  au  plan  de  la  section  T|  OTo 
sera  it  d'\\  =  cos  (  A  ', ,  T3  )  =  7', . 

Il  s'ensuit  de  là  que  les  deux  cosinus  c.^  et  y',  seront  inlinimcnl 
pdils  (lu  prcniior  ordre.  Il  en  sera  de  même  de  p3  =cos(N3,  To) 

Fig.  70. 


T, 


T. 


r;  I  ^. 


/T, 


i.--;.. 


N. 


etdefy,  =  cos(N',,  To).  Enfin,  les  angles  (N3,  T3),  (N',,  T,  )  étanl 
infiniment  j)etits,  on  a,  aux  quantités  près  du  second  ordre, 


V:i  '■ 


Si  l'on  suj)pose  mainicnant  que  les  surfaces  S3  et  S,  se  coupent 
orthoeonalcnicnl  loul  le  ]nn<r  de  leur  intersection  OTi,  les  normales 
Ï2N3  et  ToiN',  satisferont  rigoureusement  à  la  condition  de  per- 
pcndicularité 


«3«|    +   ^ih 


Vii'/l 


(pii  devient,  d'après  ce  (pii  précède,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre, 

«3  +  v'i  =  o- 


En  supposant  que  la  même  orthogonalité  ait  lieu  le  long  des 
autres  intersections  OT3,  OT,,  on  trouvera,  en  permutant  circu- 
lairement  les  lettres  et  les  indices,  les  deux  autres  relations 


[ii-^  «.,  =  0, 


72- 


S' 
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Or  N'i  et  N|  sont  deux  normales  à  S,,  correspondantes  à  deux 
sections  rectangulaires  entre  elles.  Donc  les  d'^  correspondants 
sont  égaux  en  valeur  absolue.  De  plus,  si  N',  est  en  arrière,  par 
exemple,  du  plan  T,  OTn,  N,  sera  en  avant  du  plan  ï,  OT3  ;  de 
sorte  que  les  deux  angles  (N,,  T3  ),  (N|,  To)  seront  tous  les  deux 
obtus  ou  tous  les  deux  aigus.  Donc  les  cosinus  y\,  p2  de  ces  angles 
sont  égaux  et  de  même  signe.  On  a  donc 

'/,  =:  S,,     et  de  même     «',,  :=  7,,     ,5',  :=  v.^. 

En  éliminant"/,,  se',  ,  j3'^  entre  ces  équations  et  les  précédentes, 
il  \ient 

«j+,Si=o,      ^i-t-7s  =  o,      7, +  «3  =  0, 

d"où  Ion  tire 

«3  =:  (3i  ;:=  7,  =^0,        et  [y.iV  suite       a',  :=  (S',  =  y'^  z=;  o. 

Donc  tous  les  d'^  sont  nuls;  par  conséquent,  les  trois  sections  Ol'i, 
Oïo,  OÏ3  sont  des  sections  principales  sur  les  surfaces  qu'elles 
rencontrent. 

On  en  conclut  immédiatement  ce  théorème  : 

Si  Vois  familles  de  surfaces  se  coupent  orlhogonnlemeiit  tout  le 
long  de  leurs  intersections  mutuelles,  ces  intersections  seront  des 
lignes  de  couj-hure  pour  chacune  des  surfaces. 

708.  Exemple.  —  Soient  les  trois  surfaces  homofocales  du 
second  degré 


+ 

r- 

A- 

— 

b'- 

+ 

,1  - 

fi- 

— 

b'- 

.r' 

\     -I  -j-         b-  —  -j- 


oîi  l'on  suppose  A-  ^  c-  >  [j.-  ^  h-  ^  >-.  Si  l'on  considère  deux  de 
ces  surfaces,  les  deux  premières  par  exemple,  les  cosinus  des 
angles  que    font  leurs  plans  tangents  avec  les  plans   coordonnés 
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sont  rcspccli\  cinciit  proporlioiinels  à 


).2        >,8  _  0- 
el  à 


u.-  u.-  —  0-  c-  —  'j.- 

(  )r.  si  l'on  retranclic  la  première  t'ijiialio]i  de  la  dciixiènio,  il  \iiiil 
,T  •'•'  ■»''  -^  1 

et,  /.  étant  su|)posé  différent  de  a,  la  (piarilil<''  entre  parenthèses 
devra  s'évanouir  en  eliaque  point  de  l'intersection  de  ces  tleux  sur- 
laces. Mais  l'équation  obtenue  est  précisément  la  condition  de 
perpendicularilé  des  deux  plans  tangents.  Donc  les  deux  surfaces 
sont  orthogonal(\s  tout  le  long  de  leur  intersection  mutuelle.  Il  en 
est  de  même  de  chacune  île  ces  deux  surfaces,  considérées  avec 
la  troisième. 

Il  en  résidle,  en  vertu  du  ihéorcMie  (|iic  nous  venons  de  dé- 
montrer, (|nc  rha(Hine  de  ces  surfaces  trace  des  lignes  de  courjjure 
sur  les  dcu\  autres,  par  rap])orl  à  celles-ci  cl  par  rappoil  à  elle- 
même. 

Ainsi,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  y.  et  de  v,  les  sur- 
faces (H|)  et  (Ho)  tracent  sur  (E)  deux  lignes  de  courbure  ortho- 
gonales entre  elles.  Si  l'on  fait  varier  (/,  on  aura  toutes  les  lignes 
de  courbure  de  l'un  des  systèmes;  si  l'on  fait  varier  v,  on  aura 
toutes  celles  de  l'autre  système. 

Il  s'ensuit  de  là  que,  si  l'on  donne  une  surface  du  second  degré 
à  centre,  un  ellipsoïde  par  exemple,  représenté  par  l'équation 

OÙ  A-  ^  B-  ^  G-,  on  identiliera  son  équation  avec  l'équation  (E), 
en  posant 

\-^K-,     f.-  =  A-— B-,     (.-z^A^— C-, 

et  alors  les  équations  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde  s'obtiendront  en  combinant  son  écpialion  avec  l'une  ou 
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l'aulre  des  équations 

K-  y-  z 


^t        f,2  _  A^  -t-  B^        A^  —  C^  —  fi 


-,  z=  I  , 


=  I, 


•/-         A-  —  B'-  —  /^         A-  -  C-  — 
«.-  et  V-  étant  deux  constantes  arijitraires,  telles  que  l'on  ait 
A-  -  C-  >  ti-  >  A-  —  B-  >  v^  >  0. 

S  VIT. 

MESURE    DE    LA     COUIIUURE    DES     SUKFACES. 

709.  Nous  avons  pris  pour  mesure  do  la  courhure  d'une  courlic 

plane  le  rapport  — ^  [532]   de  l'angle  de   contingence   à   l'élément 

d'arc.  On  peut  représenter  la  valeur  de  l'angle  de  contingence  par 
la  longueur  de  l'arc  intercepté,  sur  un  cercle  de  rayon  =  i,  par 
deux  rayons  de  ce  cercle,  menés  parallèlement  aux  normales  aux 
deux  extrémités  de  l'arc  ds,  dirigées  de  la  concavité  vers  la  con- 
vexité de  la  courbe.  Si  l'on  établit  donc,  au  moyen  de  ces  nor- 
males, une  correspondance  entre  cbaque  point  de  la  courbe  et  les 
points  du  cercle  de  rayon  =  i,  on  ])ourra  définir  la  mesure  de  la 
courbure  d'une  courbe  comme  la  liuiile  du  rapport  des  deux  arcs 
infiniment  petits  correspondants,  pris  sur  le  cercle  de  rayon  =  i 
et  sur  la  courbe. 

Si  le  sens  de  la  concavité  de  la  courbe  vient  à  eiianger,  le  sens 
du  mouvement  du  point  du  cercle  correspondant  à  un  point  mo- 
bile dans  un  sens  constant  sur  la  courbe  changera  en  même  temps, 
et  nous  avons  vu  qu'à  ce  changement  de  sens  correspond  un  chan- 
gement de  signe  de  l'expression  de  la  courbure. 

710.  Considérons  maintenant  une  surlace  courbe  S,  et  un  élé- 
ment superficiel  dS  entourant  un  point  I\I  de  cette  surface.  Si  par 
le  centre  d'une  sphère  S,  de  rayon  =^  i ,  on  mène  des  rayons  pa- 
rallèles aux  normales  en  tous  les  points  de  l'élément  dS,  chaque 
rayon  déterminera  sur  la  sphère  un  point  correspondant  à  un  point 
de  la  surface  S,  et  ces  points  de  la  sphère  rempliront  un  élément 
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(fZ  entourant  le  point  a  correspondant  à  M.  L'analogie  conduira 
dès  lors  à  ciioisir  pour  mesure  de  la  courbure  de  la  surface  en  M 
la  limite  du  rapport 

On  peut  prendre  pour  dS  un  triangle  infinitésimal,  avant  pour 
sommets  trois  points  de  la  surface  infiniment  voisins  M,  M',  M"; 
alors^Ssera  le  triangle  déterminépar  les  trois  points  correspondants 
fj.,  p! ,  p"  de  la  surface  spliérique.  En  effet,  on  jjeut  décomposer  uu 
élément  d'aire  quelconque  en  éléments  triangulaires,  et,  comme  la 
limite  du  rapport  de  deux  éléments  triangulaires  correspondants 
de  S  et  de  II  ne  dépend  que  des  coordonnées  d'un  des  sommets  M 
sur  la  surface  S,  cette  limite  sera  évidemment  la  même  pour  le 
rapport  des  deux  sommes  de  triangles. 

711.  Si  la  surface  S  est  uniconcave  au  point  j\I,  c'est-à-dire  si 
ses  deux  sections  principales  ont  leurs  concavités  tournées  dans 
le  même  sens,  alors  les  rayons  de  la  sphère,  menés  dans  le  même 
sens,  à  partir  du  centre,  que  les  normales  à  S  dirigées  vers  la  con- 
vexité de  cette  surface,  détermineront  un  triangle  p-f-V-"?  fjui  aura 
son  plan  parallèle  à  celui  du  triangle  MM'M",  et  qui,  de  plus,  sera 
tel  que  les  deux  contours  jMM'M"  et  pp.' p."  seront  parcourus  dans 
le  même  sens. 

Si,  au  contraire,  la  surface  S  est  à  indicatrice  hyperbolique,  on 
pourra  prendre  pour  MM'  et  MM"  deux  directions  correspondantes 
à  des  sections  ayant  leurs  concavités  de  sens  contraires.  Alors,  si 
les  normales  en  M  et  en  M',  qui  déterminent  le  côté  p.p'  du  triangle 
spliérique,  sont  situées  d'un  certain  côté  de  la  surface  S,  celles  qui 
détermineront  l'autre  côté  pp"  devront  être  l'une  le  prolongement 
de  la  précédente  normale  en  M,  et  l'autre,  la  normale  en  M"  située 
du  même  côté  de  S  que  ce  prolongement,  et  l'on  voit  dès  lors  que 
les  deux  triangles  MM'M"  et  fJ-lJ-'y"  auront  leurs  sommets  disposés 
en  sens  inverse.  On  peut  le  voir  plus  clairement  en  supposant 
que  MM'  et  MM"  soient  les  sections  principales  de  la  surface,  et 
considérant  que  les  points  de  rencontre  des  normales  en  M'  et 
en  M"  avec  la  normale  en  M  sont  situés  de  côtés  différents  de  la 
surface. 

Enfin,  si  la  surface  S  est  développahle,  en  prenant  toujours  pour 
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IMM',  JM.AI"  deux  seclions  principales,  l'une  de  ces  sections  MM' 
sera  la  généralricc  recUJigtic  ;  les  noiinalos  en  M  el  en  M'  seront 
parallèles,  el  par  suite  p!  se  confondra  avec  u.\  le  trianf;le  jJ-ijf[J-'^ 
sera  donc  iiid,  el  par  conséquent  la  mesure  de  la  courbure  sera 
égale  à  zéro. 

Si  nous  exprimons  maintenant,  sous  forme  de  déterminants,  les 
surfaces  des  deux  triangles  c/S,  (Œ  au  mo\cn  des  coordonnées  de 
leurs  sommets  projetés  sur  un  même  |ilan,  les  expressions  donne- 
ront les  deux  surfaces  avec  le  même  signe  ou  avec  des  signes  con- 
traires, suivant  que  les  deux  triangles  auront  leurs  sommets  dispo- 
sés dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires.  De  là  il  résulte  que  le 
rapport  A  de  ces  expressions  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  la 
surface  S  aura  ses  deux  courbures  principales  de  même  sens  ou  de 
sens  contraires.  La  surface  sera  dite  d'après  cela  une  surface  de 
vonrhure  positi^'e  ou  de  courhurc  nc'i^alis'c.  Une  surface  dévelop- 
pable  sera  une  surface  de  courbure  nulle. 

712.  On  peut  facilement  trouver,  par  la  Géométrie,  une  exjjres- 
sion  de  la  mesure  de  la  courbure.  En  prenant,  comme  tout  à 
l'heure,  le  triangle  MM'M"  dont  deux  côtés  sont  les  sections  prin- 
cipales, MM'  sera  égal  au  rayon  de  courbure  principal  correspon- 
dant R,  multiplié  par  l'angle  de  contingence,  lequel  est  représente 
par  le  côté  ^tj!  du  triangle  sphérique  r/S  ;  donc  MM' =  R .  fj-p.',  et 
de  même  MM"=r  R'.f/.p.",  R'  étant  l'autre  rayon  de  courbure  prin- 
cipal. D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  que  le  triangle  (J-y' [■'■"  est  rectangle 
aus-i  bien  que  MINI'M".  Donc  le  rapport  des  surfaces  de  ces 
triangles  est 


MM'.M.M"       KIV 

La  mesure  de  la  courbure  de  la  surface  est  donc  égale  au  produit 
des  courbures  de  ses  sections  principales,  du  moins  quant  à  sa 
valeur  absolue. 

Donc,  si  l'on  désigne  par  a,[i,y  les  cosinus  des  angles  de  la 
normale  à  S  avec  les  axes,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  coor- 
données du  point  y.  de  la  sphère  S  correspondant  à  M;  si  l'on 
pose,  de  plus,  comme  au  n"G8l, 

(  I  )  flv.  =  K,  (l.v  -T-  'j.,  (Ir,      iK  -  fi,  â.r  -h  ^S,  rlj\ 
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713.  EtiiLlissoiis  iiiaiiitcnanl  ces  résultats  analvtiquonienl,  en 
même  temps  que  leur  indépendance  de  la  forme  de  l'aire  dS,  et  le 
signe  de  la  valeur  de  k. 

Soient 
(x  -f-  ({jc,  j  -+-  (1).  z  -f-  dz)  les  coordonnées  du  point  M', 

[x  -}-  ox ,  y  -t-  dy ,  z  -t-  oz)  celles  du  point  M". 

L'angle  du  plan  tangent  en  M   avec  le  plan  des  xj  ayant  pour 
cosinus  y,  la  projection  de  l'aire  du  triangle  sur  ce  plan  sera  yr/S. 

On  aura  donc 

!   dx     dv 
ayrfS  =  1 

I    'JX       Sv 

Les  coordonnées  des  points/:^',  p"  étant  (a-\-  da. .  .  .  ),  («-(- J«, .  .  .), 

on  aura  de  même,  pour  le  double  de  la  jjrojection  du  triangle  (7Z 

sur  le  plan  des  xr, 

I  duL    dp 

On  a  d'ailleurs,  parles  équations  (i)  du  numéro  précédent, 

du.  -  -  K,  rf.r  +  OL:  il)  ,      tli  ^  i^i  (Ar  -+-  '^^dy , 

Sa.  —  a,  ox  H-  «,  rfr,       Sp  ::=  fj  '^x  -f-  S,  Sr, 

d'dù  l'on   lire,  par  la  règle  de  la  niulliplicalion  des  déterininanis 

1149], 

dx       d) 


da.      dp 

3(1     'ip 


«1        «2 

r'i      ?t 


On  en  conclut  lexprcssion  (^al,  indépendanuneiil  de  la  lornie  du 
triangle  MM'M".  On  voit  aisément  que  le  même  résultat  subsiste 
encore  pour  une  forme  quelconque  de  l'aire  infinitésimale  f?S. 

On  reconnaît,  par  les  formules  précédentes,  que  le  signe  de  la 
mesure  de  la  courbure  A'  varie  avec  celui  de  rt.  —  ,ç^  ou  avec  celui 
de  IIR',  ce  qui  confirme  ce  que  nous  avons  annoncé  au  n°TlI. 
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714.  Supposons  actuellement  que  les  trois  coordonnées  x,  r.  - 
soient  e\|)rirnées  au  moyen  de  deux  variables  indépendantes  quel- 
conques u,  \',  (]ui  pourraient,  si  l'on  voulait,  devenir  égales  kxel 
à  y.  liHlicpions,  pour  abréger  l'écriture,  par  des  accents  supé- 
rieurs les  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  u,  et  par  des 
accents  inférieurs  les  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  i',  de 
••rirtc  que  ion  ait 

(il- =  .7-' du -i- .iif/f,      ely  ^^y  du  ~\-  y^dv,      dz      -  z  du -\- z^dv. 

L'élément  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface  sera  donné  par 
l'équation 

ds-  =:  dx-  +  '/>  -  -+  dz? 

—  ( ,r' -+.)•''+  s'*) rf«^  +  2  [x'x,  +  j'r,  +  ;';,)  du dv  +  (.r/  +  y";  +  z"; )  dv' . 

\\n  posant 

E  =  y»  +  /^  +  j'% 

F  =  x'.r,+  r'x,-hz'z„ 

la  valeur  de  ds-  prendra  la  forme 

ds'-=Edu'-  +  2  Ydiidv  ^-  G<-A'2, 

715.  Considérons  la  surface  S  comme  la  limite  d'un  polyèdre 
articulé,  dont  les  faces  seraient  formées  par  des  triangles  infini- 
ment petits  tracés  sur  la  surface,  et  ayant  pour  côtés  les  divers  élé- 
ments ds.  Si  l'on  déforme  le  polyèdre,  en  faisant  tourner  les  divers 
Irianglcs  autour  de  leurs  côtés  comme  charnières,  on  obtiendra 
pour  liniile  un('  nouvelle  surface,  dans  laquelle  x,j^,  z  seroni 
d'autres  fonctions  des  variables  indépendantes  u,  v,  fonctions  que 
l'on  choisira  de  manière  que  les  points  correspondants  des  deux 
surfaces  se  rapportent  aux  mêmes  valeurs  de  u  et  de  \>.  Par  exemple, 
si  l'on  prend,  sur  un  cylindre,  pour  u  cl  v  les  longueurs  comptées 
sur  une  génératrice  et  sur  un  arc  d'hélice,  coupant  cette  généra- 
trice sous  un  angle  donné,  ces  deux  longueurs  ne  varieront  pas. 
lorsqu'on  déformera  le  cylindre  en  l'étendant  sur  un  plan. 

Les  triangles  élémentaires  ayant  leurs  côtés  invariables,  il  faut 

i3. 


tçi<>  I. iviiE   iir.     -   ciiM>.    Il,  s  vu. 

ipic  lu  iKiin  l'Ile  expression  de  ds-. 

ds'-  -    FJdu-  ->~  7.  V'<lu(h   ,    G'  (/.-, 

si)it  i(leiili(|ue  à  l'ancienne,  tjiiels  que  soient  du.  dv.  Il  f;uil  |)f)ur 
cela  (juc  l'on  ail.  |)Oiir  toutes  valeurs  de  a  et  de  r, 

E':-.  E,     F=F,     G'=G. 

Donc,  si  l'on  vient  à  délornicr  une  surface,  et  que  les  coordonnées 
rectangulaires  x,j,z  soient  exprimées  au  moyen  des  ^ariables 
II,  V,  dont  les  valeurs  sont  attachées  aux  divers  points  de  la  surface 
cl  restent  les  mêmes  pour  chaque  point  pendant  la  déforinalion, 
les  trois  l'onctions  E,  F,  G,  qui  entrent  dans  l'expression  de  l'élé- 
ment linéaire  de  ds,  ne  changeront  pas  de  valeurs  par  l'eflTel  de 
la  délormalion. 

Réciproquement,  si,  pour  deux  surfaces  S,  S',  dont  les  coor- 
données sont  exprimées  au  moven  des  deux  \ariables  indépen- 
dantes II,  r,  les  fonctions  E,  F,  G  de  a  et  de  e,  qui  servent  à 
exprimer  l'élément  linéaire,  sont  les  mêmes  pour  tout  .système  de 
valeurs  de  ii  et  de  r,  les  côtés  des  triangles  infinitésimaux  qui 
joigneiil  lo  iiolnts  correspondants  des  deux  surlaces  seront  égaux; 
donc  ces  surfaces  soiil  les  limites  de  deux  étals  d'un  même  réseau 
pohédrique:  elles  sont  donc  déformables  lune  dans  l'autre,  ou, 
i-ommc  on  dit  ordinairement,  elles  sont  a/>/)/icti/i/es  l'une  sur 
laulrc. 

716.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  la  nicbure  de  la 
courluire  ne  change  pas  non  plus  par  la  déformation  de  la  surface, 
<1  pour  ((Il  il  siiirHii  (le  faire  voir  que  cette  quantité  peut  s'ex- 
primer au  mo\cn  (^les  seules  fmclions  E,  F,  G  cl  de  leurs  dérivées 
par  rappori  aux  variables  a,  i'. 

|)"apr(''s  ce  que  nous  avons  vu  [0-i3],  les  cosinus  a,  [5,  y  des 
angles  de  la  iioiinalc  axcc  les  axes  soiil  pro|)ortioniiels  aux  (pian- 
tilés 


,      Y  — 


U    z  = 


(le  sorte  (pi'cn  po>aiil 


v-  =  x^H-y-'-^  z% 


MKSVRE    Dr;    t.  \     COlBBltlK     DICS    SURFACKS. 


"97 


Cl  |)ar  conséf|iieiil 


X 

'      ,5  = 

Y 

v'    '■' 

_z 

~  V 

/  = 

-4 

' 

les  dérivées  D,i,  D,-  étani    prises  en  faisant   \aiier  tout  ce  qui  flT'- 
pend  de  .r  et  de  7  . 

Si  l'on  considère  niainlciiant  x,  y  comme  fonctions  de  11,  r.  01 
aura,  pour  deux  fonctions  quelconques  f(j:',  t),  f(.T,j), 

D„/  -.-  ..'0^/  +  ,,  'D, ./;      D,.f----  ./■,D,./-t-.r,D,  /, 
T)„y  r_z_-.,-'D,y  H-.)'D,  V,      D..y  ^^  j;D^'.  -T-,r,D,  -., 

d'où  [313] 

D,,/     D../  ! 


D„ 


Donc,  à  cause  df 


D.,3) 


.1-      y 
•'•,     .'V 


D,y     D,/ 


r       ) 

=  z, 

'•/     .'■/ 

X 

X 

I>„  — 

D,. — 

1 

"  V 

'  V 

/  — 

Z 

Y 

Y 

r>„ 

D. 

"  \ 

'V 

Or  on  a,  en  faisant  (/\  =  X'c/a  ^-  X,(/i',  etc., 


D„ 


X'        XV' 

y     v^' 


D,, 


V         V  V-  'V         V 

donc  le  déterminant  précédent  devient  égal  à 


XV, 


etr. 


X' 
Y' 

X,   1       V 

Y,          V'' 

X 
Y 

X, 

Y, 

V, 

X     X' 

y    Y' 

I 

—  7i 

X      X'        X, 
Y      Y'       Y, 

V2    VV    vv 

X     X      X, 

X     X'     X, 

X     X      X, 

X 

Y     Y'     Y, 

Y 

Y     Y'      Y, 

z 

Y    y    Y, 

X     X'     1 

C, 

Y 

Y'      Y, 

z     Z'     z, 

igS  i.ivRi:   lit.  —  on  A  p.   n,   ^  vil. 

ol  enfin  on  en  rnncliil 


li  = 


X  X'  X, 
Y  Y'  Y, 
Z     /.'     z, 


717.    Pour  liaiisloriiKT  celle  expression,  diflérentions  les  Iden- 
tités 

Xx'-i-Yi  'H-Z3'-  -o,      X.r,-+-Y),-HZ:,  — o. 


En  ])Osant,  pour  abréger, 

D  =X./"-H  Y."-t-Z;"-^ 


r),=:X 


Z;.  = 


■'•, 

X, 

-/ 

x" 

y" 

^1/ 

y 

1  ' 

-j 

D,  =  X.r„  +  Yj„+Z3„ 


on  aura 


X 


Y 

Z' 

4-Y 

Z' 

X' 

+  z 

X' 

Y' 

Y, 

Z, 

Z, 

X, 

X, 

Y, 

=  '{ 


X'.i-'-t-Yj-'+Z':.'=:  — D,     X,./-,  4- Y,.r,-t-Z,:,  -  -  -  D., 
X,-''  +  Y,j-'  -r  Z,z'  =  X',r,  4-  Y'..-,  +  Z'3,  =  -  D,. 

D'après  cela,  le  déterminant  qui  entre  dans  la  valeur  de  A  peiil 
s'écrire  sous  la  forme 


Y      Z' 

Y,     Z, 

I   D   -hX'.r'      D,4-X'j-, 
■"  1   D,  +  X,,r'     D,+  X,,r, 

X'.'.'      D,  X'./'      X'.r, 

+ 
yL,x'       D,  X,x       X,.r, 

X'..:'-f-Y'.,r'+Z'2'     D, 

.  Z,x'h-Y,.i'+Z,;'     Dj 

D       D,    I  D       D, 

D,     D,   \~      D,      D. 


Y'/-f-Z':'  Y'.i,-hZ'z, 
Y,j'  +  Z,3'  Y,.,,  +  Z,3, 
D        X'.r, 


D 

D. 

D, 

Do 

-H 

D 

D, 

D, 

D, 

4- 

D 

Di 

D, 

D, 

1 

D        X'  x,  4-  Y'.)-,  4-  Z'  r, 
D,      X,.r,  +  Y,,v,4-Z,3, 


D 


D, 
D, 


4- 


iJouc 
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(x^  +  Y^  +  z';-^' 
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718.  Iiilroduisons  maintenanl  les  quantités  E,  F,  G.  On  trouve 
d'abord  immédiatement 

X- -r^  Y-  4- Z^  =;  EG  -  F-. 

Il  vient  ensuite,  en  écrivant,  pour  abréger,  Sx'-  au  lieu  de 
a'- -)-•)''- 4-  z'-.  "Zx'Xi  au  lieu  de  x'x^  -\- j'ji-\-  z' z,,  et  de  même 
pour  les  autres, 

I     V      ">  V      '  V      '  I 

Z.r  -         2.x  .f,      2.J^  .r^^ 
DD,^      l.T,.v'      1.t;         l.T,.r^,    1. 


D:: 


Ix'^- 

l.r.r, 

Ir'x 

t 

l.r,r' 

-■<' 

l..,x 

1 

Ix  .,; 

^  ■'■',' 

On  a  d'ailleurs 


■  E'=2.rV', 


G'  =3  II 


-E,=zlx'.v  , 
Y'~lx'x^  4-2x".,-,, 
F'-  -E  =l.,".r„ 


-F    —  V  >■'-  -:-    "^  r'  ,'■ 


;.»■■..„  -i-i;'V''  -^^•'^"■'■„, 


•'•  ••'•„  -1-  -■'V. 


-G,^Ix,.r„, 


F,=  I        '  ^>r.^ 


F,-^G.^v,,,',„^. 

—  G"  ^=  Z.i"'" -i- Xx,.r   , 
•)  '  '    ' 


G"=^i.,".j 


--.=" 


G  II  V       //  V      '  » 

^         =2.r  .r„-2.r-. 

En    désignant  par  H   la    quantité  Y.x\- E„ G",  que  nous 


•Aoo  i.iviii:   m.    -     cii\[>.    ri.  5  vu. 

n'aurons  j)as  bcsuiii  de  dckriiiincr,  il  viendra 

Kn  suhsliliiaiil    CCS   \alcurs  dans   les   expressions  de   DD^el  de 
1);.  il  \lcnl 


DD., 


F 
G 


2      ' 


I    '  F'     F'-   '  K,     F'  -II 

i    -i  a 


F  F 

D;  —  i    F  G 


G' 


I        ,  T 

F,     -G'         E„ 


G"  H  H 


ilic    iiar   le    Micrne    i'acteiir 


donc   H    dispaïaîl  quand  oi 


Dans  les  deux  délerininanls,  le  lenne  qui  conlienl   II  enlre  niidli- 

F     F 

F     G 

|irend  la  diflérenee  des  deux  délcruiinants,  et  l'on  pourra,  sans 
altérer  le  résullat,  su|>]uiu)er  II.  en  remplaçant  ces  déterniiuanls 
par  les  suivants  : 


E  F 

F  G 

-  F'      F' 


F,- -G' 


F,      I- 


-i,= 


F  F 


G' 


!    -  F,         G'       - 

1     9,      '         2  2 


G'    , 

2  ! 


•et  1  on  a.  par  consécpu'nl. 


/  ;;^ 


A  -  A, 

lEG  -F-  -' 


MESIRE    DE     LA    COURBURE    DES    SURFACES.  LÎO I 

IJdiic  la  mesure  de  la  courbure  ne  dépend  que  des  fonctions  E, 
V,  (j,  (jui  ne  changent  pas  quand  on  déforme  la  surlace  par  simple 
llexion,  sans  exlcnsion  ni  conlraclion  des  lignes  tracées  sur  cette 
surface.  Donc  la  mesure  de  la  courbure  n'est  pas  altérée  par  ime 
(elle  déformation  de  la  surface. 

719.  Nous  allons  maintenant  donner  une  interprétation  géomé- 
trique des  quantités  E,  F,  G,  au  moyen  desquelles  nous  avons 
exprimé  l'élément  linéaire  et  la  mesure  de  la  courjjure. 

Supposons  que  l'une  des  variables  u  et  v,  p"  par  exemple,  reste 
constante,  u  variant  seule.  Si  l'on  élimine  u  entre  les  trois  équa- 
tions qui  donnent  .t,j',  z  en  u  et  r,  il  restera  deux  équations  entre 
■X',J',  z  et  la  constante  p",  qui  représenteront  une  courbe,  que  nous 
désignerons  par  c  =  [3,  p  étant  la  valeur  constante  attribuée  à  w 
De  même,  u  =  const.  =  y.  sera  l'équation  d'une  autre  courbe, 
tracée  aussi  sur  la  surface. 

En  donnant  à  v  différentes  valeurs  constantes  v  =:  i',  t',,  t'j,  .... 
on  a  une  série  de  courbes,  que  nous  désignerons  par  (c),  (r,), 
(co),  ....  De  même,  en  donnant  à  u  les  valeurs  constantes  ;/,  iif, 
II,,  .  .    ,  on  aura  une  série  d'autres  courbes  (u),  (u,  ),  (ii.,) 


Fig.  71 


l'our  une  courbe  (t'),  on  a  c/\'  -^  o,  et   par  suite   l'élément  li- 
néaire MM,  {/ig.  yi)  se  réduit  à 

Pareillement,  pour  une  courbe  («),  du  r=  o,  et  l'élément  linéaire 
sur  cette  courbe  se  réduit  à 
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Soil  maiiilcnanl  MM'  la  diagonale  du  parallélogramme  iiilînilc- 
simal,  compris  entre  deux  lignes  (u)  infiniment  voisines  et  deux 
lignes  {v)  infiniment  voisines,  et  soit  w  l'angle  M,  MM.,  de  ce  pa- 
lallélogrammo.  Nous  aurons 

MM'-'  —  MM]  +  MMl  -+-  2MMi.MM.;,.cosM, 
c'est-à-dire 

(h^  =  E du'-  -h  2  F rfi/ rf.'   :  G f/o-    -  E rftt-  -r-  G  rff*  ^  2  V  ÈG .  du </.'  cos w, 

d'où  l'on  tire 

F 

cos  W  = 5 

V^EG 

cl,  parlant. 


JEG  —  F' 

sinw  = 


vEG 

Si  l'on  désigne  par  d  l'angle  de  ds  avec  la  ligne  (c),  et  que  Ml 
soil  la  projection  de  ds  sur  cette  ligne  (*•),  on  aura 

MI  :=  ds  cosO  ■—  MM,  -+-  Mil  -  :  d„ s  -f-  d,,s  cos'.i, 
iiii.  i-n  mettant  pour  r/„.f,  d^.s,  cosu  leurs  valeurs, 

Ef/«-!-Frfr 
d.1  cos  0  1= = • 

De  même, 

M'  I  =  *  sin  9  -   MM,  sin  w  =  ^'^ — ^-^ dw. 

v/E 

720.  Si  les  deux  lignes  (a)  et  ty]  se  coupent  à  angles  droits, 
l'angle  w=  -î  d'où  co.s&)  ^^  o,  et  par  suite  F  =  o.  Donc  la  quan- 
tité F  est  nulle,  toutes  les  fois  que  les  lignes  j<  =  const.  et  les 
lignes  i'  =  const.  forment  deux  systèmes  de  trajectoires  orthogo- 
nales. 

Alors  les  formules  précédentes  se  simplifient,  et  l'on  a 

ds  =  \,lEdu''-  -t-  Gd?, 
du  s  ^=  ds  cos6 -- du.  ^E,     d,.s  r~  ds  s'mO       dv.sjÇj. 


COORDONNÉES    CURVILIGNES    ORTHOGONALES. 

La  mesure  de  la  conrliiire  est  donnée  [)ai'  réquation 


E-G-.Â 


E 


-     D„  G 


D,G 


D„E D,,E     o 


D„E 


D„G 


D.,E 
D„G 
D:G 


D;E 


c'est-à-dire 


(^-•'■-■re^' 


()E  ,)G] 
„  r"/()E\-       ()E  dGl         ^^f<y-^       <^'G 


La  valeur  générale  de  l'élément  superlîciel  MMjM'Mo  =^8  esl 

(4)  dS  ^=  (l„s  i/,,s  s\noi  =^  (lu  t/v  \^  EQ  —  F-, 
expression  ([ui  se  réduit,  dans  le  cas  de  iorthogonalité,  à 

(5)  (/S  =  f/«f/i'vÈG. 

721.  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  formant  deux  sys- 
tèmes de  lignes  orthogonaux  entre  eux,  on  pourra  prendre  ces  sys- 
tèmes pour  ceux  des  lignes  u  =  const.,  ^'  =  const.,  et  leur  appli- 
quer les  formules  simplifiées  du  numéro  précédent. 

Exemijle.  —  Soit  une  surface  du  second  degré,  un  ellipsoïde, 
représenté  par  l'équation 

^2  1^2  -2 

(''  Y'  +  v^z^ô^  +  F— .  =  '• 

Nous  avons  vu  [708]  que  les  lignes  de  courbure  de  cette  sur- 
face sont  déterminées  par  ses  intersections  avec  les  deux  hyperbo- 


■-'04  i.ivnn   m.   —   m  a  p.   ii.   Ç    vir. 

li)i(les  liDiiHilocanx 


\     U*  U'  Ù'  C-  K- 


r- 


<le  soric  (jii  elles  pciivenl  èlre  représentées  pai-  les  deux  s\slcmes 
il  équations  /;  =  consl.,  i'  =  const. 

Pour  exprimer  X,  T,  z  au  nuneii  des  varialde>  /;,  r,  il  lauL  ré- 
soudre les  équations  (i)  et  [i)  par  rapport  à  a-,  -}  -,  z-.  Or  le  dé- 
li'riiiinant 

I  I  I 


I  J 


u-       II-  —  /;-       ti'-  —  c- 
I  I  I 

,.2  .*  /  *  ^  » 


devient,  en  retranehant  la  première  ligne  verticale  de  eliacune  des 
deux  auli-es, 


A  = 


I  I 


i(-  —  //-      u-  - 


b'-c'-  b'-r'- 


4         3       4 


Vu 


,.2  _  h'-       ,.-  —  c* 
A|  étant  précisément  le  numérateur  de  la  valeur  de  .<-.  Donc 


b^c- 


()n  tronxerait  de  même 


c«  \c'-  -  b'-] 


Il  est  aisé  de  vérifier,  au  moyen  de  ces  expressions,  que  l'inler- 
scction  de  deux  quelconques  de  ces  surfaces  est  une  ligne  de  cour- 
hure  de  chacune  d'elles.  Considérons,  par  exemj)lc,  l'intersection 
de  l'ellipsoïde  avec  llivperboloïde  à  une  nappe  u  ^=  const.  On  aura. 


APPLICATION     \     I.ELI.  1  PSO'lDi;.  ■>.u5 

f  éldiil  seul  v;u'i;il)li'. 

ic .  !•/.;■  :       '/  Il  t/li, 

b  Je-  —  /'- . ily  =3  —  i/),-  —  b-  i,  «-  —  b- .  -^^^^- 1 

^  «-  —  V- 

vclv 


y'c-  —  b-  .(/z  =^  —  \J  A-  —  c-  V  c-  —  (■- . 


Ur  l'cquation  au\  lignes  de  euiuhuie  de  rellipsoïde  esl  [689  | 

{b-—r-].r        r-v        h- z 
dx  dy         dz 

son  premier  nienihre  deNienl,   en  v  substituant  les  valeurs  j)réeé- 
dentes  de  x,  )  ,  r.  r/.r,  Jr,  dz, 

_J      [,  b-      -  C^  '  .'-  —  c'  ^  6-^  -   |.--^  )   —  b-  (i-^  —  c'-  )]  :       O. 

Donc    H  =  consl.    esl     une    ligne    de    courLuie    de    rellijisoïde 
/.  =  const.  ;  et  de  même  pour  les  autres  intersections. 

Clierclions  maintenant  la  mesure  de  la  courbure  de  l'ellipsoïde 
en  un  point  rpieleonque.  L'équation  aux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux [(383,  (ajjj  donne  [712],  pour  l'expression  générale  de  cette 

mesure, 

I  rt  —  .ï- 


Or  on  a,  pour  l'ellipsoïde  (  i), 


)■ 


— ,  l>  —  o,      .-^ — —  -I-  t- 5  7  =  0, 

c-  /.'  —  b-        /.-  —  c- 


I  p-  z  pq 

r-,  +  .-.,-—;  -H  .-1 :,  /■  =  O,      -Vf- 

/-        /-  —  c-        /-  —  c-  J.-  - 


'I 


b-       ).-  —  c-        t.-  —  c- 


d'oîi 


;;■      _         I          [■,?  —  c''-].r'- 

Y-  —  e-^       V-              'k'z^ 

zs                  [V-  —  c']xx 

r-  —  c'-~     v[r-—b'-)z^' 

Zl                                  I                       (),^- 

■c'-),^ 

l^  —  c'-~        -/.■'—b-'         ();  — 

b-Yz' 
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On  en  lire,  en  réduisant  au  ni(i\cn  de  réqualiou  ^^i  j. 


D'ailleurs, 

z^  ,  .r'-  y'-  z'-  I 

(>. ir^^  (/^-  +  'y-  +  > )  -  rv  +  ^ï.zTb^.  +  Jyzr^f  -  ^' 

c?  élaiil  la  distance  du  eeiitrc  au  pian  tangent  en  (x,  j  ,  z).  Donc 

en  (in 

I 


=  A-=: 


(_)ii  Miil  par  eette  lurnuile  que  la  mesure  de  la  riiurhure  esl  con- 
stante en  UK'nie  temps  que  la  dislance  0.  lillc  est  donc  conslaiile 
le  long  d'une  même  polodie  (  '  ). 

On  a  maintenant  À  y/X- —  b-  \Jl-  —  c-  =  d-  \Jli,  Ro,  de  sorle  que 

/  

le  Mjlume  de  l'ellipsoïde  peut  être  exprimé  par^Trtî-  ^R|R.>. 


APPLICATIUIV    IIES    TIIÉOIUES    PRÉCÉDENTES    A    L  HÉLICE   ET  AUX    SURFACES 
QUI    EN    DÉniVENT. 

722.  JIclicc.  —  Soient  a  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  l'iic- 
lice  est  tracée,  el  27iZ>  le  pas  de  l'hélice.  Les  équations  de  la  courhe 
pourront  se  mettre  sous  la  forme 


X  =^  a  cos  "7  5      )•  =  «  sin  -  j 


ou,  plus  symétriquement,  sous  la  forme 

(l)  x:^rtCOS/,       )-  =  (7sill/,       z=:bt. 

On  en  tire  d'abord 

(')  f'oir  k's  Mémoires  de  Poinsot  Sur  la  rotation  des  corps. 


ETUDE    DE     L  HELICE.  2O7 

puis 

(  3  )  d.v——\  dt,      dr  --  .r  dt,      dz     :  h  dt , 

d'où  l'on  conclut 

dy  X 

dx~       y 

ce  qui  exprime  que  la  projection  de  la  tangente  sur  le  plan  de*  xy 
est  perpendiculaire  au  rayon  de  la  base  du  cylindre. 
En  faisant 

(4)  or  +  b-=^c-, 

on  a  (2) 

ds^  =(>-'+  .v^  -4-  b-  )  dt'-  =  c^  dt-  ~  ^,  dz\ 

d'où 

dz  .     b 

ds  c 

La  tangente  à  l'iiélice  fait  donc  un  angle  constant  avec   le  plan 
des  xj. 

723.  On  a,  d'après  cela,  pour  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe, 

X  —  s,  =z  '-^  [z  ~  zo]  =  (  z  —  3o )  séc9, 

0  étant  l'angle  constant  de  la  tangente  avec  l'axe  des  z. 
Les  cosinus  des  angles  de  la  tangente  avec  les  axes  sont 

d.r  r        dr        x        dz        b 

(5  — =  — -,      -^  =  -1      v=~* 

'     '  ds  c         ils         c         ds        c 

IjCS  équations  de  la  tangente  ('tant 

?  —  ^       ''  — .''        '  —  ' 


>    '  —7  .1-  0 

on  aura,  pour  l'équation  du  plan  normal,  en  eflaçant  les  termes 
(|ui  se  détruisent, 

(7)  — _rÇ  +  ,r)î -(- i(î;  — s)  =  0, 


•2oS  Li\ui;    III.  i;ii\i'.   Il,    ^  \iii. 

cl,  pour  réquation  générale  ilii  |ilaii  langent  [629], 


(8: 


[H-x.,-f(;-3)],),[.-,_J  ,-.)].  o. 


En  écrivaiil  (jiio  ce  ni("nie  plan  est  égalcmenl  tang(;nt  au  point 
(le    la    coiiri)c    infiniiiieiit    voisin   (x -h  (Ix ,  y -\- dj,  z -h  dz) ,    il 


\  iriit  [63-ij 


d,    ~ 


/: 


ou,  a  c 


6    -■  '         b 

ause  de  r/.c  --  —  ',  (Iz,  dy  =    -  dz, 
h  -         0 

(x-+-),/)(i;-3)  =  o, 

1  enfin,  en  suppriniani  la  soliillon  étrangère  ^ — r  r=  o, 

.r  +  ).)•=  o. 


Eliminant   ?.   enlrc   celte   équation    et    I  équation    (8  ),    on  a,    pour 
léqualKiii  (In  plan  oscillateur. 


19) 


—  ,'  ;  -I-  ■•'■';  —  -r  ,'-■  —  -;  =  «■ 

b 


En  combinant  les  équations  (7)   et  (9)  du  plan  normal  cl   du 
plan  osculateur,  on  a  les  équations  de  la  normale  principale 


10 


r, 

^^^  —  1 
r 


ipii  représeuleiil  le  raMiu  du  ('\liiiilre  mené  par  le  poiiil  \^.v,  y,  z). 
Vulremeiil  ,  le>  liuiiiiiles   du    11"   (Jô? ,    comhinées  avec   les   va- 
leurs ( 5 ),  donnent 

r  Y 

d-  cos),  = dl,     d-  eus  tj.  =  —  "—  dl,     d-  cosv  ^=  o, 

c  r. 


Ç,OÙ.  zzz ,        COS  u.  -= 

a 


cosv  =:=  o,       V  =  -5       d-  =.  —  dl. 


ce  qui  conduit  aux  écpialions  (10)  de  la  noriiiali"  |>rinoipale.   De 
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])liis,  on  a 

Donc  le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  est  constant. 

Le  centre  de  courbure  est  l'intersection  de  la  normale  princi- 
pale (lo)  avec  le  plan  normal  au  point  inlîniment  voisin 

(.r  -I-  i!x,  y  +  (!y,  z  4-  dz], 

OU,  si  l'on  veut,  l'intersection  du  plan  osculateur  (y)  avec  deux 
plans  normaux  infiniment  voisins,  ou  avec  leur  intersection,  qui 
est  l'axe  de  courbure.  La  difrérenticlle  de  l'équation  (7)  est,  en 
vertu  de  (3), 


xç, 


b'-=o. 


En  la  combinant  avec  (7),  on  a  les  équations  de  l'axe  de  courbure 


I  -1 ;;  ■'■■         1  H :  y 

;'3)  "'       = 

—  f  ■■^ 


Ces  équations,  jointes  à  l'équation  (9),  donnent  les  coordonnées 
du  centre  de  courbure.  Il  revient  au  même  de  combiner  les  équa- 
tions (10)  et  (12),  ce  qui  donne 


I,'-  b"- 


.r        y        x^  -\-  y^  a 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  donc 

-  V'-  h"-    . 

r'î  5  = cost,      ïj  = sm/,      1^=1  l/t, 

et  a 

et  l'on  voit  par  là  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  est  une 
hélice  de  même  pas  que  la  proposée,  et  que  l'on  obtient  en  pro- 
longeant chaque  normale  principale  au  delà  de  l'axe,  de  la  quan- 

•   ,  /'■' 
Il  te  —  • 
a 

La  distance  de  deux  centres  de  courbure  consécutifs,  ou  l'élé- 

H.  —  Cours  Je  Cale.  In  fin.,  II.  I^ 
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ment  d'arc  de  cette  hélice  (i4)  est  donc 

(i5)  (h  .=  '"'- dt. 

a 

Pour  avoir  I  rqualidii  de  la  surface  polaire,  lieu  des  axes  de 
courbure  (i3),  on  n'aura  qu'à  éliminer  t  entre  les  équations  de  cet 
axe;  ou  bien,  en  désif;nanl  par  u  la  valeur  commune  des  trois 
rapports  (i3),  on  aura  les  coordonnées  de  cette  surface,  expri- 
mées (643)  au  moyen  des  deux  variables  indépendantes  t,  u, 

h-  i* 

(l6)         I -: -[-r  —  uy],      r,— -[y-^iix),       l  =  z--bit. 

724.    Les  cosinus  des  angles  du  plan  osculateur  avec  les  plans 

1  .      ,  ''V     h.c  a  .  ]•        I       1 

coordonnes  étant '   -,  — > 1    on    en   tire,   pour  1  anj;le   de 

(ic      ac  r-  *  ° 

torsion  [660], 


c 


''"=\/'(-ë-)'-(-'';)"-H)'='"'. 


d'où  le  rayon  de  torsion 

__  '^'  _  '■' 

'  "^  J/y  ~  "6 


ce  rayon  est  donc  constant,  comme  le  rayon  de  couihure. 

Le  centre  de  la  snlirre  osculalricc  s'obtiendra  en  combinant  les 
équations  de  trois  plans  normaux  infiniment  voisins,  savoir  les 
équations  (7),  (12)  et 


y  -  —  .r  r,^^  o. 


Ces  trois  équations  donnent  pour  c,  >^.  i^  les  valeurs  (i4)-  Donc  le 
centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide,  dans  Ihéliee,  avec  le 
centre  de  courbure. 

Le  lieu  des  centres  de  la  sphère  oseulatric('  est  donc  idenlicjue 
avec  le  lieu  (14)  des  centres  de  courbure.  Cela  résulte  immcdia- 
lemenl  de  l'équation  (5)  [663], 


^^sji 


r¥ 


qui  se  réduit  à  R  =^  p,  toutes  les  fois  que  c  est  constant  ;  alors  la  dis- 
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tance  —  du  centre  de  courbure  an  centre  de  la  siihère  osculatrice 
rtu 

est  nulle. 

La  tangente  au  lieu  des  centres  de  la  spiière  osculatrice  n'est 
autre  chose  que  Taxe  de  courbure  (  i3)  de  l'hélice  proposée,  comme 
il  est  aisé  de  le  vérifier.  Donc  le  lieu  de  ces  tangentes,  qui  coïncide 
avec  la  surface  polaire  (iti),  est  le  lieu  des  tangentes  à  une  hé- 
lice (»4)  •  c'est  donc  un  liélicoïde  dèveloppable. 

725.  JNous  aurons  les  équations  générales  des  développées  de 
l'hélice,  en  combinant  les  équations  (i6)  de  la  surface  polaire  avec 
une  des  équations  [667] 

ï  —  .r  r,  —  )■  ?  —  - 


(1%  ch  ,1% 

qui  expriment  que  la  tangente  à  la  développée  rencontre  la  courbe 
proposée.  En  prenant  la  première  de  ces  équations  — — —  :^=         '   ; 

et  faisant,  pour  abréger,  -.j  =  6,  il  vient  (  i6) 

dl  n;  e[(  j  4-  u.v)  dt  -\- y  du],      dr,  =—  S[(j:  —  uj-]  dl  H-  x  du] , 

d'où 

^  (  r -t- g)jr  4- OU)-  —  fi-f-êl)-  —  Sux 


(j-i-  ux]dt 

+ 

X 

du        —  j.r  —  uj'  )  dt  — •  .V  du 

__-(i-t-g)(.r=-)-r-)_       g(.r*+r')« 

[.r-  +  y-)udt              [x--h  y^)[dt-{-  du  ] 

ou  enfin 

u  dt          dt  -\-  du 

H-S    •        ç«       -°- 

On  tire  de  là 

dt  —  - 

— 

du                 ,,    ,                        (■             h             „, 

,,       )      U  ou      u —            uing      [t    1    t.), 

I- 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation,  jointe  aux  équa- 
tions (iti),  détermine  les  développées  de  l'hélice. 

726.   liélicoïde  dèveloppahlc.  — •  Celte  surface  est  le  lieu  des 

i4. 
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tangentes  à  l'hélice,  représentée  [722]  par  les  équations 
(i)  X=^rtCos?,      Y=;nsiii^      'L=^  bt. 


Les  équations  de  la  tangente  seront 
(-) 


:-X  _  ,1-  —  Y  --  —  Z 

—Y    ~      X      ~      6 


■Y.r-i-Xr 


Tirant  de  là  x,y,z  en  fonction  des  variables  t  et  h,  et  conser- 
vant, pour  abréger,  X,  ^  ,  Z  pour  représenter  les  expressions  (i), 
on  aura  les  équations 

(3)  .r=X  — Y«,     j-  =  Y  +  Xh,      zz^Z+hu  =  b[t  +  u\ 

([ui  donneront  les  coordonnées  de  Ihélicoïde  en  l'onction  des  deux 
variables  indépendantes. 
On  tire  des  équations  (3) 

(4)  f/i=: — ydt — \tlu,      (/j- =  .r(h -i-^dii,      (hz=  l/dt -h  bi/ii. 

Soit  main  tenant  A(  ^  —  x)  +  13  (y; — j  )  +  C|^  - —  -)  =  o  l'équa- 
tion d'un  plan  mené  par  le  point  (j',,}  ,  s)-  Pour  qu'il  passe  en  un 
point  de  la  surface  [x -h  dx,  r  +  dj,  z -t- dz)  infiniment  voisin 
de  {^',J,  z),  il  faut  que  l'on  ait 

Ad.c  -+-  Bdj-  +  C^/s  =  o, 
c'est-à-dire  (4) 

(—  A/  -h  B.V  -4-  C6)  clt  T-  (—  AY-f  BX  -h  Cb)  du  =z  o. 

Pour  que  cela  ait  lieu  tout  autour  du  jjoint  {x,y,  z),  on  devra 
avoir  [643]  les  conditions 

—  A^  H-B.r-4- Ci  =  o,     —  AY-t-BX^-C^'^o, 


où 

l'on  t 

ire 

.V 

b 

b 

:B 

C  = 

X 

b 

b 

—  y      .T 

-  Y     X 


=  —  bXu'.b'iLu:  —  a-  u. 


On  aura  donc,   pour  l'équation  tlu  plan  tangent,   en  remarquant 
que  l'on  a  (2)  b{Yx  —  Xj  )  =  —  (i-hii,  et  a-[z  —  bu)  =rt-Z, 

(5)  —  iY|-i- 6X>i  —  «^(?  — Z)z=o, 
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ce  qui  n'est  autre  cliose  cjne  IVqiiatlon  ilii  plan  oscillateur  à  l'Iié- 
lice  (0  [723,  (9)]. 

Les  équations  de  la  normale  sont,  d'après  cela, 

,  /-  V  ?  —  •!■       'c  —  y       ?  —  z 


^    '  —  6Y  6X  —a- 

Le  coefficient  angulaire   do  la  j)rojcclion  de  la  normale  sur  le 

X 

plan   des  xy  étant  —  —  ?  cette  projeclion   est  perpendiculaire   à 

celle  du  ravon  du  cylindre  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  la 
génératrice  sur  laquelle  est  situé  le  pied  de  la  normale. 
Les  cosinus  des  angles  de  la  normale  avec  les  axes  étant 

,    ,  bX       bX  a"- 

7  ,      — , , 

«(■  tii-  tic 

on  voit  que  la  normale  l'ait  un  angle  constant  avec  l'axe  des  z, 
ainsi  qu'avec  le  plan  des  jcj\ 

L'équation  (5)  ne  dépendant  pas  de  n,  on  voit  que  le  plan  tan- 
gent reste  le  même  tant  que  t.  reste  constant,  c'est-à-dire  tout  le 
long  d'une  même  génératrice. 

727.  L'équation  des  lignes  de  niveau  c  =  C  ou  dz  =  o  de- 
vient ici 

(8)  /  4-  H   ^:  C,       ou       <■//  -I-  (lu  =  O. 

En  éliminant  une  des  variables  ;  ou  u  entre  les  équations  (3)  et 
(8),  les  équations  obtenues  représentent  une  développante  du 
cercle  de  base,  comme  on  aurait  pu  le  voir  a  priori  par  des  consi- 
dérations géométriques. 

Si  a,  (3,  o  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  à  la 
ligne  de  ni\cau  avec  les  axes,  et  t,j  ,  z  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  ligne  de  plus  grande  pente,  la  condition  de  pcrpendicularité 
des  tangentes  aux  deuxlignes  donne  a  d.x'  -+-  l^d)  =  o,  équation  dif- 
férentielle des  lignes  de  plus  grande  pente.  Ici,  en  faisant  (/«  =z  —  <//, 
on  voit  que  a  et  (3  sont  proportionnels  à  — [j  — -Y)  dt,  [x  —  X)  dt, 
c'est-à-dire  à  — X.udt,  —Yiidt.  On  a  donc,  pour  l'équation  dif- 
férentielle des  lignes  de  plus  grande  pente, 

—  ILud.i-  —  Ytid)  =  o. 
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ou,  en  niellaiil  |)oiir  dx,  dy  leurs  valeurs  (4),  et  réduisant, 

a-  udt  =  o, 

d'iMi  I  on    lire  dl=o,  f  =  const.  Donc   les  lignes  de  plus  grande 
pente  sont  les  génératriees  rectilignes  de  l'hélicoïde. 

La  solution  «  =  o  serait  une  solution  singulière,  qui  donnerait 
(i),  .z' =  X,  j)=  \  ,  :^=  Z  ;  celle  solution  correspondrait  donc  à 
l'hélice  directrice,  lieu  des  intersections  successives  des  lignes  de 
plus  grande  pente. 

728.  L'angle  de  deux  normales  infiniment  voisines  est,  d'après 
les  valeurs  (7), 

(q)  do,  =  - '-  Jd\^ -v-  ,/Y-  =  -  (It. 

lie  r 

Pour  avoir  l'intersection  de  deux  jilans  tangents  inliuiiiienl  voi- 
sins, on  joindra  à  l'équation  (5)  sa  difTérentielIe  p^ir  rapport  aux 
coordonnées  de  la  surface,  savoir 

—  AX?  — iYv;  -t-«-/;  — o, 
et  1  on  lire  de  ces  deux  équations 

^— X  _c-r      i  —  z 
_^„_  —  ^^   —  ~i,~  ' 

FjCS  cosinus  relatifs  à  la  direelion  de  celle  droite  sont ,  —  ,  -• 

CGC 

r  •  1      -r     .    1       1-  •  1      !•  .1  .  j  (l.r     dy     dz 

Les  cosinus  relatils  a  la  ilireclioii  lic  1  élément  as  sont  —-■,     -.  -—■, 

as      as      ds 

où  ion  a 


ds  rr_-  y/««  U^df-  4-  c^  (rfa  -+-  dlf. 

Ou  a  donc,  pour  langle  0  des  tangentes  conjuguées,  dont  Junecst 
langenlc  à  ds. 

—  Y^/x-l-Xf/i-H-  hdz        (Y)-  +  X.rH-i=lf//-4-   Y'-I-XM^ //-U/« 
cds  cds 

e'csi-à-dire 

c[dt  -\-  du]         „   ,        .    ,        aiidt 

C()s6=  -^ ■>      (1  ou      siiiv=--  — , — 

ds  ds 
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On  en  conclut 

ch-^ 

---.  (hi  sin  5  = 

ah  udl- 
cds 

1         abudt- 
a             cds^ 

L'équation  aux  sections  principales  ou  aux  lignes  de  courbure 
csl  donnée  par  la  condition  cosS  =  o,  d'où  l'on  tire  dt-i-  du  =^  o, 
équation  qui  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  déjà  trouvée  pour 
les  lignes  de  niveau.  Donc  les  lignes  de  niveau  forment  l'un  des 
systèmes  de  ligne  de  courbure.  L'autre  système,  qui  n'est  pas 
donné  par  l'équation  cos9  =^  o,  et  qui,  la  surface  étant  dévelop- 
pable,  correspond  à  une  valeur  infinie  du  rayon  de  courbure,  sera 
formé  par  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  du  premier  sys- 
tème, c'est-à-dire  par  les  lignes  de  plus  grande  pente,  qui  sont 
les  génératrices  rectilignes. 

729.  Autrement,  si  l'on  veut  appliquer  les  formules  générales 

1  AOJ      <"'■'■  '11'  '^^  ni-  11  .1  1  /       \ 

(lu  n"  bol ,  —  =    -  =       =:  —  H,  u  vient,  a  après  les  valeurs  [n], 

(la  do  de  ^  ^  '  ' 

acd.r        acdr        dz 
"  TdY  "    JdY.  "  "(7  "  "~      ' 
d'où  l'on  tire 

o  =  dt[[  X.c  -t-  Yy]dt  -i-  (  X-  -I-  Y-  )  du]  =  :âdt[dt  -h  du), 

d'où  l'on  tire  les  deux  solutions 

,  ,        •       ,,  ,    ,       .        ,,   .   „        '/-<^ 

dl  —  o,  équation  u  une  génératrice,  a  ou  R  z=  —  =  30  , 

dt  -I-  du  —--  o,  ou  dz  ^=  o,  équation  d'une  ligne  de  niveau, 

d'où  l'on  conclut 

ac  (  )•  —  Y 1  dt  ac  u 

valeur  ilu  ravon  miniinuni  de  courbure. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  correspondant  à  ce 
rayon  R  seront,  en  vertu  des  valeurs  (7), 

Ji\  hX  a^  c- 

î  —  x R  =  X,     ï;=j-f R^Y,      ?  =  3 R=Z-!--«. 

ac  ac  ac  b 

On  en  conclut   ^--i-n'- --  n-.  Donc  la  surface  lieu  des  centres  de 
courbure  principaux  est  le  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice. 
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730.  Hi'licoïdc  gauclie.  —  On  appelle  ainsi  le  lieu  des  nor- 
males principales  de  l'hélice 

(i)  X— rtcos^     Y=asiat,     Z^^bt. 

Les  équations  de  celle  normale  principale  élant  [723,  (lo)] 
.r         r         z  —  Z 

on  aura,  pour  les    expressions  des  coordonnées  de  la  surface  au 
moyen  des  variables  indépendanles  t,  u, 

(2)  .i-  =  X«,    J  =  Y«,     z-.Z. 

On  tire  de  là 

(  3  )  dx^-—  y  dt  -:-  X  du ,     dr  --=  x  dl  -+-  Y  du ,     dz    -  h  dl . 

Si  l'on  représente  par  A(H — j:;)-i-B(y; — -r)  -r- Qa['(^  —  s):=o 
l'équalion  du  jilan  langenl,  on  trouvera,  par  un  raisonnement 
semblable  à  celui  du  n"  726, 

A:B:C         /A':iX:^«-H, 
de  sorte  que,  si  Ion  fait,  ])our  abréger, 

L  .-=  y  a-  u-    I-  0  , 

les  cosinus  des  angles  de  la  normale  avec  les  axes  seront 

/;Y        />X  a^u 

731.  Pour  z  ==  const.  ou  dzr-o,  on  a  1  -const.,  équation 
d'une  génératrice.  Donc  les  lignes  de  niveau  de  la  surface  sont 
les  génératrices  recliligncs. 

On  a,  le  long  d'une  génératrice,  dont  les  équations  sont  les 
équations  (  2)  pour  .'  :  -  const., 

dj.---S.du,     dr-.Yd,i,     dz     -o. 

On  u   doue,    pour    l'éciualion    des    trajectoires   orthogonales   des 
lignes  de   niveau,   c'est-à-dire  pour  l'équation    difl'érenlielle    des 
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lignes  de  plus  grande  pcnlc, 

(Xtl.r  +  YclY)du  =  aV«'  ^  o, 

d'où  (ht  ;^  o,  i<  =  const.,  ce  qui  répond  à  une  hélice  de  même  pas 
que  l'hélice  (i),  et  tracée  sur  un  cvlindre  de  rayon  au. 

732.   On  a,  pour  l'angle  de  deux  normales  infiniment  voisines, 


^v/^^H)^-^^(4)^-"'(4)^-i^vii^-^-"^'"'^ 


d(a  =j  —  i  /    b''[d  — 


On  a  d'ailleurs 


(5)  dsz=z\j\i^dt--^a^du'-, 

à'où  résulte 


[61 


bds 


En  comliinant  l'équalion  du  |)lan  tangent  avec  sa  difTérenticllc 
par  rapport  aux  coordonnées  de  la  surface,  on  a,  pour  les  équa- 
tions de  l'intersection  de  deux  plans  tangents  infiniment  voisins, 

—  hdX.l  ~\-bdy^.r.  —(r-du[-C  —  z)  —  —  a'-udz. 

Les  cosinus  des  angles  de  cette  intersection  avec  les  axes  sont  pro- 
portionnels aux  quantités 

—  a-  b  [  X  du  -[-  Y  II  dl  ],      —  a-b[Ydit  ^Hiidt),      a- b'  dt, 

dont  la  somme   des  carrés  est  a'' l>- [U'-dl- -\- a'-du-  ^  =  a^  b-ds'-; 
donc  ces  cosinus  eux-mêmes  sont 

X  du  J-  Yu  dt  Y  du  —  Xu  dl        b  dt 


ds  '  ds  ds 

On  a,  par  conséqucnl,   pour  l'angle  0  de  deux  tangentes  conj'i 

guées, 

—  (Xdu  -1-  Yudt]dr—  (Ydu  ~~  \udt]dy  4-  bdtdz 
C0S5  =;   ! î '—^ 

ds'- 
_  V'dt'-—a'-d„- 
--  d? 
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d'où,  à  cause  de  la  valeur  de  ds-. 


1 

-f-cos9  = 

■i.Wdt'- 

:  —  cosO  r= 

1  a^  du- 
ds^ 

cl  par  suite 

l.aVdtdu 

d.s- 

labdidu  I  labdtdu 

d-z  =  f/w  sin5  =     ^-— - —  ,      •    -^  -   TT^8~  • 
Mds  p  Urfr 

L'équation    différentielle    des    lignes   de   courbure,    cosô  — -  o, 
donne 

adu 

d  où  Ion  lire,  pour  les  rayons  de  courbure  principaux,  les  valeurs 
1    _  ^  d,.,  _   ,_  h 

R        ds  "~\r-' 

733.   Aulrcnicnt,  en  opérant  comme  au  n°  729,  il  vient  (4) 

~  K^^  Ix'  a\}  ~  dj  '  ôlJ 

b  W-dY~  Y.a^udu        h  V-dX  —  X.a^-udu 


a  Wd.r  a  W  dj 

b  (t'udu  h      a'udu  ah  du 


«   U^(Y^^-— X4;  )              aU'.a'udt 

l)V-{lidY  —  YdX)             b      n^dt 

l 

«  U-" (  —  X  c/u:  -  Ydy i              «  U .  «-'  du 

a\ 

1      ^  au               ab-du               abdu 

~       dz'^  D    ^^        V'dz   ~'        Wdc 

On  tire  de  là 

abdu                bdt           ^„       a"  du-         i 

..    /' 

U'dt  ~       aVdu'      "  ~     1)2           R  ~ 

~U 

Wdt 
bdt 
Vdu 


Kn  faisant  sin5  zj=  o,  on  a  ré<|uatioii  des  lignes  asymptoliques 

(//  du        o , 

d'où  l'on  voit  (pie  les  deux  systèmes  de  lignes  asymptoliques  coin- 
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cideiil  avec  ceux  des  lignes  de  niveau  et  des  lignes  de  {dus  grande 
pente  [731]. 

Le  lieu  des  cenlres   de   courbure  principaux,    ou  la    surface  Z 
[702],  est  donné  (4)  par  les  équations 

^^  ciucost—-\J  s'int,     czzz  ausmtz—\]  cost,      'Ç—,  Otzp  jVit, 
les  doubles  signes  correspondant  aux  deux  nappes  de  la  surface. 


73 i.   Les  équations  (a)  ou 


ht 


donnent 


O-i-  .  dy  dz 

Ot  dt  '     dt 


du 


Or 


dz 


a  cost,      -^  =z  a  smt,       —    -   o, 
du  ou 


d'où  [720],  en  changeant  n  en  t  et  i'  en  u, 

^  —  au-^-P  —  V-,     Fn-o,     G^;«% 
EG  —  F^=«2U-, 


U-     o  o 

o        a-  o 

o        —  a- u     o 


V-        o        a-  u 
o  a-     <i 

a-  u     o       rt- 


(z'  l)-. 


Donc  l'expression  de  la  mesure  de  la  courbure  est 


ce  qui  s'accorde  avec  la  valeur  de    -     ,   (pii   résulte  des  numéros 
précédents. 


5i  IX. 


CONTACT    DES    DIVRCS    ORDRES    DES    LIGNES    ET    DES    SUTIFACES. 


735.  Contact  de  deux  lignes.  —  Si  l'on  projette  une  droite 
sur  trois  plans  non  parallèles  deux  à  deux,  deux  au  moins  des 
projections  de  la  droite  seront  avec  celle-ci  dans  un  rapport  (ini 


9.20  M  VUE     111. 

Si  l'on  coupe  deux  courbes  ^IM',  MAI",  issues  d'un  même  point, 

par  un  plan  quelconque,  infiniment  voisin  du  point  commun  M, 

et  qui  ne  soit  parallèle  à  aucune  des  deux  tangentes  à  ces  courbes 

en  M,  l'ordre  infinitésimal  ilc  chacune  de  ces  trois  quanlilcs  :  l'angle 

M'  RI"    M' M" 

M'MM",  rt  TTi  seradll  V urdie  de  contact  des  doux  courbes 

MM'       MM" 

au  point  M.  Si  M'M"  esl  infinimeiil  |)olil  de  l'ordre  «  -f-  i ,  l'ordre 

de  contact  des  deux  courbes  sera  n. 

Deux  au  moins  des  projcclions  de  M'M"  sur  les  Irois  plans  coor- 
donnés seront,  dans  ce  cas,  des  infiniment  jictits  d'ordre  ^7-1-1. 
Donc,  sur  deux  au  moins  des  trois  plans  coordonnés,  les  projec- 
tions des  deux  courbes  auront  des  contacts  d'ordre  n.  Si  les  con- 
tacts sont  d'ordres  difTérenls  pour  les  projections  sur  deux  de  ces 
plans,  l'ordre  le  moins  éle\é  sera  celui  du  contact  des  deux  lignes 
dans  l'espace. 

Les  conditions  du  contact  d'ordre  Ji  pour  les  projections  des 
deux  courbes  sur  les  ])Ians  des  xz  et  des  i  "  sont  [507 J  l'égalité, 
pour  ces  deux  courbes,  des  valeurs  respectives  des  quantités 

(Ix  d".r  (/y  (l"r 

.r,  5        ....       î        1  ,        --"-^  ?        •  .  -  ,       ' 

'       ,/;  t/z"         ■  dz  tiz' 

pour  une  même  valeur  de  z,  ce  qui  fait  en  tout  2«  -<-  2  condilious. 
Si  les  équations  de  l'une  des  courbes  renferment  des  paramètres 
arbitraires  et  que  l'on  détermine  ceux-ci  de  manière  que  les 
deux  courbes  aient  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible,  la 
première  courbe  sera  dite  oscillai)  icc  à  la  seconde.  L'ordre  du 
<ontact,   selon  que  le  nombre  ///  des  paramètres  sera  pair  ou  im- 

iiair,  aura  pour  valeur      — i  ou 1.  Dans  ce  dernier  cas, 

'  '  2  2 

il  restera  un  paramètre  arbitraire,  que  Ion  pourra  déterminer  pai' 
une  condition  choisie  à  volonté. 

730.  Exemples.  —  I.  Droite  osculatiicc.  —  Les  équations  géné- 
rales d'une  droite,  étant  de  la  forme 

X"A/. +  «,     y— BZ  +  i, 

renferment  4  paramètres  arbitraires;  on  pouria  donc  établir,  entre 

la  droite  et  un<'  courbe  donnée,  un  contact  d'ordre  -   —  1  ^=  1 .  On 
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aura,  pour  cela,  à  satisfaire  aux  quatre  conditions 


lu 


A,      -7-  . 


B. 


En  niellant  pour  les  4  coefficients  A,  a,  B,  h  les  valeurs  ainsi  obte- 
nues, on  retrouve  les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  [625]. 

II.  Cercle  oscillateur.  —  Les  équations  d'un  cercle  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme 


AfX- 


■B(Y-ê)+C(Z-  y)=o. 


^+(Y-e)^'+(z-: 


lî    c 


et  contiennent  6  paramètres,  -  ,  -  >  x,  S,y,  p.  On  pourra  donc  éta- 

A    A 

blir,  entre  le  cercle  et  la  courbe,  un  contact  du  second  ordre.  Pour 
déterminer  les  paramètres,'  on  remplacera,  dans  chaque  équation  et 
dans  ses  deux  ])rernières  différentielles,  X,  Y,  Z  par  les  coordon- 
nées de  la  courbe  donnée;  on  en  tirera,  pour  la  première  équa- 
tion, 

A(/.r  -1-  B(/)-  -f-  C(^3  =  G,      Ad-.v-h  n<r-r  -hCd-:  =  o, 

d'où 


A:B:C 


dj-        dz 
d'-X     d'z 


dz        dx 
d'-z     d'-x 


d.c        d) 
d\v     d'-y 


ce  qui  donne,  pour  les  coefficients  de  direction  A,  B,  G,  les  va- 
leurs que  nous  avons  trouvées  [033]  pour  ceux  du  plan  osculateur, 
dans  lequel  doit  être  contenu  le  cercle  cherché. 

En  différentiant  la  seconde  équation  une  première  fois,  il  vient 

[x  —  rA)dx -t-  [r~(-^]dj+  (z  —  y)dz  —  o, 

et  celte  équation,  combinée  avec  celle  du  plan 

A  (x  -  «)  +  B(j  -  Ç)  -h  C{z-y)  =  o, 
donne [630] 


1—  S 


d 


"t 


di  ds 

ce    qui  montre   que  le  point  (a,  ê,  y)  doit  cire   situé  sur   la  nor- 
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maie  priiicij)alc.  Une  seconde  dillérenlialion  donne 

(j'  ~  a)  d^x  -I-  [y  --  e)  d-'j  -I-  [z  -  y  )  ^/2 .  ^  as\ 

En  ayant  égard  à  celte  équation.  Il  \icnt 


.»•  —  «         Y  —  6        z  —  7 

_^(^..      ,.      ,-|,._g)=!^_(^_y)2       p 

,  «te           ,  f /z               ,  dz 
W              "5                 (•/,« 

VH''^/^)  -(''S7)  -Kt^) 

_    (.r   .-   «)rf2,r+(.l--^€)rf\,-^(3  — y)./2. 

cP.rd h  d-yd  —  -i-  d-zd  — 

"V              '        ds                    ds 

ds'-                                       ds 

L  (o^.^î  _f.  a'.y.  _(_  ^2.!  _  ji,i\         ''''' 

n     -           1-                   '/•>' 

(1  on  eniin  o  --    ,-■ 
d~ 

, 

111.  Hélice  osculatrice.  —  La  position  de  l'axe  du  cylindre  sur 
lequel  est  tracée  riiclice  dépend  de  quatre  conditions.  Une  fois 
l'axe  placé,  les  équations  de  l'hélice,  rapportées  à  cet  axe,  pris 
pour  axe  des  ~,  sont  de  la  forme 


Z  —  /!        ,^  .    Z  —  // 

rtcos — , —  5      Y  =:  a  sin — = — : 
b  b 


et  par  suite  renferment  encore  trois  paramètres.  Donc  la  détermi- 
nation complète  de  l'hélice  dans  l'espace  dépend  de  7  paramètres. 
On  peut  donc  établir,  entre  l'hélice  et  la  courbe  donnée,  un  con- 

n    I 

tact  d'ordre 1  =  3,  el  il  reste  encore  une  condition  arbi- 


2 


traire,  que  l'on  peut  remplir,  par  exemple,  en  faisant  en  sorte  (jue 
l'hélice  ait  la  même  seconde  courbure  que  la  courbure  proposée. 
Or,  en  appelant  p  et  /'  les  rayons  de  première  et  do  seconde  cour- 
bure de  la  courbe  proposée,  el  les  éyaiaiit  à  ceux  de  l'hélice  [723 

cl  724],  il  vient 

cirj  =^  br  =  a'-  -+•  b-, 

équations  à'oii  l'on  tire 

a  =; 5  o  ^iz  — - —  • 

ta  r         a 

-  -t-  -  --!-•- 

p         /•  ^        t 
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Ces  valeurs  déterminent  entièrement  la  forme  de  riiclice.  Il  ne 
reste  plus  alors  qu'à  fixer,  au  mojen  des  cinq  conditions  restantes, 
la  position  de  l'hélice  dans  l'espace. 

On  pouvait  prévoir  a  priori  que  l'hélice  ne  peut  avoir,  en  gé- 
néral, avec  une  courbe  donnée,  qu'un  contact  complet  du  second 
ordre;  car,  pour  l'hélice,  dont  le  rajon  de  première  courbure  est 
constant,  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide  [663  et  724] 
avec  le  centre  de  courbure,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  une  courbe 
quelconque.  Donc  les  différentielles  du  troisième  ordre,  d'où  dé- 
pend [661]  la  position  du  centre  de  la  sphère  osculatrice,  ainsi 
que  l'angle  de  torsion,  ne  peuvent  être  toutes  les  mêmes  pour  l'hé- 
lice el  pour  la  courbe  donnée,  comme  il  le  faudrait  pour  un  con- 
tact complet  du  troisième  ordre. 

737.  Conliict  cl  une  ligue  el  d'une  surjace.  —  On  considère  le 
contact  de  la  ligne  avec  sa  projection  sur  la  surface,  faite  par  des 
parallèles  à  l'axe  des  z,  menées  des  divers  points  de  la  ligne  jus- 
qu'à la  rencontre  avec  la  surface,  l'axe  des  z  étant  supposé  non 
parallèle  au  plan  tangent. 

La  distance  des  points  de  la  courbe  el  de  sa  projection,  qui  ré- 
pondent aux  mêmes  valeurs  de  .r  et  de  j  ,  est 

Z,  —  z,  r-  Z  —  ;  -i-  -  (^«  ^  ch]  +  -'-^  [cP-Z  —  cPz]  ^- .    . , 

les  f/Z,  f/-Z,  ...  relatifs  à  la  courbe  étant  donnés  en  fonction  de  la 
variable  indépendante  t  et  de  sa  difTérenlielle  par  les  équations  de 
la  courbe,  ainsi  que  les  valeurs  de  .r,  j  ,  dx,  dj,  d-x,  d'-y,  ..., 
communes  à  la  courbe  et  à  sa  projection  sur  la  surface.  On  a  en- 
suite, pour  les  dz,  d'-z,  ...  relatifs  à  la  projection, 

(h  =   prix     h  'j'iy, 

rPz  r^  pd^.r  -h  qtPj-  H-  r  dx-  -I-  ïsrixdj   4-  t/ly-,  etc. 

On  aura  maintenant  : 

1°  Pour  qu'il}  ait  un  point  commun,  la  condition  7j=z; 
1°  Pour  qu'il  y  ail  contact  du  premier  ordre,  dZ  =  dz; 
3"  Pour  qu'il  y  ait  contact  du  second  ordre,  rf-Z  =  d-z; 

el  ainsi  de  suite.  On  en  tirera  les  conditions  d'osculation  d'une 
courbe  et  d'une  surface. 
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738.  Exemples.  —  I.  l'iaii  oscillateur  à  une  courbe.  —  Repré- 
sentons par  Aa- 4- B)  +  Cs  +  D  =^  o  l'équation  de  ce  plan.  Sa 
(Irtorinlnfillon  dépend  de  trois  conditions  arbitraires,  qui  permet- 
tront d'établir  entre  ce  plan  et  la  courbe  un  contact  du  second 
ordre.  On  aura,  en  dlfférenliant  l'équation  du  plan  deux,  fois,  et 
remplaçant  partout  les  coordonnées  x,  y,  z  du  plan  par  les  coor- 
données X,  \  ,  Z  de  la  courbe,  les  équations 

AX  +BY-    CZ    I    Do, 

ArfX     -r-  Bf/Y     -I-  CdZ    r       o, 

Af/^X  H-  -Rd'-Y -\- QcPZ  —  o, 

qui  sont  celles  qui  nous  ont  déjà  servi  à  déterminer  le  plan  oseula- 
tcur  [633]. 

H.  Sphèi'e  osculalrice  à  une  courbe.  —  En  remplaçant,  dans 
l'équation  de  la  sphère  [x  —  ^)' -^  [j — b)--^yz  —  c)'-=R-et 
dans  ses  trois  premières  différentielles,  x,  j,  z  parles  coordonnées 
de  la  courbe,  il  vient 

(X  -  a)2 -H  [Y  -  è)'- H- (Z  -  c)5  :^  RS 

(X  — «)<r^X  -h  ;!'■— ^-l^/Y    -(-(z  — c)r/Z    =o, 

(X  — «)<-/2Xh-  (Y—  b]cr-\ -\-  [z--c]d'-z—  — rfs% 

(X  — «)f/^Xs-  {Y--  h)(PY  -h  [Z—c]d^Z=  —  3f/Sr/-S, 

et  l'on  retrouve  ainsi  les  équations  déjà  obtenus  au  n"  743,  pour 
déterminer  les  4  paramètres  a,  b,  c,  l\,  que  renferme  l'équation 
de  la  sphère. 

III.  Cercle  osculaleur  à  une  surface.  —  Les  équations  d'un 
cercle  dans  l'espace  renferment  6  paramètres  [730,  IIJ.  En  diffé- 
rentiant  les  deux  équations  du  cercle  chacune  n  fois,  et  remplaçant 
partout  les  coordonnées  du  cercle  par  celles  de  la  surface,  on  ob- 
tiendra in-\-i  conditions.  Les  indéterminées  de  la  question  seront, 
outre  les  ()  paramètres,  les  n  dérivées 

dv        d-Y  d"y 

dl:'     11?'     ■■■'     ^'' 

ce  qui  lait  un  total  de  6+  «  indéterminées.  Pour  que  le  nombre 
des  conditions  soit  égal  à  celui  des  inconnues,  il  laul  que  l'on  ail 
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2«  +2  =:  6  -H  «,  d'où  II  =  4-  On  pourra  donc  trouver,  en  cliaquc 
point  de  la  surface,  une  seetion  ayant  avec  un  cercle  un  contact 
du  qualrième  ordre. 

739.  Contact  de  deux  surfaces.  —  En  désignant  par  Z  et  ^  les 
ordonnées  de  deux  surfaces,  on  aura,  comme  précédemment,  pour 
la  distance  des  points  de  ces  surfaces  qui  répondent  à  x-i-dx, 

Zi  —  ;,  :z=  Z  —  :  +  -  [dl  —  dz]^    -'-  (rf-^Z  —  d-'z]  -\ 

I  1.2 

Ces  deux  surfaces  auront  un  point  commun,  si  l'on  pose  la  con- 
dition Z  =  z;.  Elles  auront  un  contact  du  premier  ordre  si  l'on  a 
<fZ  =  dz,  c'est-à-dire 

(P  -y,)./,r+(Q-^)./,  ^o. 

Pour  que  ce  contact  du  premier  ordre  soit  complet,  il  faut  qu'il 
ait  lieu  dans  toutes  les  directions  à  partir  du  point  commun,  c'est- 
à-dire,  quel  que  soit  le  rapport—-,  ce  qui  exige  que  l'on  ail  les 
deux  conditions 


Pour  que  le  contact  soit  du  deuxième  ordre  dans  toutes  les  di- 

dx 


rections,  il  faut  que  l'on  ait  (Z^Z  ^=d'-z,  quel  que  soit  — >  ce    qui 


donne  les  trois  conditions 

K  —  r,     S  =  s,      T  =  t. 

Et  ainsi  de  suite.  En  général,  pour  qu'il  y  ait  un  contact  complet 

de  l'ordre/;,  d  faut  poser 

„                                       (il  -h  \){n  -hi) 
i-t-2-)-3+...-f-«4-i= ■ 

2 

conditions. 

740.  Exemples.  —  I.  Plan  oscillateur  à  une  surjace.  —  L'é- 
quation du  plan  étant  Z  ^=  aX  -\-  h\  -|-  c,  on  a 

Les  conditions  d'un  contact  du  premier  ordre  avec    une  surface 

H.  —  Cours  de  Cale,  tnjliiil.,   II.  l5 


aaO  I.  ivRi;  m.  —   en  a  p.  ii,  §  ix. 

donnée  sont  donc 

z  =  ax  ■+■  by  -h  c,      a  =  p,      b  z:-  q, 

et  l'on  relromo  ainsi  rcciuallon  du  plan  langent  [637]. 

11.  Sphère  osculalrice  à  une  surface.  —  L'éc|iuitii)ii  de  la  sphère 
ne  contenant  que  4  paramètres,  on  ne  peut  établir  qu'un  contact 
complet  du  premier  ordre,  au  moyen  de  trois  conditions,  et  il  reste 
encore  une  condition  arbitraire.  En  chercliant  les  points  pour 
lesquels  on  peut  établir  entre  la  sphère  et  la  surface  un  conlacl  com- 
plet du  second  ordre,  on  trouverait  les  ombilics  [683]. 

m.   Paraholoïdc  oscillateur.  —  L'équation  d'un   |)araboloïde, 

z^^  a  -h  hx  -\-  cy  -r-  (/■'■"  -h  exy  +//'■, 

rcnt'ernianl  si\  paramètres,  on  pourra  déterminer  ceux-ci  de  ma- 
nière que  le  paraboloïde  ait  a\ec  la  suri'aee  un  contact  complet  du 
second  ordre  [071 J. 
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CHAPITRE  III. 

APPLICATIONS   DE    L'INTÉGRATION 

AU  CALCUL  DES  AIRES,  DES  VOLUMES,  DES  CENTRES  DE  GRAVITÉ, 

DES  MOMENTS  D'INERTIE ,  ETC. 


§   I. 

QUADRATURE    ET     UECTIFICATION    DES    COURBES    PLAKES. 

741.  Nous  avons  défini  [23o]  ce  qu'il  faut  entendre  par  deux 
aires  équivalentes.  Le  problème  de  la  quadrature  d'une  aire  plane, 
terminée  par  un  contour  curvilij^ne,  consiste  à  trouver  une  figure 
rectiligne  équivalente  à  l'aire  donnée,  cette  figure  rectilignc  pou- 
vant aisément  être  transformée  en  un  carré  équivalent. 

Ce  problème  général  peut  toujours  se  ramener  à  celui  de  la 
quadrature  d'une  aire  limitée  d'une  part  par  une  courbe  donnée, 
d'autre  part  par  des  droites  convenablement  choisies,  qui  sont,  dans 
le  cas  des  coordonnées  rectilignes,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordon- 
nées extrêmes;  dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  deux  rayons 
vecteurs  donnés. 

Si  l'on  demande,  par  exemple,  l'aire  d'une  courbe  fermée,  rap- 


portée à  des  coordonP'^os  rectilignes,   on  mènera   à   cette  courbe 

i5. 
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deux  tangentes  AE,  CF  [fig.  72),  parallèles  à  l'axe  des  r,  et  l'on 
cherchera  la  diflercnce  entre  les  deux  aires  EABCF,  EADCF.  com- 
prises entre  ces  tangentes,  l'axe  des  x,  et  chacune  des  deux  por- 
tions dans  lesquelles  les  points  de  contact  divisent  la  courhe. 

Si  l'on  considère  l'aire  comprise  à  l'intérieur  d'un  quadrilatère 
curviligne,  tel  que  ABCD  [Jîg-  yS),  formé  par  les  quatre  courbes 

Fig.  73. 


AB,  BC,  CD,  DA,  on  mènera  les  ordonnées  des  sommets,  qui  dé- 
composeront cette  aire  en  ABB'A'-i-  BCC'B'— ADD'A'— DCC'D', 
et  l'on  évaluera  séparément  chacune  des  parties. 

On  verra  de  môme  aisément  comment  il  faudra  opérer  dans  tout 
autre  cas  particulier. 

742.  Nous  avons  vu  [23u  et  suiv.]  que,  si  l'on  suppose  les 
coordonnées  rectangulaires,  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe 
des  X  et  les  deux  ordonnées  extrêmes  est  la  limite  commune  des 
sommes  des  parallélogrammes,  intérieurs  ou  extérieurs,  ayant  pour 
hases  les  divisions  infinirncnl  petites  de  l'abscisse,  et  pour  hauteurs 
les  ordonnées  correspondantes.  On  a  donc,  pour  l'élément  d'aire, 


ch  =jc/.r,     d  où 


1       fie. 


Si,  au  lieu  d'être  rectangulaires,  les  axes  coordonnés  faisaient 
entre  eux  un  angle  quelconque  d,  rélémeul  d'aire  serait  un  paral- 
lélogramme avant  pour  base  dx  et  poui-  hauteur  7  sinO,  et  l'on 
aurait 

d)  -::z  sinO  .jct.r,     ),  -^sui5    1      jd.r. 
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Si  l'on  considère  l'aire  comprise  entre  deux  courbes j' =/(x), 
Y^F(a:),  et  les  deux  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses 
Xo,  X,  on  aura,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires, 


,A=^Y-  r)d.r,      >=   /       {Y^j)<U. 

Si  les  coordonnées  étaient  obliques,  on  multiplierait  le  résultat 
])ar  le  sinus  de  l'angle  qu'elles  font  entre  elles. 

743.  Si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  on 
emploiera  un  autre  mode  de  décomposition  de  l'aire.  On  la  parta- 
gera en  secteurs  infinitésimaux,  compris  entre  la  courbe  et  deux 
rayons  vecteurs  infiniment  voisins.  Or  si,  de  l'origine  comme 
centre   {/ig.  74)>   avec  chacun   des  deux  rayons  vecteurs  comme 


rayon,  on  décrit  des  arcs  de  cercles ÎNIiV,  M'N,  le  secteur  de  la  courbe 
OMM'  se  trouvera  compris  entre  les  deux  secteurs  circulaires  OMN', 
ONM',  qui  ont  même  angle  et  des  ravons  infiniment  peu  différents, 
et  qui  par  suite  diffèrent  entre  eux  infiniment  peu.  Donc  on  peut 
[195]  remplacer  le  secteur  OMM'  par  le  secteur  circulaire  OMN', 

qui  a  pour  mesure-  OM  X  arciMN'=  -  7-di).   Telle  est  donc  la 

'  2  2 

valeur  de  l'élément  d'aire,  et  par  suite  l'aire  totale,  comprise  entre 
les  rayons  vecteurs  qui  font  avec  l'axe  des  x  les  angles  po  et  P, 
aura  pour  valeur 


-7'c 


L'aire  comprise  entre  les  deux  mêmes  rayons  vecteurs  et  les 
deux  courbes  qui  ont  pour  équations  r=^/[p),  R^F(/?),  est 
égale  à 


a3o  i.ivni-;  m.  —  ciiap.   m,   i;  i. 

Pour  avoir  r;iire  lolale  d'une  courbe  fermée,  si  l'origine  des  coor- 
données csl  inlérieure  à  la  courLe,  on  prendra,  pour  liniile  de 
l'intégration  par  ra])]iort  à  p,  les  valeurs  o  et  2t:,  on  plus  généra- 
lement /'(,  el  /'o  +  2  7:.  Si  l'origine  est  extérieure  à  la  courbe,  on 
mènera  par  cette  origine  les  deux  tangentes  extrêmes  à  la  courbe, 
correspondantes  aux  valeurs  minimum  et  maximum  de  l'angle />,  et 

déterminées  généralement  par  la  condition  —  =o,  ou  tango  =0. 

Si  l'on  désigne  par  /)„  et  P  ces  valeurs,  et  que  /'  et  R  représentent 
les  rayons  vecteurs  des  deux  branches  de  courbe  dans  lesquelles 
les  points  de  contact  partagent  le  contour,  on  aura,  comme  ci- 
dessus, 

liA.   Exemples.        I.  Soit  la  courbe  représentée  par  l'équation 

On  ad'/.—  nx"'âx,  d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  .tu,  X,  el 
désignant  |)ar  ■>  „,  Y  les  ordonnées  correspondantes  à  ces  abscisses, 

).  =  -^^  (X'"+"  -  .'/:';  ^')  =  — '—  (XY  -  .r„r„). 

Pour  77;  positif,  y  s'évanouit  avec  x,  et,  en  faisant a'o  =-o,  la  formule 
se  réduit  à XV.  Donc  l'aire  de  la  courbe  est  dans  un  rapport 

777  -+-    1 

constant  avec  le  rectangle  construit  sur  les  deux  coordonnées  X, 
Y  du  point  extrême.  Dans  la  parabole  ordinaire,  m  est  égal  à  2  ou 
à  -)  suivant  que  la  courbe  tourne  sa  convexité  ou  sa  concavité 
vers  Taxe  des  x.  Alors  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x 
est  -  ou  -^  du  rectangle  des  coordonnées  de  l'extrémité. 
Si  77/  est  négatif  el  - ^  — ii,  alors 


/7  —  1    y.r 


,."-1 


Pour  77   :l  1 ,  et  Xo  =  o,  on  a,  en  supposant  .r,, 


a  XY 

1= X'-"  = , 

1  —  /7  I  -H 
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valeur  de  l'aire  asj'mptolique  comprise  entre   la  courbe  et  l'axe 
dcsj)'.  Pour  11^  I ,  on  a,  pour  X  =  co  , 


n 


valeur  de  l'aire  asymptotique  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x. 
On  voit  que  l'une  des  deux  aires  asymptotiques  est  finie,  l'autre  in- 
finie, quel  que  soit  n  différent  de  l'unité.  On  passerait  d'ailleurs  du 
cas  de  «<^i  au  cas  de  ti^i,  en  écliangeant  entre  eux  les  axes 
des  X  et  des  j  . 

Pour  7z  :^  I,  on  est  dans  le  cas  de  l'hyjîerbole  ordinaire,  et,  en 
supposant  l'angle  8  des  asymptotes  quelconque,  on  a 

),  z=  a  smO.  log  -    ) 

valeur  infinie  aussi  bien  pour  Xo  :=  o  que  pour  X  =  oc  .  Donc  les 
deux  aires  asymptotiques  de  l'hyperbole  ordinaire  sont  infinies.  Si 
l'on  suppose  a  =z  i ,  j',,  =  i,  on  voit  que  l'aire  hyperbolique  re- 
présente le  logarithme  de  l'abscisse  X  dans  le  système  dont  le  mo- 
dule est  égal  à  sin9. 

II.   Soit  la  cycloïde  allongée  ou  raccourcie,  représentée  par  les 
équations 

x=:za[ril  —  sin^),     j)-  =  a(i  —  cosï). 
On  a 

d.r  =  adt[n  —  cnsï], 
d'où 

J  j(!.c  -SI  a^  f  [\  — •  cos^)  [n  —  cosz)  dl 

=  ffM  (  n  4- -  I  ?  —  (i -I- «)  sin?  ^- jsin2M  -;- C 


]  a  a:  - 
in  , 


La  constante  est  nulle,  si  l'on  compte  Taire  à  partir  àe  t  =  o,  qui 
répond  à  x  =  j=  o. 

Dans  le  cas  de  la  cycloïde  ordinaire,  n  =  i,  et  cette  expression 
se  réduit  à 

I     ,o  .     ,       3  I 


-«  (3x  — j-  sin/)  =^  -ax  Tiçi-  y  ^lar  —  /- 
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le  radical  devant  èlrc  pris  avec  le  signe  —  ou  le  signe  -1-,  suivanl 
que  sint  est  positif  ou  négatif.  Pour  t=  aTT,  on  a  'k=^ST:n'-=-  le 
triple  de  raiio  du  cercle  générateur. 

Dans  le  cas  de  la  cjcloïdc  raccourcie,  n<^  i.  Depuis  f  =  o  jus- 
qu'à la  valeur  qui  donne  cosl  =  «,  dx  est  négatif,  et  la  formule 
donne  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x  et  la  branche  de  courbe 
inférieure,  cette  aire  étant  prise  négativement.  Depuis  cette  \a]('ur 
de  t.  jusqu'à  celle  qui  répond  à  x  =  o,  on  a  cfx  positif,  et  l'inté- 
grale exprime  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x  et  la  branche  supé- 
rieure de  la  courbe,  cette  aire  étant  prise  positivement.  Donc  l'in- 
tégrale, prise  de  t  r=  o  jusqu'à  la  plus  petite  racine  positive  de 
l'équation  7it —  sini  =  o,  représente  l'aire  comprise  entre  les  deux 
branches  de  la  courbe.  En  i'aisant  l  =  27r,  on  verra  de  même  que 
l'expression  [iii-i-  i)7ia-  représente  l'aire  comprise  entre  l'axe 
des  a:  et  le  premier  arceau  de  la  courbe,  dans  la  concavité  de  cet 
arceau. 

111.  Le  folium  de  Descartes  x^  —  3nxj  +  >  ^  =  o  peut  être  re- 
présenté, en  faisant  y^  tx,  par  les  deux  équations 

3  fit  3  at' 

,'    :►•  = 


On  tire  de  là,  en  intégrant  par  parties, 

'lit 


.  =  jy^^-  ==  /'-^^ - 1  '-  -  \  p ''^ -  ï  -^' - '?  /(T^ 


-^i^Y- 


En  raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  le  cas  de  la  cy- 

cloïdc  raccourcie,  on  voit  aisément  que  l'on  obtiendra  l'aire  de  la 

partie  fermée  de  la  courbe,  en  prenant  l'intégrale  depuis  i  =  ao 

.   ,           3«-  111 

jusqii  a  <  =:  o,  ce  qui  donne pour  la  valeur  de  cette  aire. 

On  parviendra  au  même  résultat  en  rapportant  la  courbe  à  des 
coordonnées  polaires,  ce  qui  donne 

3«  cos/)  sin/? 
cos'p  -i-  sm'p 


QUADRATURE    DES    COURBES    PLANES.  233 

d'où 

aj  2    J    (i -h  tixng^p)''  2     1 -I- tang^/> 

TT  ,  3 

En  intégrant  entre  les  limites  p  =z  o  et  p  =z  -  ■,  on  a  À  =  -  «-. 
1\ .   Dans  la  spirale  d'Arcliimètle,  ;•  =  ap,  on  a 

En  faisant  /?o  =  o,  P  =  ar,  on  a,  pour  l'aire  de  la  piemière  circon- 
\oliilion, 

c'est  le  tiers  de  l'aire  du  cercle  de  rayon  arr».   Pour  avoir  l'aire 
entourée  par  la  seconde  spire,  on  fera  po  =  27ï,  P  =  /[t:,  d'où 


6 

En  général,  l'aire  terminée  parla  «'*"*  spire  et  par  une  portion  de 
l'axe  des  x  a  pour  expression 

L'aire  comprise  entre  la  7i'''"*  spire  et  la  («  —  lyémo  g^j 

On  trouve  ainsi  )>2 — X|^87r^a-. 

74S.  Aire  comprise  entre  une  courbe  et  sa  développée.  —  En 
considérant  l'aire  comprise  entre  la  développée  et  deux  rayons  de 
courbure  infiniment  voisins,  on  voit  aisément  que  cette  aire  a  pour 

expression  (7X=  -  f-d-..   La  somme  de  ces  aires  élémentaires  ou 

l'aire  comprise  entre  la  courbe,   la  développée  et  les  deux  rayons 
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de  courLure  cxlrcmos  sera  donc 


Exemple.  — Pour  la  cycloïdo  ordinaire,  on  a 

p  =:  4"  S"i  ^  '>       '''■*■  =^  zndts'm   -  /, 


d'où 

>  =-  -  J'pds  ~  Jia-[i  —  coit)  dt  ^^i(r[t  —  sini)  :=  laœ. 

746.  Rectification  des  combes.  —  Nous  avons  déjà  vu  [5^0]  des 
exemples  de  reclificalion  des  courbes  planes.  Traitons  encore  ici 
quelques  cas. 

I.   Considérons  l'ellipse,  représentée  par  les  équations 

.r  :=  o  cosf,      )•  =  b  sin  t. 

On  en  tire,  en  posant  a"  — h-  =  a-e-, 

ds'-  =  a^dr-[\    -e-cos^ï). 

En  posant  donc  (f --~  - — t,  on  a,   pour  l'arc  compté  à  parlir  du 
sommet  du  petit  axe, 

s  -r    n  I     dtftji  —  e-  sin* y. 
.'o 

L'arc  est  donc  exprime  par  une  intégrale   elliptique  de  seconde 
espèce  [455]. 

Théorènio  de  Fngnano.  -  Si  l'on  désigne,  comme  au  n°  519, 
par  g  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coordonnées  sur 
la  tangente,  et  par  h  la  projection  du  rayon  vecteur  sur  la  tangente, 
comptée  positivement  ou  négativement  suivant  que  l'angle  Q  est 
aigu  ou  obtus,  on  a 

§'=:/-sillO,       /l:r^rCOS$, 

d'où 

dk  ---  —  g  dO  -\-  cos  0  dr. 
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On  a  mainlenanl 


(II- 


Ht  —'-  dB  -\-  dp,      cosO  -=  -    -,      siiif 


7  dp 
"di  ' 


Donc 


1^  dp"  H-  dt^ 
dh  -f-  gd-^  r-  g  dp  -1-  cnslj  dr  = =:  ds, 


formule  qu'il  est  facile  de  démonlrer  géométriquement. 

Si  l'on  désigne  par  u  l'angle  de  la  perpendiculaire  g  avec  l'axe 
des  X,  on  a 


1 


d'où  l'on  tire 


^.V  ;--:  d/t     i-  gd'J, 

(2)  g' ^  .r  cosu  -i-,r  sinu,      /;  =  —  .r  sinu  +  j' cosu. 

Si  nous  considérons  maintenant  l'ellipse,  la  relation 
d.r  cosu  -i-  dj  sinu  r.i;  o 
donne,  en  mettant  pour  J.^-,  cl)    les  valeurs  —  as'intdt,  b  costal, 


cosu  sinu  /cos'^u        sin-u        y/i  —  e'^  sin-u 

Ocost       a  uni        y       6^ 


(7- 


d'oîi  l'on  tire 


P 


sinu 


s/ 


1  —  e'  sm^u 


:'   .r 


gT^a\J\  —  e^sin^u,      // : 


y'  I  —  e^  sin^  u 
ae^  sinu  cosu 
^i  — c'-  sin-u 


Fie 

75. 

c 

— 

'"""--v^' 

p 

/■'-, 

■V 

/; 

/y' 

Cu 

\ 

L'équation  (i)  donne  donc,   pour  l'arc  AM  {fig-  yj),   compté  à 
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(larlir  du  sommet  A,  qui  correspond  à  i  :z=  o,  v  :^  o  et  h  ■•--  o, 


=:  h  -*.    a  I      eh 


V'  I  —  e'  sin^u. 

*J  o 


En  appelant  s'  l'arc  compté  à  partir  du  sommet  B,   on  a,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu, 


•/o 


I  —  e^  sm-p. 


Si  donc  on  prend  œ  ;-  j,  on  aura  5  =  i'-I-  h,  c'est-à-dire 

AM  —  BAI'  —  MT. 

On  a  donc  ainsi  deux  arcs  d'ellipse,  dont  la  différence  est  égale  à 
une  ligne  droite  facile  à  construire.  Il  vient,  à  cause  de  ©  =  u, 

e-  a  cosv  .  e^         , 

—  /;  ^ =^^==  ■  a  sm»  =  ~  ■  XX  , 

«  y'i  — t'^sin'^-j  « 

.r  et  y  étant  les  abscisses  OP,  OP'  des  points  M  et  M'. 

II.   Soit  la  cvcloïde  allongée  on  raccourcie  [744,  II].  On  a 

dx  =  adt[n  —  cos t),     dy  ^  a dt  sin  t, 
d'où  l'on  lire 

ds 


=ia[\A-n\dtK\ ^— — ■  sin-  -  / . 

^  V  \\~  II)-  2 


On  voit  par  là  que  la  rectification  de  cette  courbe  se   ramène  à 
celle  d'une  ellipse   dont  le  demi-grand  axe  serait   2«(i -*-«),   et 

rexcentricité  — -^1  -  l  étant   le   complément   de   l'anomalie  ex- 
1  H-  n     -2 

cen  trique. 
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CUBVrURE     ET     COMPLANATION     DES     SURFACES     CYLINDRIQUES 
ET    CONIQUES  ET    DES    SURFACES    DE    RÉVOLUTION. 

747.  Surfaces  cylindi-iques.  —  Une  surface  cylindrique  csl 
engendrée  par  une  droite  mobile  [génératrice),  qui  se  déplace  pa- 
rallèlement à  elle-même,  en  s'appuyant  sur  une  courbe  fixe  [direc- 
trice ) . 

Toute  courbe  tracée  sur  la  surface  peut  être  prise  comme  direc- 
trice. 

Toutes  les  sections  laites  dans  la  surface  par  des  plans  parallèles 
sont  égales  entre  elles.  On  appelle  section  dioite  celle  qui  est  faite 
par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices. 

Un  plan  tangent  à  la  surface  est  la  limite  d'un  plan  passant  par 
deux  génératrices  infiniment  voisines.  Ce  plan  est  tangent  tout  le 
long  de  la  génératrice  qu'il  contient. 

Le  cylindre  qui  a  pour  directrice  un  polygone  inscrit  ou  cir- 
conscrit à  la  directrice  d'un  cylindre  donné  est  un  prisme  inscrit 
ou  circonscrit  au  cylindre  donné. 

Si  l'on  considère  le  volume  compris  entre  une  surface  cylin- 
drique et  deux  sections  parallèles  entre  elles,  de  même  que  l'aire 
delà  section  est  la  limite  de  celle  d'un  polygone  inscrit  ou  circon- 
scrit, de  même  le  volume  du  cylindre  est  la  limite  d'un  prisme  in- 
scrit ou  circonscrit  à  ce  cylindre. 

Le  volume  d'un  prisme  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur,  ou  encore  au  produit  de  sa  section  droite  par  son  arête. 
On  en  conclut  que  le  volume  du  cylindre  a  aussi  pour  expression 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  ou  le  produit  de  sa  section 
droite  par  son  arête. 

748.  Considérons  une  portion  de  surface  cylindrique  comprise, 
d'une  part,  entre  deux  génératrices  données,  et,  d'autre  part, 
entre  deux  plans  parallèles.  Si  l'on  considère  les  prismes  infinité- 
simaux inscrits  ou  circonscrits  à  cette  portion  de  surface  cylin- 
drique, ils  auront  pour  arête  commune  l'arête  du  cylindre,  et  pour 
sections  droites   des  polygones  infinitésimaux   inscrits  ou  circon- 
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scrils  à  la  section  droilc  du  cylindre.  La  surface  d'un  t[uclconque 
de  ces  prismes  est  égale  à  son  arête  multipliée  par  le  périmètre  de 
sa  section  droite.  Or  les  périmètres  de  toutes  ces  sections  droites 
ont  pour  limite  commune  le  périmètre  de  la  section  droite  du 
cvlindic.  Jjdiic  les  surfaces  de  tous  les  prismes  infinitésimaux 
iiisci-ils  et  circonscrits  tendent  vers  une  limite  coniMuiiu',  qui  est 
dite  l'aire  de  la  portion  de  surface  cylindrique,  cl  qui  a  pour  ex- 
pression le  produit  de  l'arête  du  cylindre  par  le  périmètre  de  sa 
section  droite.  Ainsi,  en  appelant  /  la  longueur  de  l'arête,  ds  l'élé- 
ment d'arc  de  la  section  droite,  l'aire  de  la  surface  cylindrique  sera 
exprimée  par  l'intégrale  IJ  ds. 

Plus  généralement,  si  la  portion  de  surface  cylindrique  est  ter- 
minée par  deux  courbes  quelconques,  au  lieu  de  deux  sections  pa- 
rallèles, la  longueur  /  de  l'arête  sera  variable,  et  dépendra  du  point 
de  rencontre  de  la  génératrice  avec  la  section  droite.  Elle  pourra 
donc  être  considérée  comme  une  fonction  de  l'arc  i"  de  la  section 
droite,  et  l'aire  cylindrique  sera  la  limite  de  la  somme  de  parallé- 
logrammes infinitésimaux  ayant  poin-  hauteur  ds  et  pour  base  /.  On 
aura  donc,  pour  expression  de  l'aire,  J  /ds. 

Par  exemple,  l'aire  comprise  entre  la  section  droite  et  l'hélice 
déterminée  par  l'équation  l  =^  as  -1-  b  a  poin*  valeur 


r 


[ as  -+-  h )  ds  -z  fi'  —  .Vji )  I  a  '■   -.-  b 


749.  On  aurait  pu  tirer  immédiatement  toutes  ces  conséquences 
de  la  considération  du  développement  d'une  surface  cylindrique 
sur  un  plan,  et  des  résultats  démontrés  pour  les  figures  planes. 
•Supposons  que  l'on  développe  sur  un  plan  la  surface  prismatique 
infinitésimale,  dont  la  surface  cylindrique  est  la  limite.  Chaque 
figure  tracée  sur  le  cylindre  pouvant  être  regardée  comme  la  limite 
d'une  certaine  figure  tracée  sur  la  surface  prismatique,  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  développement  de  celle-ci  sera  dite  le  déve- 
loppement de  la  figure  cylindrique.  Ainsi  la  limite  d'une  j)oilion 
du  périmètre  de  la  section  droite  du  prisme  étant  la  ])orlion  cor- 
respondante de  l'arc  de  la  section  droite  du  cylindre,  la  limite  de 
la  droite  suivant  laquelle  se  développera  le  périmètre  de  la  section 
(boite  du  prisme  sera  une  droite,  de  même  longueur  que  la  section 
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droite  du  cylindre,  et  qui  sera  le  développement  de  cette  section 
droite. 

On  voit  aisément  que,  si  une  figure  est  donnée  sur  la  surface 
cylindrique  par  la  relation  entre  l'arc  s  et  la  portion  de  géné- 
ratrice /  comprise  entre  la  courbe  et  la  section  droite,  cette  équa- 
tion représentera  encore  le  développement  de  la  figure  sur  un 
plan,  lorsqu'on  y  considérera  ^  et  /  comme  des  coordonnées  rec- 
tangulaires. On  voit  de  cette  manière  que  le  développement 
d'une  hélice  est  une  ligne  droite,  d'où  il  résulte  que  l'hélice  est 
la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  de  ses  points  sur  la  surface  du 
cylindre. 

750.  Surfaces  coniques.  —  Un  cône  est  une  sui-face  engendrée 
par  le  mouvement  d'une  droite  (génératrice)  mobile  autour  d'un 
point  fixe  (sommet),  et  s'appuyant  constamment  sur  une  ligne 
fixe  [directrice).  Lorsque  la  directrice  est  une  courbe  plane,  on 
lui  donne  le  nom  de  base  du  cône. 

Le  plan  tangent  à  un  cône  est  la  limite  d'un  plan  passant  par 
deux  génératrices  infiniment  voisines. 

Si  l'on  prend  pour  directrice,  au  lieu  de  la  courbe  directrice  d'un 
cône,  un  polygone  infinitésimal  inscrit  ou  circonscrit  à  celte 
courbe,  on  obtiendra  une  surface  pyramidale  infinitésimale,  in- 
scrite ou  circonscrite  à  la  surface  conique.  Les  sections  faites  dans 
cette  surface  pyramidale  j>ar  des  plans  parallèles  étant  des  poly- 
gones semblables,  on  en  conclut  que  les  sections  du  cône,  faites 
par  des  plans  parallèles,  sont  des  courbes  semblables. 

Si  l'on  considère  le  volume  compris  entre  la  surface  conique  et 
une  section  plane,  prise  pour  base,  ce  volume  sera  la  limite  com- 
mune des  volumes  des  pyramides  de  même  sommet,  avant  pour 
bases  des  polygones  infinitésimaux  inscrits  ou  circonscrits  à  la 
base  du  cône.  Donc  le  volume  du  cône  est  égal  au  tiers  du  produit 
de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur. 

C'est  ce  que  l'on  peut  voir  directement,  en  décomposant  le  cône 
en  tranches  infiniment  minces  par  des  plans  parallèles  à  la  base, 
et  remarquant  que  chaque  tranche  diffère  infiniment  peu  d'un  cy- 
lindre de  même  hauteur  et  ayant  pour  base  une  des  bases  de  la 
tranche.  Or,  si  li  est  la  hauteur  du  cône  et  b  sa  base,  l'aire  de  la 
section  faite  parallèlement  à  la  base  par  un  plan  situé  à  la  distance  z 
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(lu  sommet  sera  ^,  b.  Donc  le  volume  de  la  tranche  sera  ^  bdz,  et 

/(  -  //  - 

par  suite  le  volunie  du  cône  entier  sera 

r''  z-  I 

On  trouverait,  pour  le  volume  d'un  cône  tronqué, 

h-zl  h,        h'-     \ 

ce  qui  conduit  à  l'expression  connue  en  Géométrie  élémentaire. 

751.  Considérons  maintenant  la  portion  de  surface  conique 
comprise  entre  deux  génératrices  données  et  une  courbe  tracée 
sur  la  surface;  inscrivons  et  circonscrivons  à  cette  surface  des  py- 
ramides infinitésimales,  ayant  pour  bases  des  polygones  infinitési- 
maux, inscrits  ou  circonscrits  à  la  courbe  donnée.  Si  SAB  est  une 
des  faces  de  la  pvramide  inscrite,  par  exemple,  son  plan  fera  des 
angles  infiniment  petits  avec  les  plans  des  faces  des  pyramides, 
tant  inscrites  que  circonscrites,  que  Ton  obtiendra  en  subdivisant 
l'arc  AB.  Donc  les  surfaces  de  ces  portions  de  pyramides  différe- 
ront infiniment  peu  (c'est-à-dire  d'infiniment  petits  du  troisième 
ordre)  de  leurs  projections  sur  le  plan  SAB.  Or  la  différence  entre 
une  de  ces  projections  cl  le  triangle  SAB  est  la  projection  d'une 
portion  de  polvgone  infinitésimal  dont  les  côtés  font  des  angles 
infiniment  petits  avec  AB,  et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  projec- 
tion est  encore  infiniment  |)etile  du  troisième  ordre.  On  en  conclut 
que  les  éléments  superficiels  correspondants,  dans  toutes  les  pjTa- 
mides  infinitésimales,  diffèrent  entre  eux  infiniment  peu,  et  par 
suite  les  sommes  de  ces  éléments  tendent  vers  la  même  limite. 
Cette  limite  commune  des  portions  de  surfaces  pyramidales  in- 
scrites et  circonscrites  s'appelle  Vaive  de  la  surface  conique. 

Si  l'on  désigne  par  /•  l'un  des  côtés  finis  d'une  face  infinitési- 
male d'une  pvramide  inscrite  ou  circonscrite,  et  par  dj)  l'angle 
infiniment  ])etit  au  sommet  du   triangle,  l'aire    du    triangle    sera 
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-  l'-dj}.  Donc  lairo  de  la  portion  Je  surface  conique  sera  -  J'i-dji. 

C'est  ce  que  Ion  eorulinail  aussi,  en  considcranl,  comme  on 
la  fait  au  n"  Hd  pour  le  c\lindre,  le  développement  de  la  surface 
conique  sur  un  plan.  La  portion  considérée  aura  pour  développe- 
ment un  secteur  terminé  par  une  courbe  dont  /•  et  /)  seront  les 
coordonnées  polaires. 

732.  On  peut  encore  exprimer  autrement  Taire  d'une  surface 
conique.  Si  l'on  appelle  g  la  perpendiculaire  abaissée  du  sonimel 
du  cône  sur  la  base  de  chaque  triangle  infinitésimal,  c'est-à-dire 
>ur  la   tangente  en  chaque  point  de  la  courbe  de  base  du  cône, 

l'aire  de  ce  triangle  sera  -  gds.  Donc  l'aire  du  cône  sera  exprimée 

par  l'intégrale  —  y,!,' (/v.  Cette  formule  subsiste,  quelle  que  soit  la 
nature  de  la  courbe  de  base,  jilane  ou  non  plane. 

exemple.  —  Calculer  la  suiface  d'un  cône  obli(pie  à  base  cir- 
culaire. 

Soient  //  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de 
la  base,  b  la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  centre  du 
cercle  A  [Jig-  jtJ),  «  le  rayon  AC  du  cercle,  l  l'angle  que  fait  la 


V'V..  il'. 


I 


'         I 

y 


ligne  OA  avec  le  rayon  AC,  ,;;■  la  perpendiculaire  SB  abaissée  du 
sommet  du  cône  sur  la  tan"enle  au  cercle  en  C.  On  a 


Oli  =  BD  ^  DO  =  «  4-  i  cosr, 


d'où 


Coati  lie  Cale,  infini!.,  II. 
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(r:illlrms  ds  =  adl.  Donc  Taire  du  cône  est  donnée  par  l'intégrale 

-  aj'dt  yjk-  -\-  [u-\-  b  cosl)-, 

qui  se  ramène  aux  intégrales  elliptiques. 

Si  le  cône  est  de  révolution,  !>  =  n,  g  =  Farcie  \Jh--i-  a-,  et  l'in- 
légralc,  prise  de  o  à  2Tr,  donne,  pour  la  surface  cherchée,  T^ag. 

[..'aire  d'un  tronc  de  cône  de  révolution,  comprise  entre  les 
jilans  menés  aux  distances  /;  et  7ih  du  sommet,  sera  la  difTérence 
(les  deux  surfaces  Ttag  et  Ti.na.ng,  savoir 


"i"t. 


as;  —  na.ng)  =-.  t:[i  —  n]  srla  +  na]  =.  [\—  n 


ce  qui  donne  l'expression  connue  dans  les  éléments  de  Géométrie. 
Si  doue  une  droite,  de  longueur  s,  et  dont  les  extrémités  ont 
|)ourordonnées  j'i ,  j  2,  tourne  autour  de  l'axodeso",  l'aire  du  tronc 
de  cône  qu'elle  décrit  aura  pour  expression 


r 

2  7T-  — 


753.  Surfaces  de  révolution.  ■ —  Si  nous  supposons  une  courbe 
(pieiconque  tournant  autour  d'un  axe  fixe,  la  surface  engendrée 
si^ra  dite  une  surface  de  nh'olution.  La  droite  fixe  est  Vaxe  de 
rcs'olution:  les  sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe 
<l(^  révoliilKHi  s(inl  des  cercles,  que  l'on  nuiiime  les  jjarallèlcs 
de  la  surface.  Les  sections  faites  par  des  plans  passant  par  l'axe 
sont  des  courbes,  toutes  égales  entre  elles,  et  que  l'on  nomme 
les  méridiens.  Toute  surAice  de  révolution  peut  être  considérée 
comme  engendrée  par  la  révolution  de  son  méridien  autour  de  son 
axe. 

Le  volume  compris  entre  une  surface  de  ré\oltition  et  deux  pa- 
rallèles donnés  est  la  limite  de  la  somme  des  traiielies  infiniment 
minces,  comprises  entre  des  parallèles  mllnimeiit  rapprochés.  Or 
une  (le  ces  tranches  difl'ère  infiniment  jieu  d'un  c\lindre  avant 
piiur  base  un  des  deux  parallèles  correspoiidanls,  cl  pour  hauteur 
la  distance  de  ces  parallèles.  Si  donc  on  prend  l'axe  de  révolution 
pour  axe  des  x,  et  quej)'  =  /"(a')  soit  l'équation  de  la  courbe 
méridienne  dans  son  plan,  la  base  de  la  tranche  cylindrique  sera 
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r.y'^,  et.  sa  hauteur  dx.  Donc  le  volume  eliorelié  aura  pour  ex- 
pression 

Ainsi,  en  supposant  que  le  méridien  soil  une  ellipse, 

^2    -•-  'T^    =    •  ' 

le  volume  total  sera  [  iOO] 

-    /  //- (i— -^V'-'-'  =  2-    /     !'■'  {i^''^\dx^%-ah\ 

754.   Supposons  que  l'on  ait  inscrit  dans  la  coiuhc  méridienne 
un  polvgone  infinitésimal.  L'aire  engendrée  par  la  révolution  de 

ce  polyg;one  sera  la  somme  des  aires  111  — ~  J.v,  engendrées  par 

(•haeun  de  ses  cotés  ds  [752].  Les  ordcmnées  7  , ,  r-2  étant  infini- 
ment peu  différentes  entre  elles,  et  ds  différant  infiniment  peu  de 
l'élément  d'are  de  la  courbe  méridienne,  la  limite  de  la  somme  de 
ces  aires  infinitésimales  sera  représentée  par  l'intégrale 

iTzJyds, 
it  cette  limite  sera  dite  l'aire  de  la  surface  de  révolution. 

Exemples.  ■ —  L  yiire  de  l' ellipsoïde  allongé,  engendré  par 

l'ellipse 

.c  =  a  cos^,      y  =  t>  sin  t, 

tournant  autour  de  son  grand  axe  2a.  La  lormule  précédente 
donne  [74(51 


.        /      ;t7ï 

s  =^  l-J  h  sint .  adt  t^ i  —  e-  cos- 1  =^  —  •}.- l'J'ch-  t  /  i ~ , 


Pr  ■  ,.     ,       7  (l 


OU,  en  posant  —  ■=  siny,  d'où  dx  =  —  coscfd'^, 

O.-nl)    ,.       .      ,                Tz  nb 
S  ^ J  cos-çrttp  = ('j  -+-  sui^  cos  y]  -t-  C 


T.  (ih  [  .     e.r        ex       I         c- .v-\ 

=  • 1  arc  sni 1 1  /  i _  )  -+-  C. 

e     \  <(  a    y  a-    j 


Pour  avoir  l'aire  totale,  on  prendra  l'intégrale  depuis  x  =  «  jus- 

16. 
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qu'il  x=  o,  cl  Ion  douljlcra,  ce  qui  donnera 

c        „       I  l  I '       arcsineX 

S  =  2  - «/>  I  y/ 1  —  e-  H 1 . 

J 1 .  ^4 ire  de  l'ellipsoïde  aplati. — En  faisant  tourner  l'ellipse  pré- 
ccdcnle  autour  de  l'axe  des  y,  on  anra,  en  posant   f^=  \J i  — e-, 

''.'  CI 

ri  or  I     / ; ;-        7.T:a-f   .  /         c-y- 

s  =  -x  Tzfxch  =  2-  a-fms  t  dt  y'  i  —  c-  cos^  t  =  — —  Jdr  t  /  i  +  -Z_ 

■y-Tzb-  tI>- 

=  - —  /Ch-  ç-  (/o  =  ^-  i  o  4-  Sh  V  Cil  o    J-  C 

"''"/         „■   «'■        <■ 
= Aii^Sh— . -h 


h^"^-ïV-5^)-^- 


Intégrant  entre  les  linilles  i=  o,  ■)=  Z-,  et  douljlant,  on  a,  pour 
la    surface    totale   de   relli|)Soïde   aj)lali,    à   cause    de    a'-J-=zb-, 


:.u,s„|)  ==.(,..-ÏKy/iif). 


En  supposant,  dans  l'iiii  ou  raiitrc  des  deux  ellipsoïdes,  e  infi- 
niment petit,  on  retrouve  comme  limite  l'expression  connue  de  la 
.SIM  lace  de  la  sphère. 

§111. 

CUBATURE    ET    COMPLANATION    DES    SURFACES    QUELCONQUES. 

75o.  Nous  avons  vu  [àlS,  474]  comment  le  volume  compris 
entre  deux  surfaces  (dont  l'une  peut  être  le  plan  des  j:'j),  deux  plans 
parallèles  au  plan  des  zj,  et  deux  cylindres  parallèles  à  l'axe  des  z 
(pouvant  se  réduire  à  deux  plans  parallèles  au  plan  des  zx),  se  ra- 
mène au  calcul  d'une  intégrale  double 

fj'z(lrd),      ou     X/'^Z  —  z)dxdy, 

et  comment  on  évalue  une  scmldablc  intégrale. 

Si  la  base  du  volume  était  un  quadrilatère  curviligne  quelconque 
ou  une  courbe  fermée,  on  opérerait  des  décompositions  analogues 
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à  celles  que  nous  avons  indiquées  [7-il]  pour  les  cas  semblables 
dans  la  quadrature  des  courbes  planes. 

Si  le  volume  est  terminé  par  une  surface  fermée,  on  commen- 
cera par  déterminer  le  contour  ap/xi/i'iil  de  celte  surface  sur  le  plan 
des  xy,  en  circonscrivant  à  la  surface  un  cylindre  parallèle  à  l'axe 
des  z.  Pour  cela,  si  l'on  représente  par  F(.r,j)',  ::)  =  o  l'éqnation 
de  la  surface,  on  exprimera  que  le  plan  tangent  en  nn  point  est  pa- 

t)F 
rallèle  à  Taxe  des  z,  en  posant  [Gi6]  — -  =  o,  et  l'élimination  de  z 

entre  cette  équation  et  celle  de  la  surface  donnera  l'équation  du 
(■\lindre  circonscrit  à  la  surl'ace  et  paiallèle  à  l'axe  des  r,  et  en 
tnême  temps  l'équation  du  contour  appaient,  base  de  ce  cvlindre. 
La  courbe  de  contact  de  ce  cylindre  partagera  la  surface  en  deux 
])orlioiis  :  soient  z  et  Z  les  ordonnées  de  ces  deux  portions  pour  un 
même  système  de  valeurs  de  x  et  de  7  .  On  obtiendra  le  volume 
renfermé  dans  la  surface  en  prenant  la  difTérence  des  volumes 

JJzdxdr,      fJ'Zd.vdv, 

compris  entre  chacune  de  ces  portions  de  surAice  et  le  plan  desa")  , 
de  sorte  qu'on  aura 

les  limites  des  deux  intégrations  devant  être  déterminées  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit. 

7SG.  Exemples.  —  1.  (îlierchons  le  volume  compris   entre  la 

surface 

z  =  a.T"'+  hj", 

les  trois  plans  coordonnés,  et  deux  plans  c|ueleonques  parallèles 
l'un  au  plan  des  zx,  l'autre  au  plan  des  zj  .  On  a,  en  intégrant 
d'abord  par  rapport  à  x, 


r 

■y  rt 


m  +  1 


puis,  en  intégrant  par  rapport  à  y, 

a.r'"  h  y" 


1  /;  H-  1 


■i.iG  Liviii:  m.  —   envi',   m,  s   m. 

Si  l'on  avait  7//.=  //,  on  Ironvcrail,  pour  le  voiimic  de  la  surface 
zz=ax"'-^l>j"', 


m  +  I 


Ces  résultats  supposent  ///  +1  el  «  4-  i  positifs.  Si  ces  nombres 
élaiont  négatifs,  on  discuterait  les  div(M-s  cas  qui  pourraient  se  pré- 
senter, eoninic  on  l'a  fait  pour  une  question  analogue  au  11°  7-44. 

11.   On  demande  le  \olunic  de  rclli|>soïde 

x-        y-        z' 
«-       ij-       (- 

Il  faut  calculer,  pour  cela,  rinlégrale  doui)le 

Le  contour  ajipareul  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy  n'étant  autre 

X-  \- 

que  la  section  princiiiale  -7  -f-  — -  =  1  j  cette  dernière  relation  indi- 

<piera  (pielles  devront  être  les  limites  de  l'intégration.  Si  nous  in- 
tégi'ons  d'ajjoril  par  rappt)rt  à  j  ,  posons 

■l=sin,y/,-5, 
(I  où 

(ty  r=  b  coso  cl-j  t  /  I ,, , 

et  par  suite 

fzdv  zz^'- — =/«■(  I  —  ^] /"cos-y/y  =  l>ri  i —  —  j  -  fj- +  810^0080^ -t-C. 


l'.ii    inU'graiit   de   )  =:  o   à    i  =: /) 


1  /  1 ;  OU  de  o  =  o  a  o  =  -5 

\  a-  '  ' 


|)uis  (piadruplant   le  résidtal,   ou  aura  l'aire  de  la  seeliou  de  1' 
lipsoïde,  parallèle  au  |)lau  des  ~.r,  savoii' 


I\Inllipli.ini  inainlenanl  par  d.v,   inlégrant  de  o  à  «.  [)uis  doid)lanl 
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le  rcsiillal,  on  aura  enfin,  pour  le  volume  cherclié, 

III.  Calculer  le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  le  parabo- 
loïde  hyperbolique  X)  =  oz,  et  le  c\lindre 

[.r~v.y-+ij-  — G  r- =  /.'-. 

On  ciicrchcra  d'abord  l'intégrale  -  Jxy  ih  =  —  JCt-,  prise  entre 


les  limites  •)  ,  ^  c  —  \Jh'-  —  [x  —  a  )'-  et  i  ^  =  c -)- ^/A- — -{x  —  c)-, 
ce  qui  donnera 


En  intégrant  maintenant  par  rapport  à  x,  etposant.r  —  a^Asinç, 
il  vient 

r-?Cj.r         ,— 26/,- 

I r/.ri^/k- —  [.r  —  «i-  ::=  y"[a  +  li  sill'j»)  COS-'jf/'j 

:=  (  o  +  SUIS  COSo COS^ç<  +  C. 

a  Sa 

Il  faut  maintenant  prendre  pour  limites  x  =  a  —  Act,r=a-HA, 
ou  o  =;  —  -  et  (5  =  -i-  -5  ce  qui  réduit  l'expression  précédente  à 


757.  Calculons  maintenant  le  volume  limité  par  une  surface 
rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  qui  sont  le  rayon  vecteur  /•, 
la  loni;itudey>  et  la  latitude  c/.  Décomposons,  pour  cela,  le  volume 
en  éléments  pyramidaux  infiniment  petits,  compris  entre  deux 
méridiens  de  longitudes  p  et  p  H-  dp,  et  deux  parallèles  de  latitudes 
c/  et  (•/  +  (7c/.  Si  l'on  coupe  la  pyramide  par  une  sphère  de  rayon  /•, 
(in  pourra  considérer  la  p\ramide  comme  avant  ])Our  hauteur  /■  et 
pour  base  le  quadrilatère  sphéri(pic  dont  les  dimensions  sont,  sui- 
vant le  méridien,  i-dp,  et  suivant  le  parallèle  (dont  le  rayon  est 
/'cose/),  /•  cosffdi/.  La  surface  de  cette  base  étant  donc  7'-  cosq  dp di/. 


î-iS  Mvnn  iit.  —  cn\p.  in.  S  ni. 

le  VdliHiK'   (le   hi   |i\raniitle  soia  ^  r'-^  coiq  dpdtj,  cl  par  siiilc  le  \o- 
liiMK'  lolal  sera  iloniic  par  l'iiilrgralc 

prise  cnlre  des  liniilcs  convenables,  après  qu'on  y  aura  remplace  /• 
par  sa  \aleuron  p,  q ,  délcrniincc  par  Féqualion  do  la  surface. 

To8.  Oaailriiliue  des  surfaces  courbes.  —  Considérons  la  por- 
tion de  suiface  courbe  qui  se  projette  suivant  l'élcment  superficiel 
iljcdy  du  plan  des  xy.  Les  plans  tangents  menés  par  les  divers 
points  de  celte  portion  de  surface  feront  tous  avec  le  plan  àes  xy 
des  angles  f[ui  diflc-rcnt  infiniment  peu  de  celui  qui  a  pour  cosinus 
I  , ,  •  ,        , .  •    .  .  .,       dz     dz 


.1  p  cl   (1  désignant   les  dérivées   parlielies  t-^  -t''  Si 

sjp'^q'  +  l      I  I  ■  à.,-     ÙY 

donc  on  forme  avec  ces  [dans  tangents  un  polyèdre  infinitésimal 

quelconque,  circonscrit  à  la  portion  de  surface  considérée,  l'aire 

lie  ce  polyèdre  différera  infiniment  peu  de  dx  dy  \/ 1 -h  p- -h '/' ■ 
Donc  la  somme  de  ces  aires  pid\cdiiques  jnfinilésiiualcs,  corres- 
liondantc  à  une  étendue  finie  de  la  surface  courbe,  aura  une  limite 
déterminée,  exprimée  par  l'intégrale  double 


prise  entre  des  limites  convenables,  que  l'on  déterminera  eomim; 
on  vient  de  le  faire  pour  le  problème  des  cubaturcs.  Cette  limite 
(les  surfaces  polvédriques  infinitésinialescirconscrites  est  dite  Vaire 
(le  lu  suijace  cuitrhe. 

759.    Exemple.  —  1.  Soil  proposé  de  cnleuler  Taire  d'un  demi- 
fuseau  spliéiicpie  \I!C  (//^'.  77).  compris,  sur  la  sphère 

cnlre  le  plan  des  .ry,  celui  des  =xel  un  plan  passant  par  l'axe  des  z 
et  faisant  avec  I.'  |dan  des  .-.(l'angle  0.  On  aura  à  ealeiiler  l'inté- 
grale double 

r  r       ad.v(h 
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Inlégroiis  d'ahord  par  rapport  à  y,  ce  qui  donne 

'ly                       .  ) 

■    z=i  =  ai'c  sin    '. 

^  — .1-^  — .)-  \/a^- 


r ^ 

J  \,/a-  —  .v-- 


C. 


il  l'audra  prendre  pour  limites,  d'une  part,  l'axe  des  x  correspon- 

l'"C-  77- 


danl  îij  =  o,  d'autre  part  la  droite  OB  pour  une  portion  de  Tin- 

tégrale,  et  l'arc  de  cercle  BA  pour  l'autre  portion.  L'équation  de  0]j 

('•tant  j' =  .ï.'tang9,  la  valeur  de   l'intégrale  sera,   dans  l'étendue 

projetée  sur  OBD, 

.      rtangO 


a  .arc  sui— = 


v'«^- 


Pour  la  seconde  partie,  l'équation  du  cercle  BAélantj)  =  \Ja- — r-, 


la  \aleur  de  l'intégrale  sera 


(7. arc  sin  i  =  «. 


Il  l'aut  maintenant  intégrer  par  rapport  à  x  l'expression  (i)  entre 
j:.'=  o  et  .r  =  a  cos5,  l'expression  (  a)  entre  x  =  rtcos9  et  x=  a. 
Si  l'on  pose 


.1- tangS 


s/^ 


=  sin  'j. 


l'expression  (i),  multipliée  par  dx,  prend  la  forme  asdx,  d'où 

ri  I  y//.r  r:=  a.r  .'j  —  a  ^  Xthjj 

=^  (ix.'ij —  a-    I  -^=^^==z^=  T=ax.''j  -(-  a-  arc  sui[cos-j^  cosvj  +  C 


:  «./-.arcsiii 


siii'jirf-j) 
.r  tangO 


In"-  cos-  S  —  .r^ 

'-  arc  siu  i  / 1-  C. 

y         a-  —  x^ 
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Pour  x  =:  o,  celte  expression  se  réduil  à 


«^  arc  ,siii  (cos  0]  :=  a-  I 0 


tour  x  =  acosO,  clic  devient 


«- cosî.arcsin  1  =  — «-cos^. 

2 

Donc  luire  de  la  portion  BCE  est 

erO il- 1 1  —  cos  9  j . 

l-iii  intégrant  maintenant  l'expression  (  :>.  )  de  x  =  n  cos  5  à  ,»•  =  ti, 
(III  trouve 

—  n-[\  —  cosO  . 

Donc  la  somme  des  deux  parties,  ou  le  demi-fuseau  ABC:=rt-0. 
11.   (calculer  l'aire  de  la  partie  de  la  surface 

z-  -h  (.r  cosK  -+-  y  sinal-  ^=  «-, 

i[ui  est  comprise  dans  l'angle  trièdre  des  coordonnées  positives. 

(leltc  surface  est  un  cvlindre  de  révolution,  dont  l'axe,  situé 
dans  if  plan  des  xy,  a  pour  équation  a:cosa  +  v  sina  =;  o.  L'é- 
([ualioii  de  la  surface  donne 

cos«  ,                      .      ,                    sin« 
p  = (.i-cosa  -H,r  sniK  ,     </  =: (.r  cosK  -t-_)-siii«), 


^<f~-fk 


a  dx  dy 


I     l\l<i- —    .<- cos  K  +  T  Slll  K  - 

l.ii   inléi;iaiil  daliord  par  rapport  à  )  ,  on  a  lintégrale  in(!élinl<> 

dy                            adx          .    ./cosk -t- isiiia 
"  =  -; —  arc  siii '■ -f-  C. 


adx    i 


cosa  -f-.)  siiiK  '        »'"-'■  " 

'diir  a\  oir  la  portion  située  au-dessus  du   plan  des  .m    cl  en  avant 
In  plan  (les  r.r,  on   intégrera  depuis  j=  o  jusipi'à  la  \alciir 

y= l'fl  —  .rcosal, 
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qui  répond  à  r  =  o  et  au  coiilour  apparent  du  cylindre.  L'expres- 
sion précédente  devient  alors 


(ul.r 
sin« 


.    ,r  cos  ».\ 
ait-  sin ]  ■ 


il  faut  maintenant  intégrer  cette  différentielle  entre  les   limites 


-o 


x  =  o 

et 

.7" 

CDSK 

cette  d( 

posant 

.7'  COS  « 

=  COS'J, 

1  cette  dernière  correspondant  à  z  =j  =  o.  Kn 


sin  K  cos  a 


on      (l.r  = rf-j, 

a  COSK      ' 

l'intégrale  devient 

"'          n      ■       ,               "°-       r  •     V 

-^ ■    /     <ji. sm oi  f/o  = 1 — o  cosi/ +  snio     j= 

smKCOsetJ^  '        sniKCCsa        '        ' 

On  voit  que  cette  aire  est  carrablc. 

760.  Formules  gc//i!rti/es  pour  les  quddratures  et  les  cubatiues 
des  surfaces  au  moyen  des  coordonnées  curvilii^nes.  —  Tout  point 
de  l'espace,  déterminé  par  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y ,  s, 
peut  être  considéré  comme  l'intersection  de  trois  surfaces,  données 
par  les  équations 

{')  /il-'Sr,  ="  =  ".     .A (■'•,  .r,  3)  =3  <•,     f^{.r,  r,  :)  =  i\: 

En  faisant  varier  les  paramètres  u,  c,  tv,  le  point  d'intersection 
IM  variera  suivant  une  loi  quelconque,  et  ces  trois  paramètres 
|50urront  être  considérés  comme  les  coordonnées  de  ce  point.  On 
les  désigne  sous  le  nom  de  coordonnées  curvilii^ties.  Nous  allons 
voir  comment  on  peut,  à  l'aide  de  semblaliles  coordonnées,  déter- 
miner l'aire  d'une  surface  donnée  ou  le  \olume  d'un  corps  donné. 

Supposons  d'abord  que 

(2)  /,(.r,.r,  -)=(.■ 

représente  une  surface  doniu'e,  el  considérons,  par  analogie  avec 
ce  que  nous  avons  fait  au  n"  477,  l'aire  du  parallélogramme  infini- 
tésimal compris  sur  la  surface  (a)  entre  les  surfacesy',  =  ",,/J  =  i'. 
et  les  surfaces  obtenues  en  changeant  u  en  u  -+-  du,  c  en  l'-i-df. 
Les  coordonnées  des  deux  sommets  de  ce  parallélogramme  cou- 


aîa  i.ivni;   m.  —  ciiai'.  m,   |^   m. 

tif^iis  au  soninicl  {x,j,  ~)  seront 
[.c  +  <f„.r,     y-^d„Y,      z  +  d„z],      {.v  +  il„.i;     y  +  rl,y,      z  +  d,.z). 

Donc  les  aires  des  projections  de  ce  parallélogramme  sur  les  trois 
plans  (\csjz,  des  zx  et  des  xj  seront  [12G] 


iL.v 


,l,.z 

,/„3 


ri,.  :. 


<i„.y 


Par  conséquent,  Faire  du  parallélogramme  lui-même  sera  la  racine 
carrée  de  la  somme  des  carrés  de  ses  projections,  c'est-à-dire 


\/' 


^u.y 

'i.r^ 

■i 

-t- 

./„3 

d„.r 

-+- 

d„.v 

''„r 

i 

'i.y 

,l,z 

d,Z 

d,..r 

d,,.v 

d,.r 

l'"n  remplaçant,  dans  cette  expression,  .r,  j',  z  par  leurs  valeurs 
en  /(,  t'  tirées  des  trois  équations  (i),  on  aura  une  l'onction  de  ces 
deux,  variables,  que  l'on  intégrera  entre  des  limites  dépendantes 
de  la  forme  du  contour  de  l'aire  à  évaluer  (  '  ). 

Considérons  maintenant  un  volume.  On  le  décomposera  en 
parallélépipèdes  infinitésimaux  compris  entre  deux  surfacesy")  cor- 
respondantes à  H  cl  a -h  du,  entre  deux  sufacesy^  correspondantes 
à  i'  et  t'-t-r/i',  et  entre  deux  surfaces  j\  correspondantes  à  tv  cl 
w-'rdw'.  Les  co(n'données  des  trois  sommets  d'un  tel  parallélépi- 
pède contigus  au  sommet  [x,  j,  z)  seront  x,y,  z  augmentées  de; 
leurs  (lifierentiellcs  partielles  respectives  par  rapport  soit  à  u,  soit 
à  i',  soit  à  H'.  Donc  le  \ohinic  du  |)arallélépipède  sera  [127] 

d„  .)■      (/„  )       (/„  r. 


d,..> 


<i„y 

d,y 

<'>..y 


d..: 


:=  c/«f/i'c/(l' 


àir. 

l){tl,  i;   11'] 


On  ohliendra  le  volume  total  en  intégrant  cette  expression  par 
rapport  aux  trois  \ariablcs  indé|)cndantes  ;/,  i',  (v,  entre  des  li- 
mites qui  seront  délerminées  par  la  loriiie  de  la  siirl'aee  qui  borne 
le  volume  clienlié. 


(')  l'tiir  la  rorinulo  (  î;  du  n»  720. 
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(jette  expression  n'est  autre  que  celle  que  l'on  aurait  obtenue 
ilirectement  par  l'application  de  la  formule  du  n"  476  à  l'expres- 
sion dxdjdz  de  l'élément  de  volume  en  coordonnées  rectangu- 
laires. 

§  IV. 
détermikatioî;  nEs  CE^TUES  de  ghavité  et  des  momekts  d'inertie. 

7G1.  Masse  d'an  corps.  —  Pour  les  corps  homogènes,  le  calcul 
(le  leur  masse  se  ramène  immédiatement  au  calcul  de  leur  étendue, 
linéaire,  superficielle  ou  solide. 

Si  un  corps  est  hétérogène,  on  le  décomposera  en  éléments  in- 
finiment petits,  tels  que,  dans  l'étendue  de  chacun  d'eux,  la  den- 
sité varie  infiniment  peu.  En  multipliant  l'étendue  dW  de  chaque 
élément  par  la  densilé  p  en  un  quelconque  de  ses  points,  on  oh- 
liendra  la  masse  dm  de  cet  élément,  à  une  fraction  près  d'elle- 
même  infiniment  petite.  On  cherchera  alors,  par  l'intégration,  lu 
limite  de  la  somme  de  ces  éléments  dm. 

Ainsi,  pour  une  ligne  hétérogène,  la  densité  p  est  fonction 
de  la  variable  indépendante  dont  dépendent  les  coordonnées  de 
chaque  point  de  la  courbe.  La  masse  de  l'élément  d'arc  ds  étant 
ods,  à  un  infiniment  |ietit  près  du  second  ordre,  on  aura,  pour 
expression  de  la  masse  de  la  ligne,  l'intégrale  Jpds,  prise  entre 
des  limites  correspondantes  .aux  extrémités  de  la  ligne. 

De  même,  si  une  surface  plane  est  composée  de  tranches  homo- 
gènes, parallèles  à  l'axe  des  j',  la  masse  d'une  tranche  sera  pj  dji\ 
et  la  masse  totale  Jpj  dx,  p  étant  donné  en  fonction  de  x. 

Si  une  sphère  est  composée  de  couches  concentriques  homo- 
gènes, le  volume  d'une  couche  infiniment  mince  de  rayon  /•  étani 

'/  l^r:/'')  =  J\-r-dr,    sa  jnasse  sera  ^npr'-dr,  et  la  masse  totale 

4~fpi-df,  p  étant  donné  en  fonction  de  ;•. 

Dans  une  sui'face  hétérogène,  la  densité  est  fonction  des  coor- 
données de  chaque  point.  On  décomposera  alors  la  surface  en  élé- 
ments infiniment  petits  du  second  tirdre  dS,  et  l'on  obtiendra  Li 
masse  de  la  surface  en  intégrant  pf/S  par  rapport  à  chacune  des 
deux  variables.  Ainsi  la  masse  d'une  aire  plane  sera 

ffod.vdy  —fj\rdi-,lp. 


aVi  i.iviii;   m.  —  cuap.  m.  §   iv. 

De  même,  celle  d'un  volume  composé  de  lilcls  InjuiOf^èncs  paral- 
lèles à  l'axe  des  z  savA  ffpzdxdj. 

lùiliu,  s'il  s'agit  d'un  solide  dont  la  densité  varie  avec  les  trois 
oooi'donnécs,  on  le  décomposera  en  éléments  de  volume  infiniment 
[lelits  du  troisième  ordre,  que  l'on  midtipliera  par  la  valeur  corres- 
poiidanle  de  p;  puis  on  obtiendra  la  masse  totale  par  une  triple 
intégration.  Ainsi,  si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  la  niasse 
aura  pour  expression 

JÏJ':"'"h'i- 

Si  l'on  emploie  les  coordonnées  polaires  [7o7|,  cette  expression 
deviendra 

Si  l'on  emploie  des  coordonnées  curvilif^nes  quelconques,  on  aura 
la  masse  en  multipliant  par  p,  sous  le  signe  île  triple  intégration, 
l'élément  de  volume  donné  au  n°  760. 

k 
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d'un  point  matériel  par  rapport  à  im  axe  ou  à  un  plan  le  produit 
d(^  la  masse  de  ce  point  par  sa  distance  à  cet  axe  ou  à  ce  plan, 
cctle  distance  élant  comptée  positivement  dans  un  sens,  négative- 
tucnt  dans  l'autre. 

Le  moment  d'un  système  plan  par  rapport  à  un  axe  tracé  dans 
le  plan  est  la  somme  algébrique  des  moments  des  points  du  sys- 
tème par  rapport  à  cet  axe.  De  même,  le  moment  d'un  système 
solide  par  rapport  à  un  plan  est  la  somme  des  mo;iients  des  points 
du  syslèmc  par  rapport  à  ce  plan. 

Le  centre  de  gravilc  A'un  système  plan  (ou  solide)  est  un  point 
tel,  que  le  moment  du  système  par  rapport  à  lout  axe  (ou  à  tout 
])lan)  passant  par  ce  point  est  nul.  Le  moment  du  système  par 
rapport  à  im  axe  (ou  à  un  plan)  quelconque  est  égal  à  celui  d'un 
poiiil  de  masse  égale  à  la  niasse  du  système,  cl  situé  au  centre 
<le  gra\ilé. 

Si  X  est  la  disLancc  d'un  point  de  masse  //;  à  un  axe  (ou  à  un 
plan),  /;/.r  sera  le  monieiil  du  point  par  rapport  à  l'axe  (ou  au 
plan),  et  Xm.r  sera  le  moment  du  système  total  jiar  rapport  au 
même  axe  (ou  au  même  plan). 

Si  l'on  désigne  par  ^  la  distance  du  centre  de  gra\ité  du  syslèmc 
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;iu  mémo  axe  (ou  au  nicme  plan)  et  par  "Zi/i  la   masse  tolalc  du 
système,  on  devra  donc  avoir 


2.III.I-  =  ;-.'«, 


équation  qui  fera  connaître  ^. 

En  considérant  les  moments  d'un  système  par  rapport  à  Irois 
plans  rectangulaires  entre  eux,  on  aura  donc,  pour  les  coordon- 
nées E,  V,  '(^  du  centre  de  gravité,  les  expressions 


2!  m  .r 

3  m  )■ 

._^"- 

^m 

'-   Im' 

'^   Im 

Si  le  système  est  continu,  on  prendra  pour  les  points  matériels  j)i 
les  éléments  infiniment  petits  dm  de  la  masse  du  système,  et  les 
sommes  des  moments  de  ces  éléments  se  calculeront,  comme  la 
masse  totale,  au  moyen  d'intégrations. 

I^orsqu'un  système  est  homogène,  la  densité  constante  entre  en 
l'acteur  commun  dans  toutes  les  sommations,  et  disparaît,  par  con- 
séquent, des  valeurs  de  't.,  r,,  '(.  On  peut  donc,  dans  le  cas  de  l'Iio- 
inogénéité,  remplacer  partout  les  masses  parles  volumes. 

Si  un  système  homogène  est  symétrique  par  rapport  à  un  plan  (ou 
H  un  axe),  son  moment  par  rapport  à  ce  plan  (ou  à  cet  axe)  est  nul. 
Donc  ce  plan  (ou  axe)  de  symétrie  contient  le  centre  de  gravité. 

Si  un  système  homogène  a  un  centre  de  figure,  le  centre  (li\gia- 
vité  coïncide  avec  ce  centre  tic  figure. 

763.  Dans  un  sj'stème  linéaire,  l'élément  de  masse  a  pour  ex- 
jiression  pds  [7(îl].  Donc  les  moments  par  rapport  aux  trois  plans 
coordonnés  sont  fpxds,  fpyds,  fpzds,  et  les  coordonnées  du 
cenlrc  de  gravité  sont 

fnyds  fpzds- 

J  ?  ''■''  )  ?  ''* 

Si  le  système  l'orme  une  courhe  plane,  située  dans  le  plan  des  xy, 
lous  les  z  sont  nuls,  et  par  suite  '(  :=  o. 

Exemple.  —  Considérons  un  arc  de  cercle  homogène,  et  [irc- 
nons  pour  axe  des  x  le  diamètre  bissecteur.  A  cause  de  la  symé- 
Irie,  le  moment  par  rapport  à  cet  axe  sera  nul,  et  par  suite  on 
aura  y;  ^  o. 
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De  rt'(|iialioii  du  cercle  .»  -  -f-j)  -  =  a-  on  lire 

as  :=  —  :=:  -  (ij ,       U  (lU      .r  (l.s  =  ««,)  , 

cl  par  suite  le  luoiuent  de  l'arc  par  rapport  à  l'axe  des  x  sera 
I  ('ailleurs  la  longueur  de  l'arc  est 


£' 


ndr  .     V 

--  =  2 «  arc  sin  —  • 


On  a  donc,  pour  l'ahscissc  du  centre  de  gravité  de  1  arc, 


na^  sin  — 

9.  fl  (IC 


.     y 
arc  sin  — 


en  tIésignanL  par  c  la  longueur  de  la  corde  de  l'arc  ,v. 

76 i.  Soit  maintenant  une  aire  plane  homogène  ou  dccompo- 
sable  en  tranches  liomogènes  parallèlement  à  l'axe  des  j  .  La  masse 
d'une  Iranclic  étant  pydj%  son  moment  jiar  rapport  à  l'axe  des  i 
sera  cj)  dx,  et  par  suite  le  moment  de  l'aire  totale  sera 


fp.rytU  —  l  fpyi/.r, 

>iC  l    d 
luogèue,  on  aura  .simplement 


(lù  1(111  tirera   l'abscisse  ^  du   centre  de  gra\ité.  Si  laire  est  lio- 


f.rvrl.r 

Pour  a\oir  le  moment  de  l'aire  par  rapport  à  l'axe  des  .t,  re- 
marqiKMis  que  le  moment  du  rectangle  inlinitésimal  pr^Ar  est  égal 
à  .sa  niasse  multipliée  par  l'ordonnée  de  son  centre  de  gravité.  Ce 
centre,  coïncidant  avec   le  centre  de  figure  du   rectangle,  a  piiiir 


iiniiiniK 


'c  -j.  On  en  conclut  que  le   inonieiil  de  l'aire    lolale  p 
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rapport  à  laxc  des  x  est 


fpy-d>.  =  r,J'ajd.i\ 


d'où  l'on  tire  r,.  Si  l'aire  est  homogène, 

r,  =;  ~       • 

Jjdx 

Exemples.  —  I.  Soit  un  segment  de  la  parabole  J'=  lax, 
compris  entre  la  courbe  et  l'axe  des  .r.  En  désignant  par  1  l'aire 
du  segment,  on  a 


/•■*■  I    p  r'        2 

Ir,  =^  -    1       >-rta-  :=    I      axdx  =  j 

d'où  l'on  tire 

^3  _  3  rt^_  3 

'  ~  5    '     '^  ~  4  j-  ~  8    ■ 

II.  Cherchons  le  centre  de  gravite  dun  secteur  circulaire  ho- 
mogène. Il  se  trouve  d'abord  sur  le  diamètre  bissecteur.  Si  l'on 
partage  ensuite  le  secteur  donné  en  secteurs  ou  triangles  infiniment 
petits,  le  centre  de  gravité  de  chacun  de  ceux-ci  se  trouvera  aux 

-  de  la  distance  du  centre  à  la  circonférence,  de  sorte  que  le  lieu 

de  ces  centres  de  gravité  élémentaires  sera  l'arc  concentrique  à 

l'arc  du  secteur  donné,  et  décrit  avec  un  rayon  égal  aux  -^  du  rayon 

donné.  On  est  donc  ramené  à  la  recherche  du  centre  de  gravité 
d'un  arc,  problème  résolu  dans  le  numéro  précédent. 

765.  Théorèmes  de  Guldiii.  —  I.  A^ous  avons  vu  que  l'intégrale 
J'y  ds  représente  le  moment  d'un  arc  de  courbe  j)ar  rapport  à  l'axe 
des  X,  moment  qui  est  égal  au  produit  s-n  de  la  longueur  de  l'arc 
par  l'ordonnée  de  son  centre  de  gravité.  D'autre  part,  l'aire  de  la 
surface  de  révolution  décrite  par  l'arc  s  tournant  autour  de  l'axe 
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des  X  A  pour  valeur  iT:fyds  [754].  Donc  la  valeur  de  cette  aire 
peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme  inn.s,  c'est-à-dire  que  l'aire 
de  révolution  engendrée  par  l'arc  s  est  égale  à  la  longueur  de  cet 
arc,  Miulli|ilic'c  par  la  circonférence  décrite  pai-  son  centre  de  gra- 
vité. 

Si,  ;ui  lieu  d'une  révolution  entière,  le  jilan  de  la  courbe  ne  dé- 
crit ([uiiiic  fraction  de  tour  autour  de  l'axe  situé  dans  ce  plan, 
l'aire  de  la  surface  et  le  chemin  parcouru  par  le  centre  de  gravité 
décroîtront  dans  le  niènie  rapport.  Donc  l'aire  de  la  portion  de 
surface  décrite  sera  toujours  égale  à  l'arc  de  méridien,  multiplié 
par  II'  clieinin  décrit  par  le  centre  de  gravité  de  cet  arc. 

Ce  théorème  permet  de  calculer  l'aire  de  la  surface  de  révolution, 
connaissant  le  centre  de  gravité  de  la  courbe,  et,  réciproquement, 
tie  trouver  le  centre  de  gravité  de  lare  de  courbe,  connaissant 
l'aire  de  la  surface  engendrée. 

Exemples.  — •  i"  Soient  a  le  rayon  d'un  cercle,  b  la  distance  de 
son  centre  à  un  axe  situé  dans  son  plan.  La  longueur  de  l'arc  de 
cercle  est  aTici;  la  circonférence  décrite  par  son  centre  de  gravité 
dans  la  révolution  du  cercle  autour  de  l'axe  est  iT.h.  Doue  l'aire 
du  tore  engendré  a  pour  valeur 

7.~«  .1-  l>  =^  ^  --  tlli. 

2"  Si  l'on  fait  tourner  un  arc  de  cercle  autour  d'un  diamètre 
parallèle  à  sa  corde  c,  a  étant  le  rayon,  l'aire  de  la  zone  engendrée 
sera  aurtc.  En  l'égalant  au  produit  de  l'arc  .«  par  la  circonférence 

iTi-r,  décrite   par  son  cenlrc   de   giaMté,    ou   retromera  la   valeur 

<■"'       1  „  -/>'> 

r,  :=  — 1  oljlcnue  au   ii  '  /uo. 
s 

7GG.  II.  Le  moment  d'une  aire  plane  },  par  rapport  à  l'axe 
des  .r  est  }.r;  =^  -Jy-clx.  D'autre  part,  le  \oluinc  engendré  parla 
ré\()luti(in  de  l'aire  ?.  autour  du  mèine  axe  est  ^  ^  ~  fy'-dx.  Donc 

V=  2-/;.  À, 

c'est-à-dire  que  le  volume  est  égal  à  l'aire  génératrice  multipliée 
parle  chemin  décrit  par  le  centre  de  gravité  de  celte  aire. 

Cet  énoncé  subsisterait  encore  si,  au  lieu  d'une  révolution  cti- 
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tière,  l'aire  génératrice  n'avait  accompli  qu'une  fraction  de  révo- 
lution. 

Exemples.  —  i"  En  appelant  a  le  rayon  d'un  cercle,  b  la  dis- 
lance du  centre  du  cercle  à  l'axe  de  révolution,  on  a,  pour  le 
volume  du  tore  engendré, 

T.(t'-.'i-b  -rzz  i7:-a-  b, 

1°  Si  l'on  l'ait  tourner  un  secteur  circulaire  de  rayon  a  autour 
d'un  diamètre  parallèle  à  la  corde  c,  le  volume  du  secteur  sphé- 

rique  engendré  sera  iT.a.c .  -^za  ^^  ~-T.a-c.  L'aire   du   secteur  est 

-  as.  s  étant  la  lonnucur  de  l'arc.  Donc,  r,  étant  la  distance  du  centre 
de  gravité  du  secteur  circulaire  au  centre  du  cercle,  on  a 
'•      ,  I  ,.   .  '•  "f 

—  -a-c  ^  l-r, .—  us,      (1  ou      <;  =  —  — , 
6  1  i     s 

comme  nous  l'avions  trouvé  par  une  autre  voie  [TBi]. 

767.  J  vluiue  du  cj  li/idre  tronqué.  —  Considérons  un  cvlindre 
parallèle  à  l'axe  des  z,  et  qui  ait  pour  section  droite  une  aire  X 
tracée  sur  le  plan  des  a^^.  Considérons  une  section  plane  quel- 
conque, faisant  avec  la  section  droite  un  angle  a.  L'élément  de 
cette  section,  qui  a  pour  projection  dl  sur  le  plan  des  jrj',  aura 
pour  grandeur  dans  l'espace  dlsécx.  Le  moment  de  la  section 
par  rapport  au  plan  des  zx  sera  donc  fy.dl  séca.  D'ailleurs,  l'aire 
totale  de  la  section  est  Isécc;  donc  on  aura 

);./SïCa=  /)rt/.SL"Ca,      ou     r,  z^-  ~ ) 

•^  1 

valeur  indépendante  de  x.  Il  en  serait  de  môme  pour  la  valeur 
de  H-  Donc  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  toutes  les  sections 
planes  d'un  cylindre  est  une  droite  parallèle  aux  génératrices. 

Cela  posé,  cherchons  le  volume  compris  entre  la  section  droite 
et  une  section  oblique  quelconque  ?/.  Prenons  le  plan  des  xz  per- 
pendiculaire au  plan  de  1',  et  par  suite  l'axe  des  y  parallèle  à  ce 
plan.  Si  l'on  décompose  X'  en  éléments  rectangulaires  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  parallèles  à  l'axe  des  y,   et  se   projetant 

17. 
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sui-  le  |jlaii  des  ,r)  suivant  des  rectangles  cl).,  le  vokime  sera  donné 
par  rintcgralc  J zdl.  Or  le  moment  de  la  section  ?,'  par  rapport 
au  plan  des  xj  est  J zd'tJ  ou  J zd\  séca  =  X'^  =  ^À  séca,  '(  étant 
l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  cette  section.  Donc 

f  zd'>.  =  'O-  =  le  volunic  du  cylindre  trnnqné. 

Donc  ce  volume  est  égal  au  produit  de  la  section  droite  par  la  dis- 
lance des  centres  de  gravité  des  deux  bases.  On  étendrait  immé- 
diatement celte  proposition  au  cas  oiî  les  deux  bases  seraient  des 
sections  quelconques. 

On  voit  que  le  volume  d'un  cylindre  n'est  pas  altéré  lorsque  l'on 
fait  tourner  d'une  manière  quelconque  une  de  ses  bases  autour  du 
centre  de  gravité  de  cette  base. 

768.  Si  l'on  considère  maintenant  un  corps  solide  quelconque, 
la  masse  de  l'élément  de  volume  étant  pdxdjdz,  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  seront  données  parles  équations 

M^=fffoxdr,if,lz,      M/î  —fffç,y,U,lydz,     M?  =  fffr.zd.c,lrdz, 

M  étant  la  masse  totale  du  corps. 

SI  le  corps  esl  liomogène,  V  étant  son  volume,  on  aura  M  =  Vp, 
et  la  constante  p  disparaîtra  des  équations  précédentes.  On  pourra, 
dans  ce  cas,  eirectuer  immédialeiiienl  l'intégration  par  rapport  à 
l'une  des  trois  variables,  à  z  par  exemple,  et  l'on  aura,  :;  et  Z  étant 
les  ordonnées  de  la  surface  inférieure  et  de  la  surface  supérieure 
du  corps, 

yï-^ffx{Z-z)d.,:dr,      \r.—J'yZ~z)d.rdy, 


VÇ=-ff{7:'~z^]d.rdy. 


769.  Momcnis  d'iiierlle.  —  On  appelle  moment  d' inertie  d'un 
point  matériel  m,  |)ar  rapport  à  un  plan,  à  un  axe  ou  à  un  poiul, 
le  produit  de  la  masse  de  ce  point  m  par  le  carré  de  sa  distance 
au  plan,  à  l'axe  ou  au  point.  Le  moment  d'inertie  d'un  système 
est  la  somme  des  moments  d'inertie  des  points  matériels  qui  le 
composent. 

Si  l'on  rapporte  les  points  à  trois  axes  rectangulaires,  les  mo- 
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ments  d'inertie  crini  point  m  par  rapport  aux  plans  des  ■}  z,  des  zx 
et  des  XY  seront  uix-,  rtij-,  m  z-,  et  par  suite  les  moments  d'inertie 
du  système  total  par  rapport  à  ces  mêmes  plans  seront 

a  =  Zm.c-,      h  :r-  2/?i.r^,      c  =  2w:-. 
Le  moment  d'inertie  de  m  par  rapport  à  l'axe  des  x  est 

m  [y-  -r-  3-  )  =  my-  -~  m  z\ 

Donc,  le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  à  cet  axe  sera 
2  mj-  -h  2/72  3-  =  b  +  c, 

et  de  même  j)our  les  autres.  On  aura  donc,  pour  les  moments 
d'inertie  du  corps  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés, 

A  =  b  4-  c,     B  =  c  4-  a,      C  =  a  -!-  b. 

De  même,  le  moment  d'inertie  du  système  par  rapport  à  l'ori- 
gine des  coordonnées  sera 

a  4-  b-;-  0=  -'-  (A-(-  Bh-  C). 
1 

Si  le  système  est  continu,  les  sommations  se  changent  en  inté- 
grales. 

770.  On  traitera  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter  dans  la 
détermination  des  moments  d'inertie  comme  nous  avons  traité  les 
cas  analogues  dans  la  détermination  des  centres  de  gravité. 

Ainsi,  pour  le  cas  d'un  système  plan,  on  a 

Si=  f.v-d/n,      h -Ti  J y- ilin,      c  =rr  o, 

d'où 

A=b,     B  =  a,     C=^a-\-h=f[x^^r-^)dm. 


on  a 


Si  l'on  cherche  les  moments  d'inertie  d'une  sphère  homogène, 
Jx^dm  rz  ff-dm  =r  f-Jdm  =  \  f  [x"-  +  y^  -i-  z'-]  dm. 
Or,  en  faisant  a--  -\-j-  -i-  z- z=l  r-  et  supposant  la  densité  =  i ,  l'élé- 
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iiieiil  dm  sera  une  couclie  sphérique  ^T^r-dr,  d'où 

M  clant  la  masse  de  la  sphère,  R  son  rayon.  On  aura  donc 

A  =  B  =  C  =  2.i  =  ^MR-. 
5 

Pour  un  cercle  homogène, 

a  =r  b  —  1  fl.^-  -\-  j=1  flm  =-  r,'-.  1-Krch  r.^  -  R'  =  1  MR  =  , 


A  ^-  B  ^  -  C  —  '  MR-. 

2  4 

Si  Ton  suppose  une  surface  de  révohition  autour  de  l'axe  des 
x,j'  =  f[x)  étant  l'équalion  de  la  courbe  méridienne,  le  moment 
d'inertie  de  l'aire  par  rapport  à  l'axe  de  révolution  sera 

A  =  1iT  f  y'^ds. 

Par  rapport  à   un  plan  mené  par  l'origine  perpendiculairement  à 
cet  axe,  le  moment  d'inertie  sera 

a  —^  T.-  f.r"yc!s. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  quelconque  mené  dans 
ce  plan  par  l'origine  sera,  à  cause  de  A  =  ab  ==  2C, 

B  =r  c  -I-  a  =r  2  77    /(-)■-  -t-  X-  )  v(h. 


Les  quantités  analogues  pour  le  volume  de  révolution  seront 
h  —  j    Çf'dc,       a  :=^  77  l.v\)  "-de,       B  ---3  77    ni,  .r'  H-  .t- 1  dx. 


11\.   Pour  un  corps  solide  quelconque,  on  a 
a=fffp.>:''d.rdrdz,     h  =fffpr'-dxdrdz,     c  =  fffpz\Udydz. 

d'oii  l'on  lire  A,  B,  C. 

Le  calcul  des  axes  principaux  d'inertie  exige  encore  la  détcrmi- 
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nation  tics  inlégi'ales 

D  =  ^j-zeliii,      E  =;  3  zrdm,      F  =  Ixydm, 
c'est-à-dire 

\i=fffoyzdxdych,      E  =--  fffpz.rdxdydz,      F  "  fffp.vrd.cdjdz. 

Si  le  corps  est  homogène,  on  pourra,  clans  toutes  ces  expres- 
sions, efTectuer  immédiatement  l'intégration  par  rapport  à  lune 
des  trois  variables,  à  z  par  exemple. 

/exemple.  —  Déterminer  les  axes  principaux  d'inertie  d'un  ]ia- 
rallélépipède  rectangle  fixé  par  un  de  ses  sommets  et  supposé  lio- 
mogène. 

En  prenant  pour  axes  coordonnés  les  directions  des  trois  arêtes 
«,  |3,y,  et  nommant  M  la  masse  pXjiy,  on  trouve  aisément 


I 
a  ^= 


aï 


-  M  «- ,       h--=  -  M  3-,       c  =  „-  M  y- , 

D  =  |m8v,      E  =  -|-Myz,     F=yM«S. 

4  4  4        ' 

L"é<[uation  de  l'ellipsoïde  central  d'inertie  sera  donc 

et  la  dctcrniinalion  de  ses  axes  principaux  dépendra  de  l'équation 
du  troisième  degré 

i'  —  \s-  +  liS  —  V  :=  0, 

où  l'on  a  posé 

■'7 
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EXERCICES. 


1 .  Appliquer  les  théories  exposc^es  dans  le  Chapitre  1"  à  l'élude  des  courbes 
représentées  par  les  équations  suivantes  : 

(  I  )  (n  —  r)  j-2  =  .r'.  (Cissoïde.) 

(2)  x\y^=  (r-<-i)M^-— .'■-),  ou7-=:  -^d=b.  (Concboïde.) 

(3)  r  =  a  -{-  b  cosp.  (Conchoïde  du  cercle.) 

(4)  r  =  fi[i  -h  cosp).  (Cardioïde.) 

(5)  x)^  =  (i''{a  —  x).  (Courbe  d'Agncsi.) 
(G)  /2  —  .r2_  ^i_  (Lemniscate.) 

(7)  {a-hx)y^=  {n  —  .v)x^.  (Strophoïde.) 

(8)  R/-—  n^.  (Fb(>n°520.  Ovales  de  Cassini.)—  Cas  où  Aa  ^  in. 
(g)  R-i-  «r  =  9. f/.  (Ovales  de  Descaries.) 

(10)  (■-  +  7^—')    =- n-['—jr,)i  on  X— acOSt[n -i- cost),  )■  ~  bs'inl. 

(11)  j=  j;2-.r''. 
(  1 2  )  JK-  =  .r^  —  .r. 
(,3)  j)-2  =  .i-3  — X». 

(.4)  X)■2-x2r=l• 
(l5)  J)'* —  ■i.x^y'^ — j:' H- I  =  o. 
(iC)  {r  —  x-^Y-=--x^. 

('■^^-  =  ^-,r^-T^- 

(18)  y  =  .r»  +  «2j-2  — /;'. 

Jl  i  i 

(19)  X-  -)-j-  =  «-. 

(20)  2_}'^ —  I0X>-3-l- iSjt'  -=  O. 

(21)  /-S/J^-  «2.  (Liluus.) 

(22)  /•=  rtsin///^  In  =  2,  j,  4,  •  •  •■  ;^'  3'  3'  ■ 

(23)  Épicycloïdcs  et  hypocycloïdus,  pour  diverses  valeurs  du  rapport  des 

ravons  des  cercles. 


24) 

1  -t-  ip 

25) 

I 

\/i—l' 
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a6) 

/-=  v'i— /v. 

a7) 

_  sinp_ 
P 

28) 

cfi  cosp 

~  (i  ^  b  cos/' 

29 

/•2  —  2  /■  cosp  -)-  2  sin/j  =  0. 

3o) 

r—n-^  h  tang/;i. 

3i) 

/  =  .rlog.». 

32) 

xy  =  a. 

33) 

X  =  x^. 

34) 

jr=  loglogT. 

j>- =  .7  sin — •  (Quadratrice  de  Tscliirnliaus.) 

77.7^ 
j  =  .rcot^ — ,  ou  rcoip  =  ap.  (Quadralrice  de  Dinostrate.) 

t  , lit  —  r- 

r  —  p  cosp. 

.     h 
r  =  «  sin  -  • 
•'  X 

rn=  COS'    ,    («  =  I,  2,  .  .  .). 

sin.r 

r^-t-  x^  cos-  =  o. 
■^  X 

r  =  a(s\np  ■+-  lang/J  -t-  sécp). 
r=n[ï±:  coTdep). 
r  =  log  sin/>. 
j=  tangj;. 

r=  — — )  p  —  lang/  —  t.  (Développante  du  cercle.) 

jy-*  —  (ty'*  -+-  r-jK' —  l>^  =  o. 
(jK^  _  fi'Y  —  x'<  [ix  H-  3«)-  =  o. 

j=  r;Ch--  (Cliaînette.) 


jr=-Tj— !  .r  =-«(;  — Tlu).  (Tracloire.' 
r=  (3  cos?,  p  =  tang/ —  ^ 
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2.  Asymptotes  et  points  singuliers  des  courbes  : 


/  I  \   A 

2J-  ±  (.r  ■ 

-V. 

.X  -+-  1 

l') .)  — 

(4-.^) 

(^)  {y- 

-3.rr  + 

2  X-  )  .r  — 

4  «„)  -  =  0. 

(3)  x(j 

•^-x)2(j 

-  2.r)  = 

:fl*. 

(4)  (^' 

+r=)(7- 

-j:Y-  =  :i 

.î 

(5)  a.V 

-+-  t'jry  - 

-  by*  =  0 

(6)  ;•  = 

laiig?,/;. 

3.  0.4.  étant  un  rayon  fixe  d'un  cercle,  OB  un  rayon  mobile,  on  prend  sur 
chacune  des  positions  de  OB  une  longueur  OM  =  la  corde  AB.  Lieu  du 
point  M. 

i.  Par  les  extrémités  A,  B  de  la  droite  AB,  on  fait  passer  un  cercle  quelconque; 
on  prend  sur  AB,  à  partir  de  son  milieu  0,  une  longueur  OP,  qui  soit 
dans  un  rapport  constant  avec  le  rayon  du  cercle,  et  en  F  on  mène  PSI 
perpendiculaire  à  AB  et  rencontrant  le  cercle  en  M.  Lieu  du  point  .M. 

5.  Par  l'extrémité  .A  d'un  diamètre  fixe  AB  d'un  cercle  donné,  on  mène  «ne 
corde  quelconijue  -\C,  puis  par  le  point  C  une  droite  CJI  égale  à  AC  et 
parallèle  à  .\B.  Lieu  du  point  M. 

G.  On  a  deux  tiges  articulées  AB,  BC,  de  longueurs  constantes  «,  b,  dont  la 
première  tourne  autour  de  son  extrémité  fixe  A,  tandis  que  l'extrémité  C 
de  l'autre  glisse  le  long  d'une  droite  fixe  ACr.  Lieu  décrit  par  un  point  M 
pris  sur  la  droite  CB,  à  une  distance  CM  =  c  du  point  C. 

7.  On  donne  la  droite  AB  et  deux  points  C,  D  hors  do  cette  droite.  On  joint 

C  et  D  à  un  point  variable  P  de  AB,  et  par  P  on  mène  PJM  perpendicu- 
laire à  AB  et  =  CP  ±  DP.  Lieu  du  point  M. 

8.  Pûdaire  de  la  parabole  par  rapport  à  un  ]ioint  de  l'axe  ou  de  la  directrice. 

9.  Lieu  des  pieds  des  normales  menées  d'un  point  fixe  à  toutes  les  paraboles 

de  même  axe  et  de  même  sommet. 

10.  Lieux  des  projections  du  pôle  de  la  spirale  d'Arcliimède  sur  les  tangentes  et 

sur  les  normales  à  cette  courbe. 

11.  Tangente  commune  aux  deux  courbes 

y-  —  nx  =  o,     6^- -r-.i' =  o. 

12.  Lieux  des  extrémités  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  polaires 

pour  le  cercle  {/■  =  a  cos/.»),  la  spirale  d'Arcliimède,  la  spirale  hyperbo- 
lique, le  liluus  (r-/j  :=  «),  et  généralement  pour  la  spirale  /■  =  ap"-,  la 
cardio'ide  /•  =  a (i  -t-  cosp),  la  conchoïde. 
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13.  Exprimer  en  coordonnées  polaires  la  sous-langonte,  la  sous-normale,  la 
tangente,  la  normale,  définies  pour  le  système  des  coordonnées  rectan- 
gulaires. —  Réciproquement,  exprimer,  en  coordonnées  rectangulaires, 
la  sous-langenle,  la  sous-normale,  etc.,  définies  pour  le  système  des 
coordonnées  polaires. 

il.  Trouver  les  points  d'inflexion  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées 
polaires,  en  cherchant  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'angle 

T=/j-+-9    [51(i]. 

r    conchoïde;    2°   lituus; 

;  4''_)  '•  =  .r*  -*-  ci-j:'-  —  b'-.  Examiner,  pour  cette  der- 


IS.  Points    d'inflexion    des    courbes    suivantes 
X-  —  a' 


y  y 


nière,  le  cas  de  6  =  o. 
16.  Rayon  de  courbure  de  la  courbe  (épicyclo'ide)  représentée  par  les  éciuations 


b]  sin 


y  --  [a  -i-  b)  cos  - 


-  b  sin  (  - 


■  b  cos    -  +  - 
ù 


Déduire  de  là  les  rayons  de  courbure  de  la  cyclo'ide  et  de  la  développante 
du  cercle. 

■17.  Démontrer  que,  dans  la  parabole,  le  rayon  do  courbure  en  un  point  quel- 
conque est  double  de  la  portion  de  la  normale  en  ce  point  comprise 
entre  la  courbe  et  la  directrice. 

18.  Dans  la  cycloïde,  la  somme  des  carrés  du  rayon  de  courbure  en  un  point  et 
de  l'arc  compris  entre  ce  point  et  le  sommet  de  la  courbe  est  constante. 
—  Étendre  celte  propriété  aux  épicyclo'i'des. 


19.  Développées  des  courbes  suivantes 

(  I  )  Lemniscate,  /■-  =  a-  cosip. 

(2)  Cissoïde. 

(3  )  Logarithmique,  y  =  «"■''. 

(4)  Cycloïde. 

(5)  Épicyclo'ide,  hypocycloïde. 

(G)  Cycloïde  allongée  ou  raccourcie. 
(7)  j"---=.r. 

20.  Développantes  des  courbes  suixantes 

(1)  /2=flJ. 

(2)  j2-fl.i'. 


(8)  /•'"  =  np. 

(9)  Clialuclte. 

(10)  Tractoire. 

(m)  Spirale  logarithmique. 

(12)  x^  -f-y^  =  «' . 
(i3)  xy=n-,  en  coordonnées  obli- 
ques. 
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3  Z  ' 

(3)  x^  -t- j-*  =  n'-* ,  en  commençant  le  développement  à  partir  du  point  pour 

lequel  X  =  r. 

(4)  Cycloïde,  à  partir  du  point  do  rebroussemenl. 

(5)  Épicycloïde. 

21.  Cour!)es  parallèles  à  l'ellipse,  à  la  courbe  (3)  de  l'exercice  précédent. 

22.  Trouver,   [lar  l'analyse   ordinaire,  les  développées  impnr fuites   [lour  les 

exemples  du  n°  G13. 

23.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  dont  un  côté  passe  par  le  centre  d'un  cercle, 

tandis  que  l'autre  est  tangent  à  la  développante  du  cercle. 

2i.  Enveloppe  de  la  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  vecteur  d'une  courbe 
donnée.  Calculer  la  distance  des  points  correspondants  des  deux  courbes. 
—  Application  à  la  courbe  jr^  =  ax.  —  Quelle  est  la  courbe  pour  laquelle 
l'abscisse  d'un  point  de  l'enveloiipe  varie  proportionnellement  à  celle  du 
point  correspondant  de  la  courbe  ? 

23.  Enveloppe  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  d'un  cercle  donné 
menées  d'un  même  point  de  ce  cercle.  —  Enveloppe  des  cercles  ayant 
pour  diamètres  les  cordes  de  la  première  enveloppe  partant  du  môme 
point.  —  On  chercliera  de  môme  l'enveloppe  des  cercles  décrits  sur  les 
cordes  de  la  seconde  enveloppe,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  continue  indé- 
finiment cette  opération,  quelle  sera  la  limite  de  cette  série  d'enveloppes  ? 

2G.  Lieu  des  centres  et  enveloppe  des  cercles  qui  interceptent  des  longueurs 
constantes  sur  un  cercL'  donné  et  sur  une  droite  donnée. 

27.  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  un  point  d'une  cycloïde  au  centre  corres- 

pondant du  cercle  générateur. 

28.  Enveloppe  d'une  corde  qui  retranche  de  la  parabole  y-  =  ax  un  segment 

d'aire  constante. 

29.  Enveloppe  de  la  droite 

xcos3a  ■+-  ysm'i  ■/.  =  (7(0032».)- , 

a  étant  un  paramètre  variable. 

30.  Enveloppe  d'une  droite  do  longueur  constante,  s'appuyant,  par  ses  extré- 

mités, sur  deux  courbes  données.  —  Cas  où  ces  deux  courbes  deviennent 
deux  droites  non  situées  dans  k;  môme  plan. 

31.  Enveloppe  d'un  cercle  de  rayon  donné,  dont  le  contre  se  meut  sur  une 

courbe  donnée. 

32.  Discuter  l'application  de  la  rè.gle  pour  trouver  l'enveloppe,  dans  le  cas  de 

la  courbe  donnée  par  ré(piation  C/—  e''-^-"  =  o. 


LIVRE    III.    —    EXERCICES.  269 

33.  Enveloppe  d'un  cercle  passant  par  un  point  fixe,  tandis  que  son  centre  se 
meut  sur  une  courbe  donnée.  —  Exemples  :  La  courbe  donnée  est  r  une 
ellipse,  2"  une  spirale  logarilhmique. 


34.  Enveloppe  de  la  courbe  l'-\     +  i'z 
assujettis  à  la  condition 


"       /p\" 


I ,  les  paramètres  z,   [5  étant 


33.  Enveloppe  et  éfjuation  différentielle  des  courbes  représentées  par  l'équa- 

X 

tion  _)•  =  z  Ch  - 1  2  étant  un  paramètre  variable.  —  Enveloppes  des  courbes 
(i)  [x'-  -^y^  —  «2)  (j)5  —  iCr)  -+-  O  {x-  —  «2)  =  o, 

.V 

(2)^=CeS 

C  étant  un  paramètre  variable. 
30.  Points  singuliers  des  courbes  suivantes  : 


[2)  f  =  b  ±  [x  —  ri)  \Jx  —  c. 

(3)  y=x \Jx  -+- e. 

(  4  )  J»-'-  =  JC3  _H  ( i  _  ,,.  )  0,2  ^  Jjcj.^ 

(5)  j  =  i-i-c(x  — «)"'. 

(  Es.  :  /«  =  9  et  =  ^  •  ) 

(6)  {y  —  x  —  x''-)--  =  x-^. 

(7)  Cissoïde. 


(S)  [x^  +  y"-)-'.  =  a\x-- - y^). 

(9)  (a2x2-i-Z)2j2  — c*)» 

c2  =  fl2  _  Il   (  Développée  de 
l'ellipse.) 

(10)  Développée  de  l'hyperbole. 

(Changer,  dans  l'exemple  ci- 
dessus,  h  en  hi.) 

(il)    409C«'j"-)-ll52«2_)--)-27_)-*=0. 

(Développée  de  la  cissoïde.) 


37.  11ADI.4LES.  —  Si  l'on  nomme  radiale  d'une  courbe  donnée  la  courbe  dont  le 
rayon  vecteur  est  égal  et  parallèle  au  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
donnée,  déterminer  les  radiales  des  courbes  suivantes  : 


(12)  X  -\-  y  =  a  tang-- 


(1)  Cycloïde. 

(2) 

Courbes  du  second  degré. 

(3) 

Logarithmique. 

(4) 

y  =  «.r3 

(5) 

Lemniscate. 

(6) 

Cardioïde. 

(7) 

xy^  =  «'. 

(8) 

X  =  ae     ■'  . 

(9) 

y  =  a"'   1 J-. 

(.0) 

111 
x'-\-y-  =  a-. 

") 

2r 

e"  =Th-. 
a 

(i3)  x-^y  =  alog'- 


'4) 


r  =  ae 


(i5)  .)■  -hy  =  flCli  -• 

(16)  ;■  =  e'ans."-. 

(17)  J=e^^ 

V         X 

(18)  sin--  =  -. 


(19)  tans  -  =  -■ 
^  ^'        ~  a       a 
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38.  Trouver  la  courbe  dont  la  raJiale  est  reprôsentéc  par  l'une  des  équations 
suivanto.s,  où  c  -  t  -f-  -  est  égal  à  l'angle  du  rayon  de  courbure  avec 
l'axe  des  x  : 


(  1  )  .r)-=  n-. 

(?.  )   psin-n=  4'''COS57. 

(3)  psin'ss  =^  la. 

(4)  p  =  «  cote. 

(5 )  p  cosc  =  ■!.«. 
(G)  p  cos^c  =  ia. 

39.  Étant  donnée  l'i'Mjunlion  de  la  ra;liale  o  =  -j»  (w),  on  a.  à  cause  de  o  ^ 


r  =  «  tan!<-' 


(  8  )  r  =  a  sec  -  • 

(9)  p  =  «"=• 
(lo)  p—  c"". 
(il)  p  =  rt  sin«îT. 


P^ 


r/c 


d'oii 

et,  par  suite, 


ce  qu'on  appelle  l'équalion  ifiirinsrr/iic  de  la  courbe.  —  .\j)plication  i°  à 
la  parabole,  2°  à  la  cliainotte,  T  à  la  parabole  semi-cubique  j-  =  «x'. 

40.  RoiLETTiîs.  —  Une  courbe  C  roule  sans  glisser  sur  une  courbe  fixe  C, 
prise  pour  base.  On  donne  le  nom  de  nnilciic  au  lieu  décrit  par  un 
point  f/,  invariablement  lié  à  la  courbe  C. 
Supposons  la  courbe  C  déterminée  par  une  équation  entre  les  coordonnées 
polaires  /•,  j),  ayant  pour  pôle  le  point  décrivant  u.  et  pour  origine  des 
angles  une  droite  invariablement  liée  à  C.  Soient  de  plus,  par  rapport  à 
des  axes  rectangulaires  fixes,  .r,  )•  les  cojr<!onnées  du  point  de  contact 
de  C  et  de  C,  et  c,  r,  les  coordonnées  du  point  décrivant  a.  Ces  dernières 
srruni  (léleniiinées  |i;ii'  les  équations 


{') 


/  (/S  ^   ^   \/c/r'-  -H  /-^  (//A  -  -    /      v/r/c--'  -+-  dfi  =    Cils, 


(■}.)  Ç  =  .r  — /•cos(/-,  .r),     Y,  =  y  —  rcos(r,r). 
ou.  à  cause  de  (r,  .r)  =r  0  —  T,  ('■,,)•)  =  ('•,  .r)  -t-  -  , 

(•i)'  ?  =  ,r— /■cos(0  — T),     r.  =j+/-sin(0  — T), 

0  et  T  élant  les  angles  que  fait  la  tangente  comnunie  aux  deux  courbes 
avec  le  ra\  on  r  et  avec  l'axe  O.r,  d'où 


et 


[r,  .v)  =  0  -  T,     <//>  --.  ~  d['i  —  T). 


cosO  = 


dr 

.7s' 


sinO  = 


rdi> 


COST=    -r-1 

di 


sinT  =  -^• 
ds 
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On  en  lire  aisément 

f/îcos(0  — T)  — f/>isin{0  — T)  =  o. 

Donc  le  rayon  mené  du  point  décrivant  au  point  de  contact  des  deux 
courbes  est  normal  à  la  roulette.  —  C'est  ce  qu'on  peut  démontrer  aisé- 
ment par  la  Géométrie.  —  Détermination  du  rayon  do  courbure  de  la 
roulette. 

41.  Application  à  la  cycloïde  ordinaire,  à  la  cycloïde  allongée  ou  raccourcie,  à 
l'épicycloïde,  à  l'iiypocycloïde,  au  lieu  du  foyer  ou  du  sommet  d'une  para- 
bole roulant  sur  une  tangente  ou  sur  une  parabole  égale,  au  lieu  du  foyer 
d'une  ellipse  roulant  sur  une  droite  fixe,  etc. 

Cas  général  où  la  courbe  mobile  est  égale  à  la  courbe  fixe.  —  .\pplicalion 
à  deux  ellipses  égales. 

Cas  où  la  courbe  fixe  est  une  ligne  droite. 

Roulette  décrite  par  le  centre  d'un  cercle  entraîné  par  sa  développante, 
celle-ci  roulant  sur  une  droite  fixe. 

Roulette  décrite  par  le  pôle  d'une  spirale  i"  hyperbolique,  2"  logarithmique, 
roulant  sur  une  droite  fixe. 

■ii.  Droite  roulant  sur  une  courbe.  Lieu  d'un  point  de  la  droite.  Cas  où  la  courbe 
est  une  parabole.  —  Cas  où  la  courbe  est  un  cercle.  Lieu  d'un  point  lié 
invariablement  à  la  droite. 

43.  Enveloppe  d'une  courbe  roulant  sans  glisser  sur  une  courbe  fi.xe.  —  Appli- 

cation aux  exemples  précédents  (  '  ). 

44.  Tr.uectoires  {-).  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  du 

second  ordre  semblables,  ayant  un  de  leurs  axes  situé  sur  une  même 
droite,  et  se  coupant  toutes  en  un  même  point,  réel  ou  imaginaire. 

43.  Trajectoires  orthogonales  d'une  courbe  donnée  q\ii  se  transporte  de  manière 
que  tous  ses  points  décrivent  des  droites  parallèles.  —   Jixeniplcs  : 

.7' 

i''7=C.r'',  2°j=C.Ch-;  (3),  mobiles  l'une  et  l'autre  parallèlement 
auxj)-;  3°  cyclo'ide  mobile  parallèlement  à  la  base. 

46.  Trajectoires  orthogonales  d'une  courbe  donnée,  mobile  dans  son  plan  autour 

d'un  point  fixe.  —  Exemples  :  i"  Parabole  tournant  autour  de  son  foyer; 
2°  spirale  r"  =  C"/.»  tournant  autour  de  l'origine. 

47.  Trajectoires  obli(piangles  d'une  série  de  courbes  homothéti(iues.  —  Exem- 


(')  On  pourra  tr.iiler  ce.i  divers  problèmes  par  la  raélliodo  dos  équipollenccs. 

(")  Voir  n"  CIG.  Traiter  ces  questions  par  la  nictliode  ordinaire  et  par  celle  des 
équipolleuces.  —  On  posera  au  moins  l'équation  diiïérentiellc,  sauf  à  l'intégrer  plus 
tard. 

(')  C  étant  te  paramètre  variable. 
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pies:  1°  ellipses  conconlri(iues;  2"  paraboles  do  môme  foyer;  3°  coniques 
ayant  un  foyer  eoninum;  i°  cercles  ayant  même  centre  lio  similitude. 

48.  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  suivantes  : 

r  y  ^  C.V»  ;  2°  l~]    "^  ( 7  )    —  •  [E.v.  :  «  =  2]  ;  3"  ellipses  confocales ; 
1°  coniques  circonscrites  à  un  môme  rectangle. 

49.  Trajectoires  obliquanglcs  des  courbes  1°  j-  =  Cr,  2°  r  =  Ce"'',  i"  j-  =^  Cx, 

50.  Trou\  or  une  trajoi-loire  telle  ([n'en  chacun  de  .ses  points  de  rencontre  avec 

la  courbe  variable  les  longueurs  des  tangentes  [S09]  aux  deux  courbes 

aient  entre  elles  un(!  relation  donnée  >;  7-  —  v  (  j  y:  )  •  Exemple  :  la  pa- 
rabole  2n[j-  -ht]  =  x-,  avec  la  relation  /,  —  —  nj'-r:' 

51.  Trouver  une  trajectoire  telle  que  l'angle  qu'elle  fait  avec  chaque  courbe 

qu'elle  traverse  soit  partagé  en  deux  parties  égales  par  l'ordonnée  du 
point  d'mterscction.  —  Exemple  :  y  =  Cx",  se  transportant  parallè- 
lement à  l'axe  des  y. 

52.  Équation  des  lignes  qui  coupent  une  série  de  droites  parallèles  sous  un  angle 

dont  la  tangente  trigonométriquc  soit  égale  à  l'abscisse  du  point  d'in- 
tersection. 

33.  C.vtsTiQUEs.  —  On  appelle  ainsi  l'enveloppe  des  rayons  partis  d'un  môme 
point  lumineux  et  réfléchis  ou  réfractes  par  une  courbe  donnée,  que  nous 
supposerons  située  dans  un  même  plan  que  les  rayons. 
Trouver  l'équation  générale  des  caustiques  par  réflexion  et  celle  des  caus- 
tiques par  réfraction.  Comment  la  première  peut-elle  se  déduire  de  la 
seconde?  —  Cas  d'un  point  lumineux  ù  l'infini  sur  l'axe  des  .r. 

Si.  Causli(|ues  par  réllexion  :  1"  d'une  parabole  j'- =  2«j:;  ■?."  d'un  cercle 
X-  -T- y-  ^  II-,  pour  un  point  lumineux  à  l'infini  sur  l'axe  O.r;  3°  du  foyer 
d'une  ellipse;  /i"  d'un  point  de  la  circonférence  d'un  cercle;  5°  des  rayons 
per|iendiculiiires  à  la  base  d'une  cycloïdc. 

3b.  Causti(iue  par  réfraction  d'une  ligne  ilroite. 

36.  Étant  donnés  deux  points  .\,  B,  trouver  une  courbe  telle  qu'elle  réfracte 

(ou  réfléchisse)  tous  les  rayons  partis  de  A,  de  manière  qu'ils  aillent  tous 
passer  par  15  ajirès  la  réfraction  (ou  la  réflexion). 

37.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'angle  0  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur 

soit  une  l'onction  donnée  de  l'angle  polaire  p.  —  Exemples  ;  0  =  «,  p, 
ip,  r/p. 
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58.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'accroissement  de  l'angle  de  la  tangente  avec 

l'axe  des  x-  soit  proportiDnnol  à  l'accroissement  de  l'abscisse. 

59.  Trouver  la  courbe  pour  laquelle  la  projection  de  la  tangente  sur  le  rayon 

vecteur  est  constante. 

00.  Trouver  la  courbe  pour  laquelle  la  podaire  de  l'origine  est  un  cercle. 
Cl.  Trouver  la  courbe  qui  a  une  courbe  donnée  pour  le  lieu  des  e.\trémités  de 
sa  sous-tangente  polaire  (  Exi  mnles  :  r  =  ;  r  =  )  ou  de 

\  Cilip  I  -t-  C  COi/J  j 

sa  sous-normale  polaire  (  Exemples  :  r  =  — —  t  r  = 

^  \  sm/j  I  —  cos/. 

02.  Déterminer  une  courbe,  étant  donné  le  lieu  du  milieu  de  la  normale  po- 
laire \  =  -j- .  —  Cas  où  ce  lieu  est  une  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

63.  Étant  donnée  une  conique  C,  trouver  tnutes  les  conii[ue-;  C  qui  coupent  C  à 
angles  droits  aux  quatre  points  où  elles  la  rencontrent. 


II. 

1 .  .\ppliquer  les  théories  exposées  dans  le  Chapitre  II  à  l'étude  des  courbes 

suivantes  : 

(  1  )  jc2  +  ,  =  =  a'-,    .r^  -I-  ;•=  =  fr-. 

(2)  ax  =/-  -h  3-,    br-  =  X-  -+-  -J. 

(3)  b^-{a^-  —  x-i)  =  a^-(y--hz'-),    (r-r"-=  bH/ix-x^-). 

{5)j'3=x^z,     xj-=(iz. 
(6)73  =  .r'-(3-Jt-),     "/=-i-2. 
(y)  ax  =  r-,    br=  z-. 

(8)  ax=j^,     z2  +  _,-2=  «2 

(9)  x^-^r-  =  a\     a\r'-  =  a^z^-^^zK 

(10)  {a—x)^X-  =  -^^^     «-  =  rz. 

(,,)    ^2_„2  =  ^2,       ^,2_„2=;2. 

2.  Développer  sur  le  plan  des  zx  (en  dévelojjpant  ["-iOJ  le  cylindre  qui  les 

projette  sur  l'un  ou  sur  l'autre  des  deux  autres  plans  coordonnés)  les 
courbes  représentées  par  les  équations 

(1)  flX=j2,  j2+s2=.-«2. 

(2)  ay  —  z-,  ax^  =  z*. 

(3)  flX=  j2_  j,-6_Grt2)l.i-  |-2rt'M2_  8rt<-.=  9«'3-. 

H.  —  Cours  de  Calcul  lu  fin..  11.  18 
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3.  Courbes  décrites  à  l'aiiJc  d'un  compas  sur  les  surfaces  suivantes  : 

{i]j^  +  z^  =  r,\ 

(a)  z-  =  rixy. 

(3)  Cùnc  obliquy  à  base  circulaire. 

i.  On  lionne  un  point  A  sur  l'axe  des  .r,  une  courbe/(/,  z)  =  o  sur  le  |ilau 
des  jz,  et  l'on  proloni,'0  toutes  les  droites  AM  menées  à  cette  courbe 
d'une  longueur  constante.  Équations  du  lieu  des  e.vtrémités.  —  Exempte  : 
ay=zK 

\î.  En  chaque  point  d'un  cercle,  on  élève  sur  le  plan  de  ce  cercle  une  perpen- 
diculaire égale  à  la  sous-tangente  correspondante,  le  cercle  étant  rap- 
porté à  deux  diamètres  rectangulaires.  Lieu  des  extrémités  de  ces  per- 
pendiculaires. 

0.  Une  génératrice  d'un  cùne  do  révolution,  se  mouvant  uniformément  sur  la 
surface,  est  parcourue  par  un  point  mobile  suivant  une  loi  donnée. 
Étudier  la  courbe  que  décrit  ce  point.  —  Exemples  :  i"  le  point  se  meut 
uniformément  ;  a"  il  a  un  mouvement  uniformément  accéléré  ;  3°  la  courbe 
coupe  la  génératrice  sous  un  angle  constant. 

7.  Sur  un  cône  de  révolution  de  o"',73  do  hauteur,  on  enroule  un  fil  au(|uel 
on  donne  la  forme  d'une  spirale  conique  à  spires  équidistantes,  le  nombre 
de  ces  spires  étant  de  3o,  du  sommet  jusqu'à  la  base,  et  la  distance  entre 
deux  spires,  comptée  sur  la  génératrice,  étant  de  o"',o3.  Quelle  est  la  lon- 
gueur du  fil? 

,S.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  donné  sur  l'axe 
des  r  à  la  surface  ax  =  y-  -+-  z^. 

y.  Une  courbe  C  étant  tracée  sur  une  surface  donnée,  on  mène  la  surface 
développabic  tangente  à  la  surface  donnée  suivant  cette  courbe,  puis  on 
développe  sur  un  plan  la  surface  développable  avec  la  courbe  C.  Soient  R 
le  rayon  de  courbure  de  la  courl)e  C  dans  l'espace,  p  le  rayon  de  courbure 
de  cette  courbe  après  le  développement,  /  l'angle  du  plan  osculateur  de 
la  courbe  dans  l'espace  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  au  même  point  : 
démontrer  que  l'on  a  R  =  pcos/. 

\Q.  Les  lignes  de  courbure  du  cône  ax"  -^-  by"  -+-  ez"  =  o  sont  les  génératrices  * 
d'une  part,  et  de  l'autre  les  courbes  d'intersection  du  cône  avec  des 
sphères  décrites  du  sommet  comme  centre. 

\\.  Un  cylindre  ayant  pour  section  droite  la  courbe /(  .r,  j)  =  o,  une  courbe 
donnée  se  meut  de  manière  qu'un  de  ses  points  décrive  l'axe  des  x  et 
que  son  plan  soit  toujours  normal  à  la  courbe/(.r,  j)  =  o.  Lieu  de  l'in- 
tersection de  celle  courbe  avec  le  cylindre.  —  Exemples  :  Équation  du 
cylindre  ax=j-;  équation  de  la  courbe  mobile -(rapportée  à  son  plan) 
bx  =  z5. 
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12.  Trouver,  sur  un  cylindre  de  révolution,  l'équation  différentielle  des  courbes 

qui  ont  un  rayon  de  courbure  constant. 

13.  i7,  b,  c  étant  les  cosinus  des  angles  que  la  tangente  à  une  courbe  fait  avec 

les  axes  coordonnés  ;  /,  m,  n  les  cosinus  des  angles  de  l'axe  du  plan  oscu- 
lateur  avec  les  niénu-s  axes;  p  et  r  les  rayons  de  première  et  de  seconde 
courbure,  démontrer  les  relations 

(In        rlh         tir       r 
ctt        dm       du       p 

y 

I  i.  Conclure  de  là  que  l'hélice  est  la  seule  courbe  pour  laquelle  le  rapport  -  est 

constant,  et  que  l'hélice  à  base  circulaire  est  la  seule  courbe  pour  laquelle 
p  et  r  soient  constants. 

la.  Si  une  courbe  non  plane  a  son  rayon  de  courbure  constant,  le  lieu  de  ses 
centres  de  courbure  a  aussi  son  rayon  de  courbure  constant,  et,  de  plus, 
la  première  courbe  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  seconde. 

10.  Étant  donnée  réquation/(.r,  >•,  z)  =  o  d'une  surface,  trouver  le  lieu  du 
milieu  de  la  portion  de  la  normale  en  chaque  point  de  la  surface  qui  est 
comprise  entre  la  surface  et  le  ]ilan  des  xy.  —  Application  aux  surfaces 
du  second  degré. 

17.  Conditions  pour  qu'un  cône  du  second  degré 

ax"-  -i-  hy-  -t-  cz-  =  o 

soit  tangent  à  un  plan 

a.r  +  j3j  -<-  7 3  =  o. 

18.  Équation  d'un  cono'ide  droit  [1011]  exprimée  au  moyen  des  coordounées  /■, 

/>,  z,  en  posant  x  =  rcos/',  j'=  rsin/./.  —  Former  l'équation  aux 
rayons  de  courbure  principaux  dans  ce  système  de  coordonnées. 

19.  Étudier  les  surfaces  de  révolution  engendrées  par  une  parabole  tournant 

r  autour  de  sa  tangente  au  sommet,  2°  autour  de  sa  directrice,  3°  autour 
d'un  quelconque  de  ses  diamètres. 

20.  Étude  du  tore  [7G3]. 

21.  Étude  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  hyperbole  équilatère 

ou  quelconque  autour  de  ses  asymptotes. 

22.  On  appelle  hinormale  la  perpendiculaire  menée  par  un  point  d'une  courbe 

à  son  plan  oseulateur.  Étudier  le  lieu  des  binormales  à  l'hélice. 

23.  Étude  de  la  surface  .ryz  ~  o'. 

.8. 
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2i.  Le  cercle  oscillateur  d'une  courbe  située  sur  une  sphère  est  situé  lui-même 
sur  la  sphère. 

2').  Entre  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  d'une  courbe  sphérique,  on  a  la 
relation 

p--r-  r--~^  =  const. 

20.  Trouver,  sur  une  sphère,  une  courbe  de  courbure  constante. 

27.  Intersection  d'un  cylindre  do  révolution  avec  une  sphère  ayant  son  centre 

sur  la  surface  du  cylindre.  —  Équation  de  la  courbe  dans  laquelle  elle  se 
transforme  par  le  développement  du  cylindre  sur  un  plan. 

28.  Sur  une  surface  donnée,  tracer  une  courbe  telle  que  son  arc  croisse  propor- 

tionnellement à  l'accroissement  de  l'une  des  coordonnées  rectangulaires, 
de  ;  par  exemple,  de  sorte  que  l'on  ait,  a  étant  une  constante. 


I  V^f/x--i-  (ty-  -t-  dz-  =  adz. 

£9.  Lignes  de  courbure  d'une  surface  de  révolution. 

30.  Étude  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  tractoire  tournant  autour 

de  son  asymptote.  Mesure  de  la  courbure  de  cette  surface. 

31.  On  prend  pour  axes  des  coordonnées  sphériques  deux  grands  cercles  AX, 

AY,  rectangulaires  entre  eux,  et  ayant  pour  pôles  resjjcctifs  les  points  Y 
et  X.  La  position  d'un  point  M  de  la  surface  sphérique  est  déterminée 
par  les  points  d'intersection  P,  Q  des  arcs  (de  grands  cercles)  YMP, 
XMQ  avec  les  arcs  AX,  AY  (les  distances  étant  comptées  soit  de  o  à  ±  -, 
soit  de  o  à  2-).  Si  l'on  pose  tangAP=  X,  tangAQ=  Y,  quelles  seront, 
dans  ce  système,  les  équations  1°  d'un  arc  de  grand  cercle,  2°  d'un  arc 
de  petit  cercle  (dans  diverses  positions),  d'une  conique  sphérique,  d'une 
loxodromie,  d'une  cycloïde  sphérique,  etc.?  —  Expressions  de  l'élément 
d'arc  et  de  l'élément  superficiel  en  fonction  des  coordonnées  sphériques 
rectangulaires  X,  Y.  Application  au  problème  de  Vixiani,  à  la  loxo- 
dromie, etc.  —  Traiter,  sur  la  sphère,  les  iiroblèmcs  analogues  à  ceux  qui 
ont  été  traités  au  Chapitre  I,  relativement  aux  courbes  planes  (  tangentes 
et  normales,  rayon  et  cercle  de  courbure,  développées,  enveloppes,  etc.). 

32.  Étudier  la  courbe  \loxodromic)  qui  coupe  tous  les  méridiens  d'une  sphère 

sous  un  angle  constant.  —  Construction  des  caries  réduites,  ou  repré- 
sentation sur  un  plan  des  divers  points  do  la  sphère,  de  manière  que  les 
points  d'une  même  lo.xodromie  soient  situés  en  ligne  droite.  Longueur,  sur 
la  carte  réduite,  du  degré  de  latitude  à  partir  d'une  latitude  donnée.  — 
Expression,  au  moyen  do  la  longitude  et  de  la  latitude,  des  coordonnées 
rectangulaires  d'un  point  de  la  carte  réduite,  et  vice  versa. 


a  = 

I,  2,  ^, 

r  = 

ae"P, 

r  - 

=  rt  log/;". 
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33.  Longueur  d'un  voyage  de  Hollande  à  Batavia,  suivant  des  ares  de  loxodromie 

ayant  pour  extrémités  les  points  suivants  : 

Longitude.  Latitude. 

Kijkduin /|.;i3.-26  E.  52.J7.I)  N. 

Rio-Janeiio /jS.    i         O.  33. .54       S. 

Ile  Amsterdam 77-52        E-  87.54       S. 

Batavia 106. 5,^. 3o  E.  C.12       S. 

34.  En  prenant  pour  coordonnées  spliériques  la  distance  sphérique  r  d'un  point  M 

au  pôle  fixe  P  et  l'angle  p  que  fait  l'arc  de  grand  cercle  PM  ou  r  avec  un 
demi-grand  cercle  fixe  partant  du  point  P,  étudier  les  courbes  repré- 
sentées par  les  équations 

r  =  np, 

a 
r  =  -1 
P 

r  =  a  sin/>, 
—  Expressions  de  l'élément  d'arc  et  de  l'élément  d'aire. 

35.  Problème  de  Vmaiii.  —  Sur  un  rayon  OA  d'une  sphère  donnée,  pris  comme 

diamètre,  on  décrit  un  cercle,  sur  lequel  on  élève  un  cylindre  droit. 
Étudier  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre,  rapportée 
aux  divers  systèmes  de  coordonnées.  —  Calculer  l'aire  de  la  portion  de 
sphère  restée  en  dehors  du  cylindre,  et  l'aire  de  la  portion  de  surface 
cylindrique  comprise  à  l'intérieur  de  la  sphère. 


m. 

1 .  Rectification  des  courbes  suivantes  : 

:l 
(i)  2(n=-i- j:'2)'-  =  Zifiy. 

(2)  «.r  =rj2,    -^z2  =  J». 

(3)  _;)■=  — 2«- =  y'grt*-!-,    az  =  y'^. 

(4)  «7^x2,    [x—aY^^az'-. 

2.  Aire  de  la  portion  de  l'ellipse  «^j- —  b'^'yiax  —  x'^)  comprise  dans  l'inté- 

rieur do  la  parabole  j  -  =  ex.  —  Exemple  ;  «  =  16,  6  =  8,  c  =  4. 

3.  Aire  comprise  entre  la  parabole  et  sa  développée. 
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i.  Quadrature  des  courbes  suivantes  : 

(1)  Spirale  hyperbolique. 

(2)  Lituus,  l'-p  =  a-, 

222 

(3)  .^■^-i-j"=«^. 

5.  Rectification  des  courbes  suivantes  : 

(1)  x  —  nx'^.  Dans  quel  cas  l'arc  est-il  une  fonction  algébrique  de  l'ab- 

scisse ? 

(2)  Cissoïde. 

(3)  Logarithmique. 

(4)  Chaînette. 

n.  lîoctification  et  quadrature  des  courbes  suivantes  : 
(i)    Développante  du  cercle. 
(■1)  Épicycloïde  et  hypocycloïdo. 
(3)  Chaînette. 

7.  Relation  entre  l'arc  d'une  courbe  et  l'arc  correspondant  de  sa  caustique. 

8.  Si  deux  tangentes  à  la  cycloïdo  comprennent  entre  elles  un  angle  constant, 

leur  somme  est  dans  un  rapport  constant  avec  l'arc  de  courbe  compris 
entre  leurs  points  de  contact. 

f).  Une  courbe  étant  rapportée  à  des  coordonnées  polaires,  trouver  le  maximum 
ou  le  minimum  :  1°  de  l'aire  (ou  de  l'arc)  d'un  secteur  compris  entre  deu\ 
rayons  vecteurs  dont  la  somme  est  donnée;  2°  de  l'aire  d'un  secteur  dont 
l'arc  a  une  longueur  donnée  ;  3°  de  l'aire  (ou  de  l'arc)  d'un  secteur  dont 
les  rayons  comprennent  un  angle  donné. 

10.  Aire  comprise  entre  une  ellipse  et  sa  développée. 

1  ) .  Aire  comprise  entre  deux  cissoïdes  de  mémo  cercle  directeur  et  tournées 
en  .sens  inver.-ie,  de  manière  que  chacune  ail  son  point  de  rebroussement 
sur  l'asymptote  de  l'autre. 

12.  Aire  comprise  entre  l'ellipse  —  -+-  .-  =  i  et  la  parabole  j-  =  icx. 

13.  Relation  entre  l'arc  d'une  courbe  donnée  et  l'arc  correspondant  d'une 

courbe  parallèle.  —  .Vire  comprise  entre  ce.-;  deux  courbes  et  deux  nor- 
males communes. 

1  i.  Un  segment  de  [larabole,  compris  entre  la  courbe,  son  axe  et  une  ordonnée 
perpendiculaire  à  l'axe,  tourne  autour  de  la  tangente  à  la  parabole  menée 
par  l'extrémité  de  cette  ordonnée.  Calculer  le  volume  engendré. 
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13.  Volume  engendré  par  la  révolution  autour  de  l'axe  des  .r  d'une  courbe  rap- 
portée à  des  coordonnées  obliques  dont  l'angle  est  9.  —  Mesure  de  l'aire 
de  la  surface  engendrée.  —  Exemples  :  i°  ellipse  rapportée  à  deux  dia- 
mètres conjugués;  2°  parabole  rapportée  à  un  diamètre  quelconque; 
3°  hyperbole  rapportée  soit  à  deux  diamètres  conjugués,  soit  à  ses  asym- 
ptotes. 

16.  Volumes  engendrés  :  1°  par  une  conchoïde  tournant  autour  de  son  axe  de 
symétrie;  2"  par  une  cissoïde  tournant  autour  soit  de  son  axe  de  symé- 
trie, soit  de  son  asymptote,  soit  de  la  parallèle  menée  par  le  sommet  à 
l'asymptote;  3°  par  une  cardioïde  tournant  autour  de  son  axe  de  sy- 
métrie. 

■17.  Volume  de  la  portion  d'un  tronc  de  cylindre  de  révolution  comprise  entre 
deux  plans  passant  par  l'axe. 

IS.  Partager  le  volume  d'un  cône  de  révolution  en  deux  parties  équivalentes 
par  un  plan  parallèle  à  une  génératrice. 

19.  Étant  donné  un  segment  d'hyperbole  compris  entre  deux  ordonnées  perpen- 

diculaires à  l'axe  transverse,  calculer  le  volume  engendré  par  le  segment 
tournant  autour  de  l'une  de  ces  ordonnées.  —  Exemple  :  2«  =  iq, 
ih  =  8,  les  ordonnées  répondant  à  .r  —  «  et  à  .c  =  2/1. 

20.  Problème  analogue  pour  la  parabole  r-  =  2/x.  —  Exemple  .•  x  =  c  et  4 c 

Déterminer  c  de  manière  que  la  différence  des  volumes  obtenus  en  faisant 
tourner  le  segment  successivement  autour  de  chacune  des  deux  ordon- 
nées soit  égal  à  1"'°,  le  paramètre  2^-  étant  égal  à  g""." 

21.  Volume  compris  entre  deux  cylindres  droits  dont  les  bases  sont  des  ])ara- 

boles  situées  dans  deux  plans  perpendiculaires,  de  telle  sorte  que  l'axe 
de  l'une  soit  la  tangente  au  sommet  de  l'autre,  la  distance  des  deux  som- 
mets étant  donnée. 

22.  Une  sphère  do  rayon  a  est  coupée  par  une  surface  prismatique  ayant  pour 

base  un  carré  de  côté  26.  Calculer  la  surface  sphérique  et  le  volume  in- 
terceptés par  le  prisme. 

23.  Une  splière  coupe  un  cylindre  de  révolution.  Prouver  que  la  surface  totale 

de  la  portion  de  cylindre  intérieure  à  la  sphère  est  égale  au  produit  du 
diamètre  du  cylindre  par  le  périmètre  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  les 
segments  maximum  et  minimum  interceptés  par  la  sphère  sur  les  géné- 
ratrices du  cylindre. 

2i.  Une  génératrice  d'un  cône  circulaire  droit  faisant  une  révolution  entière 
pendant  qu'un  point  mobile  parcourt  cette  génératrice  d'une  extrémité  à 
l'autre,  les  deux  mouvements  étant  uniformes,  déterminer  dans  quel  rap- 
port la  courbe  décrite  partage  la  surface  latérale  du  cône. 
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2.'>.  Volume  compris  entre  un  cylindre /(j-,/)  =  o,  un  cône  ayant  son  sommet 
à  l'origine  des  coordonnées,  un  plan  y=mx  et  le  plan  des  xy.  — 
Exemple  :  Le  cylindre  et  le  cône  se  coupent  suivant  la  courbe  ax  =  j-, 
ay=  zK 

2G.  Du  sommet  A  d'une  parabole  on  mène  une  corde  ANB  sous-tendant  l'arc 
AMB.  Un  carré,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole, 
et  qui  a  son  côté  égal  et  parallèle  à  la  portion  MN  de  l'ordonnée  de  la 
parabole,  comprise  entre  la  corde  et  l'arc,  et  son  centre  au  milieu  de  MN, 
se  meut  d'une  extrémité  à  l'autre  de  cet  arc.  Calculer  le  volume  et  la 
surface  du  solide  engendré.  —  Problèmes  analogues  en  remplaçant  le 
segment  de  parabole  par  un  demi-cercle,  par  un  segment  de  cercle  (|uel- 
conque,  par  l'espace  asymptotique  d'une  hyperbole  équilatèro  ou  autre, 
par  un  segment  de  cjcloïde,  etc. 

27.  Étant  donné  un  segment  ABC  compris  entre  une  parabole  AB,  sa  tangente 
au  sommet  AC  et  une  parallèle  BC  à  l'axe,  sur  chaque  portion  de  paral- 
lèle à  l'axe  comprise  entre  l'arc  AB  et  la  tangente  AC  on  construit  un 
rectangle  perpendiculaire  au  plan  de  la  courbe,  et  ayant  une  hauteur 
égale  à  la  portion  du  prolongement  de  sa  base  comprise  entre  l'arc  et  la 
corde  AB.  —  Volume  du  solide  engendré  par  ce  rectangle  variable.  — 
Même  problème  en  supposant  la  hauUnir  du  rectangle  :  i°  propor- 
tionnelle à  sa  distance  au  sommet  A;  i"  proportionnelle  à  sa  distance  à 
la  droite  BC;  3"  égale  à  l'une  de  ces  deux  valeurs  augmentée  d'une  con- 
stante. 

2X.  Volume  commun  à  deux  cônes  obliques  ayant  même  base  circulaire. 

29.  Un  cône  de  ré\oUition  est  coupé  par  un  plan  faisant  avec  la  base  un  angle 

donné  et  passant  par  une  corde  donnée  de  celte  base.  Calculer  les  vo- 
lumes et  les  aires  des  deux  parties.  —  Cas  où  le  plan  est  perpendiculaire 
à  la  base. 

30.  (Juclle  est  la  courbe  qui  engendre  par  sa  révolution  un  solide  dont  le  vo- 

lume soit  égal  à  la  portion  d'axe  inlerceptée,  multipliée  par  la  demi- 
somme  des  bases  circulaires? 

Ijl.  Par  un  point  0  mener  une  courbe  D.MP  satisfaisant  à  l'une  des  conditions 
suivantes  : 
(i)    L'aire  du  segment  OMP,  compris  entre  la  courbe,  l'abscisse  et  l'or- 
donnée, a  un  rapport  constant  avec  l'aire  du  rectangle  OPMQ  des 
coordonnées. 

(2)  Le  volume  engendré  par  la  ré\olution  du  segment  OPM,  autour  de  O.r, 

a  un  rapport  constant  a\  ce  le  volume  engendré  |>ar  OP.M(.,). 

(3)  La  surface  engendrée  par  la  révolution  de  l'arc  OM  autour  de  U.caim  rap- 

port constant  avec  la  surface  engendrée  par  la  parallèle  QM  à  ra.xe  Ox. 
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32.  Étant  donnée  la  courbe  y-  =  a.v,  (iz-=y^,  calculer  l'aire  de  la  portion 

du  cylindre  qui  projette  la  courbe  sur  le  plan  des^-i,  comprise  entre  le 
plan  des  xy,  la  courbe  et  i°  sa  projection  sur  le  plan  x  =  x,  i°  sa  pro- 
jection sur  le  plan  des  ji.  —  Mômes  questions  pour  la  courbe  ax  —y-, 
by  =  z\ 

33.  Volume  compris  entre  le  plan  des  .ri-,  le  plan  x  =  n,  et  les  deux  cylindres 

'       /  '     ou      2    !  -  ,      ,     '    ou      i         .,       , 

'  j  by  =32;  ^    '  f    z"  =  b"  ^y;  \  y-  -=  bz. 

3i.  Volume  compris  entre  les  plans  des  xf  et  des  yz,  et  les  deux  cylindres 
X-  +  V-  =  (fl,  et  y^  —  a-  [y  —  3)  =  o. 

35.  Aire  de  la  portion  du  cylindre  j^  -i-  z-  =  u-  limitée  par  les  plans  des  xy  et 

des  yz,  et  par  le  cylindre  ax  =  y'-. 

36.  Aire  de  la  portion  du  cylindre  by=  z-  comprise  entre  les  plans  des  xy  et 

desjz,  le  plan  j  =  c  et  le  cylindre  ax  =  y^.  —  Même  problème  relati- 
vement aux  deux  cylindres  «-  =yz,  «^  =  xy^. 

37.  Volumes  compris  entre  les  plans  des  xy  et  des  yz,  le  plan  y  =  c  et  les  deux 

cylindres 

(1)  (IX    =j2^       et      /2  -t-  z"-  =  «2; 

(2)  ii~x  =y^,     et    y^  ■+-  z^  =  a*. 

38.  Volume  compris  entre  les  plans  des  -n-et  desjr^,  le  plan  x  =  c  et  les  cy- 

lindres (IX  =  y-,  et  yz  =  «-. 

39.  Volume  compris  entre  les  plans  de  xy  et  des  xz,  le  plan  x  ~  c,  et  les  deux 

cylindres  y*  =  a'*  —  a-x-,  et  a-z'-  =  a'^x'*  —  x^. 

iO.  Volume  compris  entre  les  surfaces  /{^,  r,  s)  =  o  et  F  (x,  j)  =  o,  les  plans 
des  xy  et  des  xz,  et  le  plan  x  =  const.  —  Exempta  : 

(  1  )  j3  =  ^22^  j2  _  (ij.^    j^  —  fi 

(2)  3^  =  i.xy,y-=  ax. 

(3)  x'--^y-i  =  ay,  je  =  b. 

(4)  xyz  ~  et^,  ax  =  y-,  les  3  plans  coordonnés  et  x  =  c. 

41.  Deux  galeries  voûtées  d'inégale  largeur  se  rencontrent  à  angles  droits. 
Les  sections  des  voûtes  sont  des  demi-ellipses  ayant  pour  axes  horizon- 
taux les  largeurs  respectives  des  galeries,  les  demi-axes  verticaux  étant 
égaux  entre  eux.  Calculer  l'aire  de  la  portion  de  voûte  projetée  suivant 
le  rectangle  qui  forme  la  partie  commune  du  sol  des  deux  galeries.  — 
Calculer  le  volume  de  l'espace  commun  aux  deux  galeries. 
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42.  On  coiipo  un  cylindre  de  révolution  donné  par  un  plan  parallèle  à  son  axe 

et  partageant,  dans  un  rapport  donné,  le  diamètre  de  la  base  auiiuel  il  est 
perpendiculaire.  Calculer  les  deux  parties  du  \olume. 

43.  Un  solide  ayant  la  forme  i"  d'une  sphère,  2"  d'un  segment  de  paraboloïde  de 

révolution  dont  l'axe  est  vertical,  3"  d'un  cylindre  circulaire  ou  para- 
bolique à  génératrices  horizontales,  est  plongé  dans  un  liquide  dont  la 
densité  est  fi  fois  la  sienne  ;  calculer  à  quelle  profondeur  il  s'enfoncera 
dans  le  liquide. 

■il.  Dans  un  ellipso'ide  de  révolution  autour  de  son  grand  axe,  on  inscrit  un 
cylindre  do  révolution  de  volume  maximum.  Déterminer  les  volumes  et 
les  surfaces  des  parties  dans  lesquelles  ce  cj  lindre  di\  ise  l'ellipsoïde. 

-ij.  On  fait  tourner  une  ellipse  successivement  autour  de  ses  deux  axes,  cl,  dans 
chacun  des  ellipsoïdes  obtenus,  on  inscrit  un  cylindre  de  \olume  raa.xi- 
nium.  Calculer  le  rapport  de  ces  deux  volumes  maxima. 

■Ui.  On  fait  faire  à  l'une  des  branches  d'une  hyperbole  une  demi-révolution  au- 
'    tour  de  sa  tangente  au  sommet,  de  manière  qu'elle  vienne  rencontrer 
l'axe  imaginaire.  On  fait  tourner  autour  de  cet  axe  le  segment  ainsi  dé- 
terminé. Aire  et  volume  du  solide  engendré.  —  Exemples  :  la  =  10, 
2/.»  =8. 

47.  Volume  engendré  par  la  courba  j=  «■''  tournant  autour  d'une  parallèle  à 

l'un  ou  à  l'autre  des  deux  axes  coordonnés,  menée  par  un  point  quel- 
conque de  la  courbe. 

48.  Les  douves  d'un  tonneau  sont  de  forme  elliptique,  et  le  tonneau  est  de  révo- 

lution autour  du  grand  axe  de  l'ellipse.  Il  contient  200  litres;  le  diamètre 
de  chacun  des  fonds  est  de  o'",535;  celui  de  la  bonde  est  de  o'",()2G. 
Calculer  sa  longueur. 

40.  Un  loiincnu  a  la  forme  d'un  segment  d'ellipso'ïde  à  trois  axes  inégaux,  ter- 
minés par  deux  plans  symétriques  par  rapjiort  à  l'un  des  plans  diamé- 
traux principaux.  L'axe  in.  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  est 
horizontal,  et  le  plan  passant  par  cet  axe  et  [lar  l'axe  ai  fait  un  angle  z 
avec  l'horizon.  Le  tonneau  est  rempli  de  liquide  jusqu'à  une  hauteur  h 
au-de.ssus  de  l'axe  i.ti.  On  donne  la  longueur  2/  du  tonneau,  le  diami'tre 
de  la  bonde  -ih,  et  les  deux  diamètres  principaux  ■>.m  et  2«  de  chacun 
des  i\n\\  fonds.  Calculer  la  (pianlilé  du  li(iuide  contenu. 

riO.  Un  tonneau  à  douves  paraboliques  contient  200  litres;  sa  longueur,  le 
diamètre  de  la  bonde  et  celui  des  fonds  sont  entre  eux  comme  les  nom- 
bres 7,  G,  5.  Calculer  ses  dimensions.  —  Môme  question,  en  supposant 
1°  le  tonneau  elliptique  (comme  ci-dessus),  2°  le  tonneau  eomjwsé  de 
quatre  troncs  de  cône  d'égale  hauteur,  et  dont  les  rayons  des  bases  sont 
connus. 
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51.  Deux  paraboles  C.\D,  CBD,  do  sommets  A  et  B,  ont  leurs  axes  AE,  BE  per- 
pendiculaires entre  eux,  et  une  corde  commune  CD  perpendiculaire  à  ces 
deux  axes.  Étudier  la  surface  lieu  des  paraboles  d'axe  mobile  AE  et  do 
sommet  mobile  A  passant  par  les  divers  points  de  la  parabole  CBD.  — 
Sections  planes  parallèles  à  CBD;  leurs  aires.  Volume  du  solide  ACBDA. 
Aire  d'une  section  parallèle  à  CAD. 

5"2."  Le  centre  d'un  carré  horizontal,  de  grandeur  variable,  se  meut  sur  le 
diamètre  vertical  d'un  cercle  vertical ,  de  manière  que  le  côté  du  carré 
soit  toujours  égal  et  parallèle  à  la  corde  suivant  laquelle  son  plan 
coupe  le  cercle.  Volume  cl  aire  de  la  surface  engendrée  par  le  contour 
du  carré.  —  Mêmes  problèmes,  en  remplaçant  le  carré  par  un  polygone 
régulier  de  2«  côtés,  dont  l'apothème  soit  toujours  égal  à  la  demi-corde 
du  cercle. 

53.  Aire  du  parabolo'ïde  de  révolution.  --  Centre  de  gravité  et  moments  d'inertie 

de  cette  aire. 

54.  Densité  moyenne  d'une  sphère  composée  de  couches  concentri(iues  homo- 

gènes dont  la  densité  varie  suivant  une  loi  donnée,  par  exemple,  en 
raison  inverse  de  la  distance  au  centre. 

53.  Centre  de  gravité  d'une  sphère,  en  supposant  que  la  densité  de  chaque  section 
perpendiculaire  à  un  diamètre  donné  soit  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance  d'une  des  extrémités  de  ce  diamètre  à  la  circonférence  de  cotte 
section. 

5G.  Dans  un  paraboloïde  de  révolution,  la  densité  d'une  section  perpendiculaire 
à  l'axe  est  proportionnelle  au  rayon  de  cette  section.  Un  segment  du 
parabolo'ïde,  limité  par  une  de  ces  sections,  est  en  équilibre  sur  un  plan 
horizontal.  Quel  angle  fait  l'axe  avec  le  plan  horizontal? 

57.  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  parabole  dont  la  densité  est  proportionnelle  à 

la  distance  à  l'axe. 

58.  Centre  de  gravité  du   solide  engendré  par  la   révolution   d'une  courbe 

/(■^i  7)  =  o  autour  de  l'axe  des  x,  la  densité  étant  fonction  de  x. 

59.  Centre  ds  gravité  d'un  segment  de  cyclo'i'de  compris  entre  l'arc  compté 

depuis  le  sommet  et  les  coordonnées  do  l'autre  extrémité  de  cet  arc  par 
rapport  au  sommet  pris  pour  origine. 

00.  Centre  de  gravité  d' un  pi-is/iioïi/c ,  ou  corps  hoxaédri(iue  dont  les  bases  sont 
deux  rectangles  aj'ant  leurs  côtés  respectivement  parallèles ,  les  quatre 
autres  faces  étant  des  trapèzes. 

fil.  Centre  de  gravité  d'un  segment  de  si)lièro. 


28i  LIVRE    III.    —    EXERCICES. 

G2.  Centre  de  gravité  du  volume  engendré  par  la  révolution  d'un  segment  do 
cercle  autour  d'un  diamètre  ne  coupant  pas  ce  segment. 

63.  Moments  d'inertie  d'un  tore  i)ar  rap|)orl  à  son  a.xe  de  ré\  oiiition  et  à  son  plan 
de  symétrie  perpendiculaire  à  cet  axe. 

6{.  Les  deux  surfaces  intérieure  et  extérieure  d'une  voûte  étant  deux  sphères 
concentri(iues,  on  en  prend  une  portion  comprise  entre  deux  plans  ver- 
ticaux passant  par  le  sommet  de  la  voûte,  et  une  surface  conique  ayant 
pour  sommet  lo  centre  des  deux  sphères  et  pour  axe  la  verticale  du 
sommet  de  la  voûte.  Calculer  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette 
portion  à  la  verticale  du  sommet. 

Ga.  Trouver  une  courbe  telle  que  le  segment  AT,  intercepté  sur  la  tangente 
en  un  point  fixe  A  de  la  courbe  par  la  tangente  TM  en  un  point  variable  M, 
soit  égal  à  la  distance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  AM  à  une  perpendi- 
culaire Xx  à  la  tangente  AT. 

GG.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'abscisse  5  du  centre  de  gravité  de  l'arc  soit 
une  fonction  donnée  de  l'abscisse  x  de  l'extrémité  de  cet  arc.  —  Exemple  : 
?  =  nx. 

61.  Trouver  les  distances  du  centre  de  gravité  d'un  triangle  sphérique  aux  plans 
des  trois  grands  cercles  qui  forment  les  cotés  du  triangle. 

G8.  Centre  de  gravité  d'iui  demi-cllipso'ide  de  révolution. 

09.  Un  cône  de  révolution  étant  coupé  par  un  plan  parallèle  à  une  génératrice, 
trouver  les  centres  de  gra\ité  des  deux  parties  du  volume. 

70.  Aire  et  centre  de  gravité  du  quadrilatère  curviligne  compris  entre  quatre 

paraboles  de  même  foyer  et  de  môme  axe,  dont  deux  ont  l'ouverture 
dirigée  dans  un  sens  et  les  deux  autres  en  sens  contraire. 

71.  Trouver  une  courbe,  de  forme  analogue  à  la  parabole,  et  qui  soit  telle  que 

la  tangente  en  un  ([uelconcpie  M  ûl-  ses  points  rencontre  la  tangente  au 
sounnet  .4  de  la  courbe  en  un  point  T,  dont  la  distance  à  A  soit  égale  à  la 
distance  entre  lo  centre  de  gravité  de  l'arc  .\M  et  l'axe  \.i:  normal  à  la 
courbe  en  A. 

1-2.  Moments  d'inertie  d'un  arc  de  la  parabole  j-  —  icx  par  rapport  aux  axes 
coordonnés. 

73.  Moment  d'inertie  de  l'aire  d'un  triangle  par  rapport  à  une  droite  menée  par 
un  de  ses  sommets  et  non  située  dans  son  plan.  —  Moment  d'inertie,  par 
rapport  à  la  même  droite,  du  volume  engendré  par  la  révolution  du  triangle 
autour  de  cette  droite. 

71.  Du  volume  d'un  hémisphère  on  retranclie  celui  d'un  cylindre  tangent  à  la 
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base  de  l'hcmisphcre  et  ayant  pour  diamètre  le  rayon  de  la  sphère  [voir 
problème  de  Viviani).  Trouver  le  centre  de  gravité  du  volume  restant. 

75.  Volumes,  aires,  centres  de  gravité,  moments  d'inertie  des  solides  de  révo- 
lution engendrés  par  les  courbes  suivantes  : 

(i)  Cycloïde  tournant  autour  de  sa  base  ou  de  la  tangente  en  son  sommet 
ou  en  son  point  de  rebroussement. 

(2)  Logarithmique. 

,T 

(3)  Chaînette  r=  «Ch-  tournant  autour  de  l'un  ou  de  l'autre  des  axes 

a 

coordonnés. 

7().  Un  vase  a  la  forme  d'une  couche  sphéri(iue  comprise  entre  deux  hémisphères 
concentriques.  On  le  remplit  d'eau,  puis  on  le  fait  rouler  sans  glisser  sur 
le  plan  horizontal.  Lieu  du  centre  de  gravité  du  volume  de  l'eau  qui  y 
reste. 

77.  Moment  d'inertie  d'un  tétraèdre  homogène  par  rapport  à  une  de  ses  arêtes. 

78.  Attraction  de  la  surface  ou  du  volume  d'un  cône  de  révolution  sur  son 

sommet. 

Vu.  Attraction  de  la  circonférence  ou  de  l'aire  d'un  cercle  sur  un  point  intérieur 
ou  extérieur. 

80.  Attraction,  sur  un  point,  de  la  surface  ou  du  volume  d'un  cylindre  indéfini, 

agissant  suivant  la  loi  de  Newton. 

81.  Composantes  de  l'attraction  exercée,  en  raison  inverse  du  carré  de  la 

distance, 

(  1  )  Par  un  point  M  sur  une  droite  finie  AB,  perpendiculaire  à  M.4.; 

(2)  Par  la  portion  MM'  de  la  ligne  M  M'A  sur  la  perpendiculaire  AB; 

(3)  Par  un  point  de  l'axe  d'un  cercle  sur  l'aire  de  ce  cercle;  cas  d'un  cercle 

infiniment  grand; 

(4)  Par  le  volume  d'un  cylindre  de  révolution  sur  un  [)oint  de  son  axe. 

82.  Centres  d'oscillation  des  corps  suivants  : 

(  I  )  Droite  homogène  suspendue  par  son  extrémité. 

(2)  Droite  homogène  suspendue  par  son  milieu  et  oscillant  parallèlement  à 

elle-même. 

(3)  Parabole  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  [a)  situé  dans  son  plan, 

[b]  perpendiculaire  à  son  plan. 

(  i)  Cercle  mobile  autour  d'un  axe  rencontrant  perpendiculairement  son  axe 
de  ficure. 
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(5)  Solide  ilc  rcvululion  mobile  autour  d'un  axe  rencontrani  perpendicu- 

iairemenl  son  axe  do  figure.  —  E.rnnplcs  :  Paraboloïdo ,  cône, 
sphère. 

(6)  Cercle  mobile  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  son  pian. 

83.  Centre  de  pression  d'un  fluide  contre  une  portion  de  paroi  verticale  ayant 
la  forme  d'un  segment  de  parabole  d'axe  vertical,  dont  le  .sommet  est  en 
haut,  la  base  étant  une  corde  horizontale.  —  Môme  question  pour  une 
paroi  ayant  la  forme  d'un  rectangle  vertical  surmonte  d'un  demi-cercle. 
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THÉORIE    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE   PREMIER. 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ENTRE  DEUX  VARIABLES 
EN  GÉNÉRAL. 


§   I- 

INTÉGRATION    DES    EXPRESSIONS    DIFFÉRERTIELLES    DU    PREMIER    ORDRE 

ET    DU    PREMIER    DEGRÉ, 

CONTENANT    PLUSIEURS    VARIABLES     IKDÉPEKDAATES. 

772.   Soil  donnée  une  expression  difierentielle  de  la  forme 

(l)  Ud.r+'!^dj', 

M  et  N  étant  des  fonctions  des  deux  variables  indéjDcndantes  x,  y. 
Pour  que  celte  expression  soit  la  différentielle  d'une  fonction 

"=/(■'•./) 
de  ces  variables,  il  faut  que  M  et  ?s'  soient  égales  aux  dérivées  par- 
tielles-r-,  —  de  cette  fonction,  d'où  il  résulte  [3071  nue  l'on  doit 
ox    oy  ■'   ^ 

avoir  identiquement 

<)M  _    <r- u   _  âS 
dy        d-r  ôf       dx 

Nous  allons  voir  maintenant  que  cette  condition  est  non-seulement 
nécessaire,  mais  encore  suffisante. 
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773.   S'il  existe  une  fonction  ii  telle  que  l'on  ait 

du  =  UtU  -h  ydr, 

celte  fonction,  ayant  Mf?x  pour  sa  difTérentielIc  paiiielle  par  rap- 
port à  .r.  sera  comprise  dans  la  formule  générale 


/" 

•^j,, 


M  (/.<•  -I-  Y, 


Xo  étant  une  constante  quelconque,  et  ^    une  quantité  arbitraire, 
indépendante  de  x  et  pouvant  être  fonction  de  j'. 

La  fonction  cherchée  doit  avoir,  de  plus,  pour  dérivée  partielle 
par  rapport  à  j  ,  l'expression  donnée  N.  II  faudra  donc  que  l'on  ail 
identiquement,  en  diiférentiant  ]iar  rapport  à  _j'  l'expression  (2), 
d'après  le  n"  470, 

f'' âM  (Pi' 


d'où  l'on  lire 


Le  premier  membre  étant  indépendant  de  x,  il  de\Ta  en  être  de 
même  du  second;  et  réciproquement,  si  le  second  membre  est 
indépendant  de  x,  on  pourra  toujours  déterminer,  par  l'intégra- 
tion, la  fonction  Y  qu'il  reste  à  trouver  pour  compléter  la  valeur 
(2)  de  la  fonction  u.  Il  faut  donc  et  il  suffit,  pour  que  le  problème 
proposé  soit  possible,  que  la  dérivée  partielle  du  second  membre 
de  (3)  ])ar  rapport  à  x  soit  identiquement  nulle,  ce  qui  donne  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'expression  (i)  soit 
iiUcgrahlc,  c'est-à-dire  pour  qu'elle  soit  la  différentielle  exacte 
d'une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x,j,  savoir 

...  dM       dN 

774.  En  supposant  cette  condition  vérifiée,  substituons,  dans 
l'équation  (3),  à  -r^  sa  valeur  -r— >  tirée  de  (4).  Si  l'on  désignfe 
par  No  la  valeur  que  prend  la  fonction  N  lorsqu'on  y  fait  x  =  Xq, 


INTÉGRATION   DES  DIFFÉRENTIELLES   A    PLUSIEURS   VARIABLES.    uSg 

on  aura 


X 


—  ^.r  =  N  -  No, 


(lY 


1        1  I    "ï  . ,    .       , 

et,  par  suite,  la  valeur  de  -—  se  réduira  a 


dY 


^fo,     d'où     Y    -:  I      No^/j  -hC, 


j  0  et  G  étant  des  constantes  quelconques.  Donc,  enfin,  la  l'onction 
la  plus  générale,  qui  a  pour  différentielle  Mdx  -t-  Nt/j  ,  et  que  nous 
désignerons  par 

a  pour  valeur 


«=;  r    Mrfj;+  /  '  No<-0  -4-C. 


Si  Ion  avait  commencé  l'intégration  par  le  terme  Ne/j  ,  on  au- 
rait trouvé  de  la  même  manière,  en  désignant  par  Mo  la  valeur  de 
M  pour  y  =  Jq,  cette  autre  expression  de  u,  équivalente  à  la  précé- 
dente, 


u=  i     Nf/j-+  /     Tsl^dx+  C. 


Exemple .  —  Soit  proposé  d'intégrer  la  difFérentielle 

x^  -h  -ry  -+-  y^  I  d.T        dj  \ 


X  y 

On  a  ici 

\  y  \  .T 

M=-   -F     .■'      ,,       N  = :, -,-, 

X        x-  +  y-  y        X- -\r  y- 

et  l'on  peut  d'abord  vérifier  aisément  que  ces  valeurs  satisfont  à  la 
condition  d'intégrabilité  (4)-  On  a  maintenant 

X 

J'Md.r  ^  log.i'  -h  arc  tang h  Y, 

d'où,  en  prenant  j^o  =  i , 


r 


Mdx  =  log.c  -+-  arc  tang  -  —  arc  t; 


I 


mg 


r 
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Ensuite 


j  Nof/r  =     (—  l  -  YZ~~^)  ''■>'  =  '"S  -  +  ="■'•'  '-'"S  -  +  C. 


Donc 


X  J' 

tt  =:  log 1-  arc  tang h  C. 


775.  Jieinart/iies. —  I.  Si  lexpression  Mr/.< -H-Nf/)  se  décompose 
en  deux  parties,  dont  l'une  soit  évidemment  une  difTéicntielIe 
exacte  du,  (comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  cette  partie 
ne  dépend  que  d'une  seule  des  deux  variables),  la  partie  restante 
!M  J.r -)- N f/) — du,  =d(^ii  —  //,)  devra  satisfaire  séparément  à  la 
condition  d'intégralité,  et  alors  on  pourra  l'intégrer  séparémcnl 
par  la  règle  du  numéro  précédent. 

Ainsi,  dans  rcxempie  que  nous  venons  de  traiter,  l'expression 
proposée  |)Ou\an[  s'écrire  sous  la  forme 

dr         dy         y  d.c  —  .rdr 

i-  ■ ; ^  1 

■''       y         -t"  -H  J  ' 

les  doux  premiers  termes  forment  évidemment  la  dilTérentielle  de 
log.r —  log)-  =  log--  il  ne  reste  plus  qu'à  intégrer  le  dernier  terme, 

dont  l'inléurale  est  arc  tani; — h  C 

II.  On  peut  quekpiefois  simplilierle  calcul  au  mo\en  d'un  ciian- 
gcmcnl  (le  variables  indépendantes.  En  posant,  par  exemple, 


.r  =  rcosp,     .>   :=;  /S ni/), 

l'expression 

dr               dr  i                   x 

V'.r^-h^^         ->    \_          sjx^+f 

se  réduit  à 

dr        1  —  cosw    , 

. , dp, 

r            smp 

dont  l'intégrale  est 

C  -h  log  [ /•(  1  +  cos/) )]  =  C  +  iog  [x  +  v'-»^"  -I- .)  0 ■ 

77(1.    Si  l'on  donne  une  expression  différent ielle  à  trois  variables 
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indépendanles  x,  y,  s,  de  la  forme 

on  verra,  comme  précédemment,  que,  si  cette  expression  est  la 
différentielle  d'une  fonction  «  des  trois  variables  indépendantes, 
l'intégrale  a  sera  comprise  dans  la  forme  la  plus  générale, 

(Z  étant  une  fonction  de  z  seul),  des  fonctions  dont  la  différentielle, 
prise  partiellement  par  rapport  à  x  et  à  y,  est  ^\.dx  -\-  ^dy.  Pour 
qu'il  existe  de  telles  fonctions,  il  faut  et  il  suffit  d'abord  que  la 
condition 

dj-  ~  d.c 

soit  iilentiqiiement  vérifiée. 

On  trouve  ensuite,  en  exprimant  que  cette  fonction  doit  a\oir  P 
j)our  dérivée  partielle  par  rapport  à  z, 

,17.    __  d  J[l\d.i'-^^dy\ 


dz  ùz 

Or,  on  a  [774]  cl  [307] 
df[^ldx+  Tidr 


dz 


(6) 


/( 


Le  second  membre  devant  être  indépendant  de  x  et  de  i  ,  on 
trouve,  en  égalant  à  zéro  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à  ces 
deux  variables,  les  deux  nouvelles  conditions 


ÔP       J.M        dP       dN 


,—  5 


O.r  ÔZ  àf  dz 
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qui,  jointes  à  la  prùccdente,  l'ornicnl  les  trois  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  l'inlégrabilité  de  la  difierenlielle  proposée. 

En  désignant  par  Poo  ce  que  devient  P  lorsqu'on  y  fait  à  la  fois 
X  ^=:Xq,  y  '-=Jo}  on  aura  alors,  comme  dans  le  cas  précédent, 

/(Mf/j-  +  N^/>  +  Vfh)  =   /     M^/x  +  /     y^^/j  H-  /    Poorfc:  -i-  C. 

En  suivant  la  même  marche,  on  trouverait  aisément  les  condi- 
tions d'intégrabililé  et  l'expression  de  l'intégrale  dans  le  cas  d'une 
difTérentiellc  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables  in- 
dépendantes. 

777.   Nous  venons  de  voir  que,  dans  le  cas  de  trois  variables, 

les  conditions  d'intégrabilité  sont  au  nombre  de  i  -f-  2  =  3.  Dans 

le  cas  de  «  variables,  le  même  raisonnement  conduirait  à  un  nombre 

de  conditions  d'inlégraljilité  égal  à 

nfn  —  1) 

i  -H  2-t-.  .  .+    «  —  I    — 

*  '  2 

Jacobi  a  cependant  démontré  que,  pour  ri  p>  3,  ces  conditions  ne 
sont  pas  toutes  distinctes  entre  elles,  et  que  leur  nombre  peut  se 
réduire  à  in  —  3. 

Soient,  en  eiTet,  Xi,  x-2,  ...,  x,,  les  n  variables  indépendantes,  et 

(1)      .  ^I 1  <■/.;-,  H- Mo '/xo-i-.  .. -f- I\I„(/.r„ 

la  difTérentiellc  donnée.  Si  Ton  pose,  pour  abréger, 

,.,,        ()M,.        ()M, 

il  faut  et  il  suffit,  pour  que  la  difTérentiellc  (i)  soit  intégrable,  que 
toutes  les  quantités  (i'A)  s'évanouissent  identiquement. 
Or,  de  l'identité 

^    '  ôri  ()■>■/,.  O.c, 

qu'il  est  aisé  de  vérifier,  il  résulte  que,  dès  (pie  l'on  aura  à  la  fois 
[ifi]  =  G,      [il]  —  o, 

la  quantité  [M)  nceonliendra  j)as  .r/. 
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Cela  posé,  si  l'on  a  en  même  temps  les  identilés 

(12)  =  0, 

(23)r=  0,        (l3)  —  G, 

(34)=:0,       (l4)  ■4-X3(24]  =  G, 

les  égalités  (i3)=^o,  (34)  =  o  montrent  que  (i4)  ne  contient 
pas  J'ai  les  égalités  (23)=^o,  (34)  =  o  montrent  que  (24)  ne 
contient  pas  non  plus  X3.  Donc  l'égalité  (^i4)  +  X3  (24)  =  o  ne 
peut  avoir  lieu  identiquement  que  si  l'on  a  à  la  fois  (i4)  =0  et 
(24)  =  0. 

„  •  11  ,  -,  1      "  f "  —  ' 

bn  continuant  de  la  même  manière,  on  verra  que  les    -^ ' 

'-  1 

conditions  [ih)  =  o  sont  la  conséquence  des  2« —  3  suivantes  : 

o=;i2), 

o=[23),  o  =  [i3), 

0  =  (34),  0=;(l4)H-.r,(24), 

o=;45),  o— [i5) -I- .rj(25) -H  j^(35). 


o=(/<  —  I,  «),      o  =  (i«)-t-.r„_|  (2n)-i-jr;,_,  (3«]  -\-...-^xl_\[n  —  i,  n).- 
Dans  ces  équations,  on  pourrait  remplacer  les  multiplicateurs 

•^31        *^4i        '^4'         •  •  -.        ^n—\-<        •  '  -i       ^n—i 

par  des  fonctions  quelconques 

/.j,        Aj,        /.j.         ..-,        '-,;     1  I        ••••        '>„_!     > 

assujetties  aux  seules  conditions  que  les  quantités 

/,-,       /,■,       .  .  . ,      /,■ 

ne  soient  pas  toutes  indépendantes  de  Xi  et  que,  si  les  coefficients 
a,  a',  . . . ,  «''"-'  ne  sont  pas  tous  nuls,  on  ne  puisse  avoir  entre  )', , 
À"  ,  ...  aucune  relation  linéaire  de  la  forme 

a  -+-  a'  '/.'■  +  .  .  .  -t-  «('--')-■'"-'  =ro, 
dans  laquelle  ti,  a',  ....  flf'~-'  soient  tous  indépendants  de  x,-. 

778.  Démontrons  maintenant  deux  théorèmes  qui  seront  plus 
lard  d'un  fréquent  usage. 


(') 


:  O. 
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f.  Si  H  Cl  i^  sonL  deux  fondions  des  variables  indépcndanlcs  J', 
j',  la  condition  nécessaire  et  suffisanlc  pour  nue  u  soit  une  fonction 
de  f  est  que  l'on  ait  identiquement 

I    du      au 
O.v     àr 

En  eflct,  1"  si  11  est  fonction  de  c,  on  a,  en  posant  11  :^:(jp(p'), 

Ou  ()r         Ou  dv 

d.c      '  '   '  d.r.       ())•      ^  ^  '  ay 

d'où,  par  division,  on  tire  immédiatement  la  formule  (i). 

2"  Si  u  et  i>  sont  deux  fonctions  de  x  et  de  y,  on  peut,  de  la 
relation  r=/(a',  y),  tirer  y  en  fonction  de  i'  et  de  x,  et,  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  l'expression  de  u,  on  a  généralement 


d'où  l'on  lire 


:  y   [.Ti  ■ 


//  =  cp  I  X,  r], 

,,   ,  di'        au 


Oj 


—  ? 


ày' 


La  condition  (1)  devient  alors 


î'I-l^^.-o. 


Or,  i^contenantcn  général  _),      -  n'est  pas  identiquement  nul.  Donc 

on  a  '\'{x)  ^  o,  et,  par  suite,  l'expression  de  u  ne  dépend  que  de  v 
seul. 

Si  v»  ne  contient  ijas  )  ,  on  aura    ,     =  o.  Dans  ce  cas,  si  1  on  sup- 

pose  i(  =  ff  (i^),  il  vient  -  -  ^=  ç  (c)  -r-  -^o,  et,  par  suite,  le  premier 
iiieiiibre  de  la  formule  (i)  est  bien  identiquement  nul.  Réciproquc- 
ment,  si  la  relation  (i)  a  lieu,  cl  (jue  I  on  ait  y    ^t=  o,  il  en  resul- 

tera  -     =  o;  «  est  donc  lonction  de  x  seul,  cl  par  suite  aussi  de  v> 
Oj 

seul. 

Ce  théorème  n'est  autre  chose  qu'un  cas  particulier  de  celui 

que  nous  avons  démontré  sur  les  déterminants  fonctionnels  [3IG]. 


TIIKORÉ.MES    GKNÉllVUX.  2^5 

779.  II.  Si  a  Cl  i'  sont  deii\  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes a:,  j%  alors  l'expression  inh>  sera  une  différentielle  exacte, 
si  u  est  fonction  de  r;  et,  réciproquement,  u  sera  fonction  de  v, 
si  udv  est  une  difTérentielle  exacte. 

En  effet,  la  condition  d'intégrabilité  de  l'expression 

dv  dv 

Ûx  Oy 


est 


-k;)  "("£ 


«r 

dx 

du  d-' 

du  Or 

dy  d-r 

dx  Oj- 

ou,  en  l'éduisant, 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  relation  (i)  du  numéro  précédent, 
laquelle  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ii  soit  fonction  de  c. 


§  n. 

FORMATION     d'une     ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    DU    PREMIER    ORDIXE 
PAU     l' ÉLIMINATION     d'une     CONSTANTE    ARBITRAIRE. 


780.   Soit  donnée  une  équation 
;>)  F:x,y;^C, 

représentant  une  série  infinie  de  courbes,  lorsqu'on  fait  prendre  à 
la  constante  arbitraire  C  une  infinité  de  valeurs  successives.  Si 
l'on  différenlie  cette  équation,  la  relation 

2  tli  =:  O,       OU        j-   -I-  )-    --  =0, 

dx      -    dj- 

(jui  ne  contient  plus  C,  exprime  une  propriété  commune  à  toutes 
ces  courbes,  propriété  qui  consiste  en  une  relation  entre  les 
coordonnées  dun  point  et  l'inclinaison  de  la  tangente  en  ce  point, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  coordonnées  d'un  point  et 
les  quantités,  telles  que  la  sous-tangente,  la  sous-normale,  etc., 
qui  dépendent  de  l'inclinaison  de  la  tangente. 
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Cette  relalion  s'appelle  une  c//uation  (iiJJ'drenlie/le,  et  celle 
équation  difl'érenlicUe  est  dite  du  premier  ordre,  parce  qu'il  n'y 
entre  que  les  diflerentlelles  du  premier  ordre  de  x  et  de  j',  ou,  en 
d'autres  termes,  parce  (ju'il  n"v  entre  que  la  dérixée  du  premier 
ordre  de  y  par  rapport  à  x. 

Les  équations  (i)  et  (2)  étant  chacune  une  conséquence  de 
l'autre,  l'équation  (2)  peut  remplacer  réquation  (1)  et  représente 
la  même  série  infinie  de  courbes. 

L'équation  (i),  qui  est  l'équation  linie  la  plus  générale  qui  satis- 
fasse à  l'équation  (2),  d'où  elle  se  tire  par  l'intégration  immédiate, 
est  dite  l'intégrale  générale  de  léqualion  (2). 

Exemple.  — Soil  l'équation 

représentant  une  suite  infinie  de  cercles  qui  ont  pour  centre 
commun  l'origine  des  coordonnées.  Cette  équation  donne,  en  dif- 
férentiant, 

•»■ -t- ,}■.}=  o ,      ou     -x^  —  i, 

équation  différentielle  qui  exprime  que  la  tangente  est  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur.  Cette  même  relation  peut  encore  s'écrire 
ainsi  : 

et  sous  cette  forme  elle  exprime  que  la  normale  au  cercle  passe  à 
l'oriffine. 

781.  Si  le  premier  membre  de  l'équation  (2),  par  une  transfor- 
mation quelconque,  se  trouve  multiplié  par  un  certain  facteur  p, 
l'équalion  résultante 

(3)  «.f/F  =  o 

est  bien  une  conséquence  de  l'équation  (i).  Mais  ici  la  réciproque 
n'est  plus  vraie,  puisque  l'équation  (3)  peut  être  vérifiée,  non- 
seulement  lorsqu'on  pose  </F  =  o  ou  F  =  const.,  mais  encore 
lorsqu'on  pose 

(4)  f-=°- 
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équation  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire  et  qui  ne  peut, 
en  général,  coïncider  avec  (i),  ni  même  être  un  cas  particulier  de 
(i)  pour  une  valeur  convenablement  clioisie  de  C,  sauf  des  cas 
exceptionnels. 

L'équation  (3)  atiinel  donc  deux  solutions  finies,  l'une  prove- 
nant de  dF  ■=  o,  et  qui  est  l'intégrale  générale  (i),  l'autre  (4),  qui 
ne  contient  pas  de  constante  arbitraire  et  qui  représente  une 
courbe  ne  faisant  pas  partie,  en  géuéral,  de  la  série  représentée 
])ar  l'équation  (i).  Cette  dernière  solution  s'appelle  tantôt  une  so- 
lulion  singulière,  tantôt  une  solution  étrangère  de  l'équation  dif- 
férentielle (3),  suivant  que  la  valeur  de  j'',  tirée  de  la  diflerentielle 
de  l'équation  (4)  et  substituée  dans  l'équation  (a),  satisfait  ou 
non  à  cette  équation. 

782.   Exemples.  —  I.  Soit  l'équation 


(«)  j-+v/j^-  x^=C. 

On  en  lire,  en  différcntiant, 

rdy  ~  .vdic 
0  dr -\ —  =  O. 

Si  l'on  vient  à  faire  disparaître  le  dénominateur,  l'équation  diffé- 
rentielle ainsi  obtenue, 


('/ )  cl)  ij y-  —  .t-  -(-  r<lr  —  xtlx ^=  o. 


sera  le  produit  de  l'équation  (j3)  par  le  facteur  \Jy-  —  x".  Elle 
sera  donc  vérifiée  soit  en  prenant  l'intégrale  générale  (a),  soil  en 
posant 

\l  y'^  —  .j:*=  o. 


Celte  dernière  équation,  ne  pouvant  coïncider  avec  (a)  pour  au- 
cune valeur  de  C  combinée  avec  des  valeurs  finies  des  variables  x 

etj',  et  donnant  d'ailleurs  pour  -;-  une  valeur  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion [y),  sera  une  solution  singulière  de  cette  équation,  laquelle 
équation  est,  comme  on  voit,  plus  générale  que  l'équation  primi- 
tive (a).  Cette  augmentation  de  généralité  provient  de  ce  qu'on 
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a  multiplié  ((5)  par  un  lactcur  susccplilile  Je  s'iinmiler  pour  des 
valeurs  finies  de  .r  cl  de  j'. 

II.  Soit  l'équalion 

.,."  (  r ~]  =  C. 

V       "  +  ■; 

La  dilTérentialion  donne 

.r"(/j-  -+-  («j-"-'_)  —  bx")(ljc  ^  o, 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

.r"~'  [-vd}  -h  ( nj  —  /Arjf/.r]  --  o, 

et  celte  équation  est  éipiivalente  à   la  pioposée.  Si  maintenant  un 
supprime  le  laeteur  a''    ',  et  que  l'on  propose  ré(piation 

(A)  X(lj  -h  (  Il  y  —  />.r  )  f/.r  =  o, 

cette  équation,  ('(piivalente  à 


I^-- '{■'■"  (-^-'T^). 


admettra  non-seulement  la  solution  que  l'on  obtient  en  égalant  le 
second  facteur  à  zéro,  et  qui  conduit  à  l'intégrale  générale,  mais 
encore  toute  solution  qui  peut  satisfaire  à  l'équation 


Cette  équation  ne  donne  pas  de  solution  a(lnii>silile  pour  /;  ^  1 . 
Pour  n  <:' I ,  elle  donne  x  =z  o,  solution  qui,  pour  /i  positif,  est 
comprise  dans  l'intégrale  générale  et  correspond  au  cas  de  (j  =  o  ; 
c'est  donc  alors  une  intégrale  particulière.  Pour  «  ^=  o,  l'intégrale 
générale,  devenant  alors  }  — ■ba:^=C,  ne  peut  être  vérifiée  par 
aucune  valeur  de  C  combinée  avec  a;  ^=  o  :  cette  solution  a'  =  o  est 
donc  une  solution  singulière  ou  étrangère  de  (A).  Or  cette  solu- 
tion donne  1  ';=:  00  ,  tandis  que,  d'après  l'intégrale  générale,  on 
doit  avoir  y'z^-b.  Donc  c'est  une  solution  étrangère.  Enfin,  pour 
n  <^  o,  X  =  o  redevient  une  intégrale  particulière,  correspondante 
à  une  valeur  infinie  de  la  constante  C. 

783.   Si  l'équation  primitive  n'est  pas  résolue  par  rapport  à  la 
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constante  C,  et  qu'elle  se  présente  sous  la  forme 

(,)  F(.r,j,C)=-0, 

on  pourra,  entre  cette  équation  et  sa  dilTérentielle 
(2)  ./F(.r,j,C)^0, 

éliminer  la  constante  C,  et  l'équation  résultante 

(3)  /(:-4;)  =  ° 

exprimera  encore  une  propriété  commune  à   toutes  les  courlics 
représentées  par  l'équation  (i). 

L'équation  (2)  est  plus  générale  que  l'équation  (i),  lorsqu'on  la 
considère  isolément,  car  clic  équivaut  à 


F{.r,j;C)=C', 

C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Mais,  si  l'on  combine 
cette  équation  (a)  avec  l'équation  (i)  elle-même,  cela  revient  à 
supposer  C'=;o,  et  l'on  est  ainsi  ramené  à  une  généralité  qui  ne 
dépasse  pas  celle  de  l'équation  (1). 

78i.  Si  la  combinaison  des  équations  (1)  et  (2),  qui  conduit  à 
l'équation  diirércntiellc  (3),  se  fait  sans  introduction  de  facteurs 
étrangers,  l'équation  résultante  (3)  pourra  remplacer  l'une  des 
deux  autres,  (2)  par  exemple.  Or  l'ensemble  des  équations  (1)  et 
(  2)  donne,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  de  j,  une  cer- 
taine valeur  de  j',  ne  contenant  pas  C.  Donc  (3)  exprime  la  même 
liaison  entre  x,j,j'  que  l'ensemble  des  équations  (i)  et  (2). 

Cela  a  lieu  encore,  lors  même  que  l'on  aurait  introduit  ou  sup- 
primé, pendant  l'élimination  de  C,  des  facteurs  quelconques, 
pourvu  qu'ils  fussent  indépendants  de  j'.  Ainsi  l'introduction  de 
tels  facteurs  n'empêche  pas  l'équation  (3)  de  représenter  la  rela- 
tion entre  j:,y,j'  qui  résulte  de  l'équation  (i),  ce  qui  est  le  carac- 
tère essentiel  d'une  équation  diflrérenlielle. 

Mais,  si  l'élimination  de  C  a  introduit  un  tel  facteur  f/.,  indépen- 
dant de  j',  de  sorte  que  l'équation  (3)  soit  de  la  forme 

p(''-,7)  •?(•'•..■>■-/')  =0, 
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celle  équation  pourra  être  encore  vérifiée  en  posanl  j/=:  o,  ce  qui 
répond  généralement,  comme  clans  les  exemples  ci-dessus,  à  une 
solution  singulière  ou  à  une  solution  étrangère.  Cette  solution 
singulière  ou  étrangère  prt)vient  de  ce  qu'alors  (3)  n'est  plus  la 
conséquence  pure  et  simple  de  (i),  puisqu'on  a  augmenté  sa  géné- 
ralité par  l'introduclion  du  facteur  étranger  u. 

78o.  Si  l'on  suppose  tout  facteur  étranger  supprimé,  l'équation 
(3),  établissant  une  relation  non  identique  entre  x.r,j',  é(pii- 
vaul  à  l'équalion  (i);  car  celle-ci  peut  toujours  se  mettre  sous  la 
forme 

zjI.v,}')  =  C. 

En  la  diirérenllant  sous  celte  forme,  on  trouve  une  relation 

dnr  =  O 

indépendante  de  C  el  équivalente  à  cr  =  C  [780].  Mais  celle  rela- 
tion (Ivj  =  o  entre  J",  J  ,j)  '  ne  peut  qu'être  identique  avec  l'équa- 
tion (3)  délivrée  de  tout  facteur  étranger,  puisque  les  deux,  rela- 
tions doivent  toujours  fournir,  pour  chaque  système  de  valeurs  de 
X  el  de  7'^,  les  mêmes  valeurs  de  j'.  Donc  l'équation  (3)  équivaut 
entièrement  à  l'équalion  primitive  (i)  et  représente  la  même  série 
de  courbes. 

786.  On  peut  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  à  l'aide  d'une 
représentation  géométrique  fort  simple. 

Considérons  C  comme  l'ordonnée  variable,  perpendiculaire  au 
plan  des  xy,  d'une  surface  avant  pour  équation  l'équation  donnée 
(i).  Si  l'on  attribue  à  C,  dans  celle  équation,  une  valeur  con- 
stante, alors  l'équation  représentera  une  ligne  de  niveau  [648]  de 
cette  surface,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  projection  de  cette 
ligne  de  niveau  sur  le  plan  des  xj.  Ainsi  l'ensemble  des  courbes 
représentées  par  l'équation  primitive  (i),  lorsqu'on  y  donne  à  C 
toutes  les  valeurs  possibles,  peut  être  considéré  comme  le  système 
des  projections  sur  le  plan  des  a])-  de  toutes  les  lignes  de  niveau 
de  la  surface  F(.i-,  y,  C)  =  o. 

Pour  chaque  système  de  valeurs  de  x  et  de  j,  on  a  un  certain 
point  de  la  surface  par  lequel  passe  une  ligne  de  niveau  détermi- 
née. En  menant  la  tangente  à  celte  ligne  de  niveau,  on  a  une  va- 
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leur  délermiiiée  dey'  pour  chaque  sjslcme  de  valeurs  dex  et  dej'. 
Si  nous  construisons,  par  rapport  aux  mêmes  axes,  une  nouvelle 
sariace  f[x,y,j')  =  o,  dont  les  ordonnées  perpendiculaires  en 
chaque  point  du  plan  des  xj  représentent  les  valeurs  correspon- 
dantes de j',  on  aura  ainsi  deux  surfaces  liées  entre  elles  de  telle 
manière  que  la  première  détermine  complètement  la  seconde. 

Réciproquement,  lej)  '  des  lig^nes  de  niveau  est  donné  pour  cha- 
cune d'elles  par  la  difTèrcnlialion  de  l'équation  (i)  dans  l'Iiypothèse 
de  C  constant,  ce  qui  donne  l'équation 

(2)  f/F--^o,     ou     F,[x,j,y,C]^o. 

Si  l'on  combine  (1)  et  (a)  de  manière  à  éliminer  C,  sans  introduire 
de  facteurs  étrangers,  l'équation  diflercntielle  (3)  pourra  remplacer 
une  des  équations  (i)  et  (2).  Or,  si  l'on  avait  mis  l'équation  de  la 
surface  (1)  sous  la  forme  C  =  zs[x,j-),  la  différentiation  aurait 
donné  immédiatement  l'équation  de  la  seconde  surface,  dont  y'  est 
l'ordonnée,  et  de  cette  dernière  équation  dvs  =  o,  équivalente  à 
(3),  on  aurait  déduit,  par  l'intégration  immédiate,  l'équation  de  la 
surface  primitive  (i).  Donc  les  deux  surfaces  sont  telles,  que  cha- 
cune d'elles  est  complètement  déterminée  par  l'autre. 

787.  Cependant  l'équation  différentielle  (3)  ne  convient  pas 
seulement,  en  général,  aux  projections  des  courbes  de  niveau  de 
la  surface  (i),  mais  encore  à  renvcloj)pe  de  ces  projections  [581]. 
Imaginons  que  l'on  circonscrive  à  la  surface  (1)  un  evllndre  dont 
les  arêtes  soient  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées  C  [646],  et  dont 
la  base  sera  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy. 
La  courbe  de  contact  du  cylindre  avec  la  surface  a,  en  chacun  de 
ses  points,  sa  tangente  comprise  dans  le  plan  tangent  commun  au 
cylindre  et  à  la  surface,  lequel  contient  en  même  temps  la  tangente 
à  la  ligne  de  niveau  qui  passe  par  ce  point.  11  s'ensuit  de  là  que, 
les  deux  tangentes  ayant  même  projection  sur  le  plan  des  xy,  la 
projection  de  la  courbe  de  contact  est  tangente  en  chacun  de  ses 
points  à  la  projection  de  la  ligne  de  niveau  correspondante  à  ce 
point;  en  d'autres  termes,  le  contour  apparent  de  la  surface  est 
l'enveloppe  des  projections  des  lignes  de  niveau.  Donc,  en  chaque 
point  de  cette  enveloppe,  le  j  '  est  le  même  pour  le  contour  appa- 
rent et  pour  l'enveloppée  qui  passe  en  ce  point.  Donc,  la  relation 
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(jiii  donne  le  y'  de  l'enveloppée  qui  passe  au  point  (-r,  j)  de  l'en- 
veloppe doil  cire  vérifiée  aussi  par  le  y'  de  l'enveloppe,  c'est-à- 
dire  que  l'enveloppe  satisfait  aussi  bien  (pic  les  enveloppées  à 
l'équalion  diirérentielle  (3). 

Géiiéraicnienl,  la  courbe  de  contact  du  cvlindie  ]>arallèle  aux 
ordonnées  n'est  pas  une  courbe  de  niveau  de  la  surface;  donc,  eu 
général,  le  contour  apparent  ne  fait  pas  partie  de  la  série  des  pro- 
jections des  lignes  de  niveau.  L'équation  de  l'enveloppe  fournit 
donc  une  solution  de  l'équation  diflerentielle,  ne  contenant  point 
de  constante  arbitraire,  et  ne  faisant  point  partie,  en  général,  de 
la  série  des  courbes  représentées  par  l'équation  intégrale  géné- 
rale (i);  mais  la  valeur  de  j',  tirée  de  celte  solution,  satisfait  à 
l'équalion  tHIfércnlielle  (3),  en  ayant  égard,  en  général,  à  léqua- 
lion  de  l'enveloppe  elle-nicmc.  L'ne  telle  solution  est  une  solution 
singulière  de  l'équation  ddférenliellc.  On  voit  que,  bien  qu'elle 
ne  rentre  pas  comme  cas  particulier  dans  l'intégrale  générale,  elle 
n'en  est  pas  moins  indissolublement  bée  à  cette  intégrale,  dont  elle 
est  une  conséquence. 

788.  Celte  solution  singulière,  c'esl-à-dire  l'équation  du  cvlindrc 
parallèle  aux  ordonnées  et  circonscrit  à  la  surface  (i),  peut  être 
donnée,  dans  certains  cas,  par  les  facteurs  étrangers  introduits 
pendant  ou  après  l'élimination  de  G.  Mais  ces  facteurs,  égalés  à 
zéro,  peuxcnt  aussi  représenter  des  cylindres  ayant  ])our  bases  des 
coiu'iies  de  niveau  :  ce  sont  alors  des  inlégialrs  jxirticulières, 
pouvant  se  déduire  de  l'intégrale  générale  en  particularisant  con- 
venaijlciiinii  la  conslanlc  G;  ou  bien  ces  cylindres  ont  pour  bases 
des  courbes  qui  ne  sont  ni  des  projections  de  lignes  de  niveau, 
ni  renvelop])e  de  ces  projections,  et  qui  n'ont,  par  conséquent, 
aucune  relation  essentielle  avec  l'équation  diflerentielle,  puisque 
la  valeur  dej'  que  l'on  liicrait  de  ces  solutions  par  difl"érentiation 
ne  saurait  coïncider  avec  celle  que  donne  l'équation  diffcrentielle, 
et  (pli  ne  convient  ([u'aux  projections  des  lignes  de  niveau  et  à  leur 
enveloppe.  Nous  ai)pellerons,  pour  cette  raison,  ces  solutions  des 
solutions  èirangcrcs  de  l'équation  diflerentielle. 

11  ne  faudrait  pas  croire  cependant  que  de  telles  solutions  doi- 
vent être  rejetées  n  j>riori ;  car,  si  les  conditions  dun  problème 
donnent  l'i'ipiation  dill'érentielle  sous  la   forme  p..cf  (.r,j)',j) ')  =  o, 
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il  peut  arriver  que  ce  soit  le  facteur  y.  qui,  égalé  à  zéro,  fournisse 
la  vraie  solution. 

789.  Exemples.  —  [.   Etant  donnée  l'équalion 

on  en  tire,  en  différentiant, 

j  c/r  =r  Cd.v, 


d'où,  en  éliminant  C, 


.'  c 


expression  de  la  propriété  connue  de  la  sous-tangente  à  la  para- 
bole, laquelle  est  la  même  pour  toutes  les  paraboles  de  même 
sommet  et  de  même  axe. 

Réciproquement,  de  l'équatiosi  t'  =  - — ?  on  tire 
'  "  ■>  .1' 

9,c/l  f/.r 

d'où,  en  intégrant,  et  représentant  par  logaC  la  constante  arbi- 
traire, 

2  Ing)-  =  li)g''  -1-  logîC,      J>  -  -.=^  iCx-, 

ce  qui  montre  que  l'équation  primitive  est  une  conséquence  de 
l'équation  différentielle. 

II.   Soit  l'équation  générale  des  coniques  concentriques 

On  en  lire 

j  eh- ^  C-i:  cljr,      C  =  ^^ — 5 


oîi,  en  introduisant  la  sous-tangente  relative  à  l'axe  des  y,  S'i=  .r>', 

.r" 

On  a  donc 

y-  =  )-S',  -f-  /i,     ou     S',  =  )• , 

r 
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propriété  commune  à  toutes  les  coniques,  et  qui  sert  à  la  con- 
struction tic  la  tangente. 

Ré(ipr()(|ui'menl,  de  l'équation  dilTérentioUc,  mise  sous  la  forme 

/■                    2  ydv         o.flt 
xy  =:j   —      5       ou       ---- — — ,  H =  G, 

y  /•  — j"       ^ 

on  tire,  par  rintt'i;ration, 

—  iog(/;  -^y')  +iog..2-i-iog;— c)  =0, 

d"où  l'on  déduit  l'équation  primitive  proposée. 
III.   Soit  l'équation  générale 

v'j,  —  vl>  =  c 

des  paraboles  tangentes  aux  deux  axes  coordonnés  et  avant  pour 
axe  principal  la  bissectrice  de  l'angle  de  ces  axes.  On  tire  de  cette 
équation,  en  différentiant, 

(Ir  d  I 

v'-'-      six 

si  l'on  ciiassc  les  dénominateurs,  cette  équation  différentielle  prend 
la  forme 

Jy.dx —  Jx.dy  =z  o,      ou      \/-ryl  —^ '—  ]  =0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'on  v  satisfait,  non-seulement  en  an- 
nidant  le  sccoiul  i'acteur,  ce  qui  donne  l'intégrale  générale,  mais 
encore  en  posant  \lxj  =  o,  ce  qui  donne  le  système  des  axes  coor- 
donnés. Or,  cbacun  de  ces  axes  étant  tangent  à  chaque  parabole, 
leur  SYStènie  n'est  autre  chose  que  l'enveloppe  de  la  série  de  para- 
boles; il  représente  donc  une  solulion  singulière  de  léqualion  dif- 
férentielle. 

790.  Nousdémontreronsbientùl  d'une  inanièierigoureusequ'une 
équation  différentielle  donnée  a  priori, 

admet  toujours  une  intégrale  générale  renfermant  une  constante 
arbitraire,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  surface  dont  les  tangentes 
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à  une  même  ligne  de  niveau  quelconque  satisfont  toutes  à  cette 
équation. 

Si  Ton  représente  linlégrale  générale  par  une  courbe,  on  peut 
dire  que  l'équation  de  celte  courbe  sera  telle  que,  en  disposant 
convenablement  de  la  constante  arbitraire  qu'elle  renferme,  on 
pourra  faire  passer  cette  courbe  par  un  point  du  plan  désigné  à 
volonté. 

On  peut  donner  comme  il  suit  un  premier  aperçu  de  la  démon- 
stration de  ce  théorème.  A  l'Jiide  de  l'équation  différentielle,  mise 
sous  la  forme 

(l)  cly  —  :f[.T,x)dr, 

construisons  un  polygone  infinitésimal  passant  par  un  point  donné 
(,ro,  j'o)>  dont  les  côtés  aient  pour  projections  sur  l'axe  des  x  les 
valeurs  successives  de  chr,  savoir 

clvo  —  .rj  ^-  .("o,      dxi  =  .r,  —  .r,,       .  .  . , 

et  pour  coefficients  d'inclinaison  les  valeurs  correspondantes  de 

o{x,j), 

f{->-o,Xo]<     fi-^i^Xi] 

La  limite  de  ce  polygone  sera  une  courbe  passant  par  le  point  ar- 
bitraire [xqjJo),  et  telle  que  les  coordonnées  de  chacun  de  ses 
points  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  correspondante  sa- 
tisfont à  l'équation  différentielle. 

On  peut  encore,  ce  qui  revient  au  même,  construire  une  série 
de  j)oiiits  ayant  pour  abscisses  successives 

-Tq,       X[  im  ,Vff  -+-  (i-Cq^       Xç^  ^^  X^  ~\-  "'-^'lî        •  •  ■  î 

et  pour  ordonnées  correspondantes 

En  joignant  ces  points  par  un  Irait  continu,  on  a  le  polygone  infi- 
nitésimal de  tout  à  l'heure. 

791.  On  conçoit  facilement  la  présence  d'une  constante  arbi- 
traire dans  l'équation  intégrale  générale.  En  effet,  l'équation  diffé- 

H.  —  Cours  de  Cale,  infuiit.,  II.  20 
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l'i'iilicllc  (Irtcriulnc  une  relalion  enlrc  d)  ,  .r,  -)  ,  [loiir  une  viilcur 
infiniment  petite  de  dx.  Dans  cette  relation  unique  entre  trois 
quantités,  rien  ne  détermine  le  valeur  de  ■>',  (jiii  correspond  à  un  x 
donné,  et  à  partir  de  laquelle  raccroisseincnt  de  j  doit  se  faire. 
Mais,  cette  valeur  étant  une  fois  choisie  à  volonté,  les  accroisse- 
ments sont  dès  lors  déterminés  par  l'équation,  et  par  là  même  esl 
déterminée  toute  la  suite  des  valeurs  dej)'. 

792.  L'éqiialion  diflcrcnlielle 

détermine,  en  fonction  de  ,r  et  de  7,  non-sculenionl  la  dérivée  pre- 
mière 1  ',  mais  encore  toutes  les  dérivées  suivantes.  Si  Ion  diffé- 
rentic,  en  effet,  l'équation,  ce  qui  donne  j)"  en  fonction  de  x,j  , 
■}',  puis  qu'on  remplace  )'  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i), 
on  aura  pour  7  "  une  expression  de  la  forme 

j" --=  fi  {■';}■)  ■ 

En  traitant  do  même  cette  dernière  équation,  et  continuant  ensuite 
delà  même  manière,  on  obtiendra  successivement  j '",7  "',  ..., 
exprimées  toutes  en  fonction  de  x  et  dej}'. 

793.  Gela  posé,  l'équation  dilTérentielle  fournit  le  moyen  de 
dévelcqqjcr  l'intégrale  générale  par  le  théorème  de  Taylor,  en  ad- 
mettant que  la  variaijle  reste  renfermée  dans  des  limites  assez 
étroites  pour  que  la  série  soit  toujours  convergente. 

Soit,  en  effet,  70  la  valeur  arbitraire  de  7  qui  doit  correspondre 
à  la  valeur  Xo  de  l'abscisse  à  partir  de  laquelle  on  veut  faire  le  dé- 
veloppement. L'équation  différentielle  fera  connaître  [792]  les 
valeurs 

/  Il  VI 

.'  0  '    -    U  '    J  U  '      ■  ■  ■ 

de  toutes  les  dérivées  de  j'  qui  correspondent  au  point  (a'o.l'o)- 
On  pourra  donc  développer  en  série  la  valeur  dej)  ',  ce  qui  don- 
nera 

Il  m 

expression  équivalenlc  à  léqualion  dilléreiitiulle  donnée.  En  inté- 
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granl  celte  série  entre  des  limites  pour  lesquelles  la  convergence 
subsiste  [337],  et  observant  quej  =^jo  pour  x  =  x^,  il  viendra 

/  ir  tft 

y  =.r„  +  Y  (■»;  -  .ro)  +  -j^  (-r  -  •^•oî-  +  Y^  (■'■  -  -'-ol'  +  ■  •  •  • 

Réciproquement,  on  déduirait  de  cette  dernière  étjuation,  par 
la  différentiation  [3o8],  l'équation  précédente,  qui  équivaut  à 
l'équation  difl'ércnticilc  proposée. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

.)  '  =  "y- 

0\\  en  tire,  par  dlfTérentiation  et  élimination, 


d'où,  en   supposant  j  =  J  o   pour  x-—o,  et  substituant,   dans   la 
lormulc  précédente, 

ax  II- .1—  rt'.r' 

j  =  ,ro-i Jo-i J■o^ r,yn  +  .  ■  .=.!•„«''■'". 

I  1.2  1.2.0 

Remar<|uons  (pie  l'on  n'aurait  |)as  eu  plus  de  généralité  en  lais- 
sant quelconque  la  valeur  initiale  x^,  de  x  qu'en  la  supposant, 
comme  nous  l'avons  fait,  égale  à  zéro.  On  aurait  eu,  en  effet,  dans 
ce  cas, 

«  (.r  —  ,2-„  )  a-  (.r  —  .rr,  y^  ,  , 

V  —  r    _l_   _- J-1  r    -u  —^ — —  V   -I-        —  T   p''(-''— x,,^ —  ,,   ^~a.r  ^13- 

J JoT^  Jo     r-  J  0^ J  o'-  "    J  0^  "^ 

où  _)  0^^  "■'"  représente  une  constanlc  arljitraire,  ni  plus  ni  moins 
que  Vq  dans  la  précédente  valeur. 


§  ni. 

FORMATION  DES  ÉQUATIONS  DIFKÉIIENTIELLES  d'oRDRE  SUPÉRIEUR 
AU  PREMIER,  PAU  l'ÉLIMINATIOiV  DE  PLUSIEURS  CONSTANTES  ARBI- 
TRAIRES. 

794.   Si  une  équation  finie  renferme  deux  paramètres  arbitraires 
elle  représentera  deux  séries  de  courbes,   suivant  que  l'on  consi- 
dérera l'un  ou  l'autre  de  ces  paramètres  comme  seul  variable:  et 


3o8 

l'on  j)ourra  former  deux  (jc[iiations  différenliellcs  du  premier  ordre, 
exprimant  chacune  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes 
de  l'une  ou  de  l'aulre  de  ces  séries,  suivant  qu'on  éliminera  Itin 
ou  l'autre  de  ces  paramètres  entre  l'étjuation  donnée  et  sa  dilléren. 
ticlji'  ituniédialc. 

Exenijiles.  —  I.  De  l'équation 

on  lire,  eu  dillérentiant  (ce  qui  élimine  G'),  l'équation  differenlielle 

yf  =  C  -r, 

qui  exprime  une  propriété  de  la  sous-norniale  relative  à  l'axe  des  x 
de  la  série  de  couiLes  dans  laquelle  C  est  variable  et  C  constant. 
En  éliminant  C  entre  les  deux  équations  précédcnles,  on  a  cette 
autre  équation  diflerentiellc 

C 

qui  exprime  [789,  II]  une  propriété  de  la  sous-langcnte  relative  à 
l'axe  des  )  de  la  série  de  courbes  dans  lacjuclle  C  est  variable  et  G' 
constant. 

II.  L'équation 

j  =  Cx"  +  Cl-" 

lionne,  par  la  dillércnliatioii, 

/  =  aCx"-'  —  aC'x-"-', 

d  où  Ion  tire,  en  éliminant  l'une  ou  lautre  des  deux  constantes, 
les  deux  équations  diflerenticllcs  du  premier  ordre 

ar  -r-  'rj'  =^  laC.f",      ai  — .r)'  --:  ^aC  .>-". 

III.  Étaul  donnée  l'équation  générale 

de  tous  les  cercles  (pii  oui  leui'  eenlre  sur  l'axe  des  .r,  on  en  tire, 
en  éliminanl  soit  c,  soit  ii,  les  deux  équations  diflercntielles 

3:  —  a 
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exprimant  deux  propricLés  géométriques  communes  l'une  à  une 
série  de  cercles  concentriques  et  de  rayon  variable,  l'autre  à  une 
série  de  cercles  de  rayon  constant  ayant  leurs  centres  aux  divers 
points  de  l'axe  des  x. 

795.   En  joignant,  à  l'i'quation  donnée 
V{x,r,  C,  C')  =  o 

et  à  sa  différentielle  première 

sa  différentielle  seconde 

ir-F  =  o, 

on  pourra  entre  ces  trois  équations  éliminer  les  deux  paramètres  C, 
C,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  équation  différentielle  du  second 
OT'dre 

f[-^^  x^  y^x")  —  o, 

exprimant  une  propriété  commune  à  toutes  les  courbes  de  la  double 
série  représentée  par  l'équation  F  ;:=:  o. 

Si  l'on  désigne  par  p  le  rayon  de  courbure. 


on  pourra  exprimer  7"  en  fonction  de  >'  et  de  p,  et,  en  substituant 
cette  expression 


dans  l'équation  y(j:,  j,  j',j")  =  o,  cette  équation  différentielle 
du  second  ordre  deviendra  une  relation  entre  les  coordonnées  x, 
j  de  chaque  point  de  la  courbe,  le  coefficient  d'inclinaison  j^  de 
la  tangente  et  le  rayon  de  courbure  p  en  ce  point. 

Cette  relation  géométrique  est  évidemment  indépendante  de  la 
manière  dont  on  a  opéré,  pour  l'obtenir,  l'élimination  des  con- 
stantes C,  C.  Donc  on  parviendra  toujours  à  la  même  équation 
différentielle  du  second  ordre,  de  quelque  manière  que  l'on 
s'y  prenne  pour  éliminer  les  deux  constantes  arbitraires,  soit  en 
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coiiihinanl  iIircclc'ineiiL  les  trojs  c(jii;ilions  F  =  o,  f/F=  o,d-F  =^  o, 
soil  en  ("■liniinaiil  (l';il)orcl  (j  entre  F  =  o  cl  ci¥  =o,  puis  en  élimi- 
nanl  C  ciilrc  réi|iiatioii  oIjIciuic  et  sa  dincronliellc,  etc. 

79(5.  ]"'n  raisomiaiiL  coimiic  nous  l'avons  fail  |)(jiii-  les  ri|iiati(>ns 
didérenlielles  du  premier  ordre,  on  verra  que  (sauf  rinlrddutlion 
des  facteurs  étrangers)  l'équation  différentielle  du  second  ordre 
est  équivalente  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  équations  du  jiremier 
ordre  d'où  elle  peut  se  déduire,  et  que  l'on  appelle  les  inlcgrdlcs 
pi  entières  de  l'équation  du  second  ordre. 

Or,  chacune  de  ces  intégrales  premières  est  elie-niènic  écpiiva- 
lente  à  l'équation  primitive.  Donc  l'équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  est  équivalente  à  une  équation  finie,  renfermant  deu\ 
constantes  arbitraires,  et  qui  est  dite  Vintrgralc  ;^cnérale  de  l'é- 
quation du  second  ordre. 

797.  En  combinant  entre  cjies  les  tleux  intégrales  pieniières, 
mises  sous  la  forme 

/.  =  c,   /,  =  {:■, 

on  en  tirera  une  nouvelle  é(piation  tllirérenlielle  du  pri'iiner  ordre 
?(/.,/.)  =?(C,C')  =  C" 

(c?  désignant  une  fonction  arliitrairel,  cpii  sera  une  nouvelle  forme 
d'intégrale  |iremière  de  léquation  du  second  ordre.  Celte  équation 
exprimera  une  propriété  commune  à  toutes  celles  des  courbes  de  la 
double  série  dans  lesquelles  les  paramètres  G  et  C  sont  liés  entre 
eux  par  la  relation  '^(C,  C)  =:  C".  Cette  nouvelle  intégrale,  |)ou- 
vanl  remplacer  une  des  anciennes,  sera,  comme  chacune  de  celles- 
ci,  écpiivaiente  ù  l'équation  primitive.  On  peut  le  rendre  évident, 
en  l'cmartpiant  que  l'on  peut  introduire  (7'  au  lieu  de  C,  par 
excnqile,  dans  l'écpiation  F  =;  o,  et  que  rélrminalioa  de  C  entre 
celle-ci  et  sa  dillérentielle  ne  peut  conduiie  qu'à  une  équation 
équivalente  à  cf  (y'i,yi)  =  C". 

798.  Reprenons  les  exemples  du  n"  791. 

I.    V.w  ililléi-enlianl  l'équation   du  premier  ordre 

r/=C.r, 
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il  \ienlyy"-[-  >'-  =  G,  d'où,  en  éliminant  G,  on  tire  l'équation  du 
second  ordre 

^-jr"  -+-  -o''  -  XX'  ~  o. 

qui  convient  à  toutes  les  coniques  dont  les  axes  principaux  sont 
dirigés  suivant  les  axes  coordonnés.  Si  l'on  introduit,  à  la  place 
dej",  le  rayon  de  courbure  p,  l'équation  devient 

•^j  (  •  -H  ,r"  )  '  -f-  ?x'  [■'■x'  -  J-)  =  o. 


Or  on  a  MN  ~  la  normale  N  =  MP  séc  MTo.-  ou  =  y  \J  i  -r  J  '-  ; 


Fig.  85. 


on  construit  ensuite,  par  des  perpendiculaires,  ]MQ^!MPséc-lMT.r, 
puis  MR=MPséc3MTa?  =  r(i+.)'-f.  D'ailleurs, 

0T=  MP  —  MS~)  —  t/. 

Donc  l'équation  différentielle  devient,  à  cause  de  OD=:Oï.j)', 

OP.MR=i:  c.OD, 

d'où  l'on  déduit  p  par  la  construction  d'une  quatrième  proportion- 
nelle. 

En  mettant  les  deux  intégrales  premières  sous  la  forme 


xr 


G,      y--.ryy'=.C\ 
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on  en  tirera,  par  exemple,  une  troisième  inlcgralc  première 

j  — jy  =c  -, 
c 

C"  étant  éiral  à  -  ■ 
°  C 

II.  De  réqualion  difTèrcnLiclle  du  premier  ordre 

ay  -T-  xy'  =  2  C^^r" 

on  lire  par  différentialion 

(i  +  a)y'  +  xf  —  ?.C«^r"-', 

d'où,  en  éliminant  C, 

x-y  -I-  xy  '  —  (T y  =  G. 

En  condjinant  par  multiplication  les  deux  intégrales  premières, 
on  en  tirerait  une  troisième  intégrale  première 

X-y-  —  -r-^  -r=4CC  u-    -L,  . 

III.  L'équation  du  premier  ordre 

y'--^f-f'  =  ^- 
donne  immédiatement 

ou,  en  négligeant  le  facteur  )_^) ',  qui  ne  donnerait  qu'une  solution 
étrangère, 

i-^y'--\-yy"  ~o,    d'o ù    p  =  -- y  y'  1  -r  j' -  =  —  N, 
équation  qui  exprime  que  le  centre  de  courliure  est  sur  l'axe  des  .r. 

799.  11  est  facile  de  s'expliquer  comment  une  équation  dllféren- 
lielle  du  second  ordre,  donnée  a  /triori,  peut  déterminer  une 
courbe  satisfaisant  à  deux  conditions  arbitraires,  telles  que  de  pas- 
ser par  un  point  donné  et  d'avoir  en  ce  point  une  tangente  ou  une 
normale  donnée. 

Prenons,  en  effet,  pour  correspondre  à  l'aliseisse  initiale  .ro, 
l'ordonnée  arbitraire  loj  et  menons  une  droite  ayant  pour  coeffi- 
cient  angulaire  la  valeur  arbitraire  j'^   et    passant  par  ce  point. 
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L'équalion  différentielle 

j"  =  y(.r,  r,  y) 

déterminera  la  variation  infiniment  petite  j'^Jxo  =^ih'o  '^^  coeffi- 
cient angniaire  de  la  tangente,  lorsqu'on  passe  du  point  (xcTo) 
au  point  infiniment  voisin  (x,,J  i)  pris  sur  la  première  tangente. 
On  construira  de  même  une  troisième  tangente  en  un  troisième 
sommet  infiniment  voisin  {x-2,  J'i)  P'''S  sur  la  seconde  tangente, 
cette  troisième  tangente  ayant  pour  coefficient  angulaire)  ',  +j  //xi  ; 
et  ainsi  de  suite.  On  obtiendra  ainsi  un  polvgone  infinitésimal, 
dont  la  limite  sera  une  courbe  qui  représentera  par  son  équation 
l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  donnée. 

On  peut  encore  prendre  l'équation  différentielle  sous  hi  forme 

Au  point  Mo  (xo,  )i))  on  mène  une  normale  arbitraire,  sur  laquelle 
on  porte  la  longueur  po  déterminée  par  l'équation  p„  =^(j-„,  -»  „,  t'^^). 
On  obtient  ainsi  le  centre  de  courbure  No  du  point  Mo.  De  ce 
centre  No  on  tracera  un  arc  de  cercle  infiniment  petit  MqIMi. 
Sur  la  normale  ^I|No  on  portera  la  longueur  p,  =yj.a-|,  y,,  •)',), 
ce  qui  donnera  un  second  centre  de  courbure  Ni,  d'où  l'on  décrira 
un  nouvel  arc  de  cercle  infiniment  petit  AI,  Mo;  et  ainsi  de  suite. 
On  aura  ainsi  un  polygone  curviligne,  dont  les  côtés  seront  des 
arcs  de  cercle  infiniment  petits,  et  qui  aura  pour  lijnite  une 
courbe  représentant  l'intégrale  générale  de  l'équation  différenlielle 
du  second  ordre. 

800.  On  peut  aussi  se  servir  du  théorème  de  Taylor  pour  déve- 
lopper en  série  la  valeur  de  y.  On  fera  voir  d'abord,  comme  on 
l'a  fait  pour  le  cas  d'une  équation  du  premier  ordre,  que  l'équation 
différentielle  du  second  ordre  détermine,  en  fonction  des  (luan- 
tités  x,y,j',  la  dérivée  seconde  i  "  et  loutesles  dérivées  suivantes 
j'",  -)  '",  —  En  désignant  donc  par  j  o»  j'o  ^^^  valeurs  arbitraires  de 
J,j'  qui  correspondent  à  la  valeur  initiale  x:^Xo-  on  connaîtra 
en  fonction  de  ces  quantités  arbitraires  tous  les  coefficients  du  dé- 
veloppement de 

■>'",  y" 

y"  =^J  g  +'--  [x  —  ■l'o)  +  —'-  [-i-  —  .r„)=  H-  . . . , 
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et  celle  équalion  doniiej   en  intégrant  deux  fois  entre  les  limites 

j-  — ro-^./„f.r  — .r„)  +  —^  [x  —  x^Y-V..., 

expression  de  ■>'  au  moyen  de  .r  cl  des  quantités  arljitrairesjo»  j'o- 
Exemple.  —  Soit  l'équation 

On  en  tue  successivement 

y  -L  «\)  '  —  G ,      y'  -u  a\y"  =  y  -  a' y  —  o  , 
X"  —  (i\y'  -_r  o,     .)■"  —  n'y"  =iy'"  -h  a^y  =  o, 


Donc,  en  supposant  Xa  =  o, 


(7-.r- 


.2.3.4        y      "  \  '       1.2.3  '  1.2... 5     '"'/ 


Y        . 

)„  cosrtx  -f-  '      sm(;.r. 


Ij'intégrale  générale  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 
y  =z  C  cosrt.r  -t-  C'  siii«x. 

Si.  au  lieu  de  supposer  .ï',,  r=  o,  on  avait  laissé  x,,  quelconque, 
1  expression  que  Ion  aurait  obtenue, 

X  =  Xo  cos  a  [.V  —  ./■  0  )  -I-  ■—  sin  «  (  .r  —  .rj  ) 
=;  1  _>(|COSrt.r„ —  —  sin«.i\,  j  cosrt.j;  -i-  I  )\)  sinrt.r(|4-  '—  cosrt.r„  J  sinnx, 

aurait  encore  pu  se  ramener  à  la  forme  C  cos<7j"  +  C  sinrtj:,  et, 
par  conséquent ,  n"aiiiail  pas  eu  plus  de  généralité  ([n'en  prcnani 

Xo—   0. 
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801.  Si  l'équalion  primitive  F=o  contient  trois  paramètres 
arbitraires,  on  parviendra,  par  leur  élimination  entre  léquation 
et  ses  trois  premières  difTérenlielles,  à  avoir  une  équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre,  que  l'on  pourra  interpréter  géomé- 
triquement comme   étant   une  relation   entre  x,  y,  y',   le   rayon 

de  courbure  p  de  la  courbe,  et  le  rayon  de  courbure  p,  =  '— p-  de 

'  -  '  (IS 

la  développée  [580]. 

Une  équation  du  troisième  ordre  est  indépendante  de  l'ordre 
clans  lequel  s'effectue  l'élimination  des  trois  paramètres. 

Elle  est  équivalente  à  cliacune  de  ses  trois  intégrales  premières, 
ou  équations  du  second  ordre,  renfermant  cbacune  une  constante 
arbitraire,  et  de  la  forme 

/i  (■'■>.>•>,.'■',.'■",  C)  =  0; 

à  cliacune  de  ses  trois  intégrales  secondes,    ou  équations  du  pre- 
mier ordre,  renfermant  chacune  deux  constantes  arbitraires,  et  de 

la  lorme 

/,(x,r,  v',C,C')=:o, 

et  enfin  à  son  intégrale  générale,  qui  est  l'équalion  primitive  avec 
trois  constantes  arbitraires, 

F(.r,.)-,C,C',C",  =  0. 

On  verrait,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  l'équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre  peut  servir  à  construire  approximati- 
vement la  courbe,  soit  par  un  polygone  rectiligne  infinitésimal, 
soit  par  un  polygone  curviligne  obtenu  en  construisant  approxi- 
mativement la  développée  et  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure.  On 
pourrait  aussi  tirer  de  l'équation  différentielle  le  développement 
de  l'ordonnée  delà  courbe  suivant  la  série  de  Tajlor. 

802.  En  général,  si  une  équation  renferme  Ji  paramètres  arbi- 
traires, on  pourra  les  éliminer  entre  l'équation  et  ses  ii  premières 
différentielles,  et  former  ainsi  une  équation  différentielle  du 
„ieiiic  orfjrg  ^y  ligy  d'éliminer  toutes  les  constantes  à  la  fois,  on 
pourra,    par   des    combinaisons   diUerentes    des   n-i-i    équations 
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F  :=;  o,   cl  ¥  --  (),...  ,(!"¥  =^  (),  clirililKT 

1  constante  de  ri  manières  différentes, 

2  "  de 


2.3 


n  -  -  I  »  <lc  « 

n  »  de  I  seule  manière. 


ce  qui  donne,  entre  antres,  /i  équations  (JlfTérentielles  de  l'ordre 
/;  —  I,  contenant  cliacune  inie  constante  arbitraire,  et  <]ui  sont  les 
intégrales  preniici'cs  de  l'équation  difTérenlielle  du  n^"""'  ordre. 

Si  l'on  connaissait  les  n  intégrales  premières,  on  obtiendrait 
l'intégrale  générale  en  éliminant  entre  ces  7/ équations  les /? — i 
dérivées  j',  j" ,  .  .  .  ,j  (■■'~i\ 

On  pourra  considérer  l'équation  difTérentielle  d'ordre  «  comme 
une  relation  entre  ^^,J  ,j'  et  les  rayons  de  courbure  de  la  courbe, 
de  sa  développée,  de  la  développée  de  sa  développée,  ou  déifcdoy- 
pée  du  second  ordre,  de  la  développée  du  troisième  ordre,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  la  dé^'cloppée  du  [n  —  2.)'''"'"  ordre. 

L'équation  iliflérenlu'Ile  de  l'ordre  n  a  (sauf  les  solutions  sin- 
gulières et  les  solutions  étrangères)  la  même  généralité  que  l'équa- 
tion primitive  à  /i  constantes  arbitraires  d'où  elle  est  tirée,  et  peut 
remplacer  cette  équation  primitive. 

Elle  peut  servir  soit  à  construire  approximativement  l'intégrale 
générale,  soit  à  former  son  d('veloppement  par  la  série  de  ïaylor. 


S  IV. 

*      o 

TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉREKTIELLE   n'oRORE    QUELCONQUE  ENTUE   DEUX 
VARIABLES    A    UNE    INTÉ(;RALE    GÉNÉRALE. 

803.  IN'ons  allons  démontrer  que  toute  équation  différentielle 
entre  deux  variables  a  une  intégrale  générale,  c'est-à-dire  que  l'on 
peut  construiie  à  l'aide  de  celte  équation  un  polygone  infinitési- 
mal, ayant  pour  limite  déterminée  une  courbe  satisfaisant  à  7;  con- 
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dilions  choisies  arbilralrcmcnl,  n  clanl  l'ordre  de  l'équation  dif- 
férentielle. 

Commençons  par  traiter  le  cas  d'une  équation  difTérenticIle  du 
premier  ordre,  que  nous  supposerons  mise  sous  la  lormc 

et  supposons  la  fonction  J\.f,j)  continue  par  rapport  à  .r  et  à  7 
dans  le  voisinage  des  valeurs  de  ces  variables  que  nous  aurons  à 
considérer. 

Par  un  point  arljilraire  (.i'o,jo)  du  plan,  menons  une  droite 
avant  pour  cocflicicnt  angulaire  la  quantité 

Donnons  à  x  un  accroissement  J.io  —  .l'i  —  jl\^,  auquel  corres- 
pondra l'accroissemenl  de  j' 

Xi  —  Xo  —f[  ■«<»  Xo  )[^i  —  -^0  )  • 

A  partir  du  point  (j'i,j)i)  menons  une  droite  ayant  pour  coeffi- 
cient angulaire 

x\=^f[-'^i>Xi], 

et  donnons  à  x  un  nouvel  accroissement  dxi^=^x-, —  a:,,  auquel 
correspondra  l'accroissement  de  }-• 

rs  —  .1  1  =  /(  ■■r, ,  X\  )  (  ■'•■=  —  -^1  )  • 

Et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  une  certaine 
abscisse  finale  x,,^  X,  le  dei'nier  accroissement  de  •)'  étant 

Y— r„_i=/(j^„_,,j„_,)  (X  — .r„_i). 

On  aura  ainsi  construit  un  polygone,  dont  l'ordonnée  finale  Y 
sera  égale  à  l'ordonnée  initiale  je  plus  la  somme  des  accroisse- 
ments successifs,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

,     ,        (  Y  — j)-(,=/(j-o,7(,)(jri  — .ro)  +/(.r,,_r,)(,r,— xi)  -+-.  .  . 

{  -<-/('r„-i,/„-i)(X  — jr„_i). 

804.   Puisque  l'on  supposey^(xo,j  0  )  ^nij  le  rapport  de  l'accrois- 
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scmenl  t  ,  —  '}  „  à  raccroisseincnl.  a,  —  Xo  aura  une  valeur  iinic  1.^. 
L'accroissement  suivanlj  ^ — •)  i  aura  encore  un  rapport  fini  avec 
X-2  —  ^1,  si  la  fonction  /"(j',>)  est  finie  pour  les  valeurs  x=-j~i, 
■j'=z-)|,  (iiirérant  de  quantités  non  infinies  .Jr  —  .ro,/o(j"i^ — ■•ï'n) 
des  valeurs  ,7'o,  loi  de  sorte  (|n"on  aura 

Xî  —  Xi  —  ^i[^:l—-^l], 

k,  étant  une  rjuanlilé  finie;  et  ainsi  de  suite.  Si  nous  supposons 
que  rinlervalle  X  — .r-„   soit  pris  de  telle  manière  qu'aucune  des 

quantités  I<„,  l ne  soit  infinie,  raecroisscment  Y  —  jo  sera  égal 

à  la  somme  X — Xo  des  accroissements  de  .r,  multipliée  par  une 
movenne  h  entre  les  quantités/.o,  Ai.  •••,  c'est-à-dire  jtar  une  quan- 
tité finie.  Donc  1i  — ro  sera,  dans  ces  conditions,  une  quantité 
finie,  quel  que  soit  le  nombre  des  divisions  de  l'intervalle  X  —  Xo. 
La  condition  que  nous  supposons  remplie  consiste  en  ce  qu'au- 
cun des  côtés  du  polvgone  ne  devienne  parallèle  à  l'axe  desj  ,  ou, 
plus  exactement,  en  ce  qu'une  droite  tournant  autour  d  un  ])oint 
fixe,  de  manière  à  devenir  successivement  parallèle  aux  divers 
côtés  du  polvgone,  ne  passe  jamais,  dans  son  mouvement  conlinu, 
par  une  position  parallèle  à  l'axe  des  y.  On  pourra  toujours  par- 
tager l'intervalle  X — j'o  en  intervalles  partiels,  pourcliacun  des- 
quels cette  supposition  soit  réalisée.  K\ns,\  f[x,j)  est  supposée 
finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  répondent  aux  som- 
mets du  polvgone,  et,  de  j)lii5,  continue  dans  le  voisinage  de  ces 
valeurs. 

8Ja.    Pour  apprécier  rinfiiience  d'une  su!)di\ision  ujlérieure  des 
intervalles  sur  la  valeur  de  la  somme  (a),  considérons  un  élément 


(3)  /(•'•o.J'o)  (X  — J-„;, 

et  comparons-le  à  la  somme  (a),  résultant  de  la  division   de  l'in- 
tervalle en  n  parties.  La  quantité  (3)  pouvant  s'écrire  sous  la  forme 

/[■'•o>.ro)  {■'i  — ■'■o)  +/(^o-J'o)  (•'•;—  ^il  -''■■  •H-/(-'-o.J-o)  (X  —  .r„_,), 

ou  \(ut  que  la  difi'érencc  des  deux    (pianlilés   (2)   et  (?>)  a  pour 
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valeur 

,      [/(■'•i-j'i)  — /(•'•o.ro)]  (■'^2  — J^i) 
1  ^-[/(■'•2>.r•?)— /(■'^ovro)][- 

•..r,}-/(.'-o,j-o)][(X- 

■[/(■^20-2)-/(-'-o,ro)][i 


.i\ 


,^.]=  [/(■'•.. r,}  -/(.^cJ-o)]  [(X-  :r,l  _  (X  -  ^,)] 

'"^'    1  +[/(-r,0-2)-/(-'-o,ro)][{X-.r,)-(X-X3)]  + 


\ 


[/(■^20-.i-/(^.,7i)](x-^,  :+..., 


expression  que  Ion  peut  obtenir  directement,  en  remarquant  que 
raccroissement  total  de  \,  résultant  de  la  division  de  l'intervalle, 
est  égal  à  la  somme  des  segments  interceptés  sur  la  dernière  or- 
donnée entre  les  prolongements  de  deux  côtés  consécutifs  du  polv 
gone,  segments  égaux  aux  intervalles  X  —  x,.  X  —  x^,  •••.  mul- 
tipliés respectivement  par  les  accroissements   correspondants  de 

Or,  si  nous  supposons  les  deux  dérivées  partielles 

finies,  comme  la  fonction /^(x,  i)  elle-même,  pour  les  valeurs  de 
X  et  de  j  considérées,  on  aura  [339] 

=:[/,(?,„]-;-/■„./;  (?,<i](.r,-.r„), 

^  et  r,  désignant  des  valeurs  moyennes  de  la  forme 

?  =  a:o-!-S(.r,  — .r„),      r.  =  ro-i-0{j-  —  J'o), 

9  étant  positif  et  <^  i ,  et /lo  ayant  une  valeur  finie,  égale  à  /'(a'o,j  o)- 
Donc,  si  l'on  représente  par  i/o  une  quantité  finie,  quel  que  soit 
l'intervalle  x, — -Xo,  fini  ou  infiniment  petit,  on  aura 

On  trouvera  de  même 

f[^i,J'ii]  —/[^iO-i]  =  «i(.r,  — .r,), 
/(•»^30-3)  — /(-î^îO'!)  =  'h{-'-3—  -^2). 

Cl  ainsi  de  suite,   iiijUn,  ...  étant  des  quantités  toujours  finies. 
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Donc  l;i  somme  (4),  on  l'accroissement  de  Y  résultanl  de  la  divi- 
sion de  riiilcrvallc  X — Xq,  sera  de  la  lorme 

//o(X  —  X])  (,ri  —  j-q)  -h  «,[X  — .r2)(x5  — a;,  )  -I-.  .  .. 

Cette  (|iiaiililé  est  égale  à  la  moyenne  des  quantités  Uq,  m,...., 
qui  est  une  quantité  finie  ti,  inullipliée  par  la  somme  des  seconds 
facteurs 

(X-  .r,)(.r,-T(,)  +  (X-.r2)(.r-,-Xi)-t-.     ■ -^  X~ .v„_,][x„_,~x„_.,]. 

Si  l'on  suppose  maintenant  les  intervalles  partiels  infiniment  pe- 
tits, cette  somme  convergera  vers  l'intégrale 

"^  t 

(X— .r)rfj-=  -  (X-Xo)-. 


i 


Donc,  lorsqu'on  remplace  un  intervalle  unique  X  —  a'o  par  une 
infinité  de  divisions  infiniment  petites,  la  limite  du  changement 
qui  en  résulte  pour  l'ordonnée  extrême  Y  est  de  la  l'orme 

(5)  _«;x-.ro;^ 

H  étant  une  quantité  finie. 

On  voit  d'abord  que  cet  accroissement  de  Y  est  toujours  fini 
lorsque  l'intervalle  X  —  Xo  est  fini.  Lorsque  cet  intervalle  est  infi- 
niment petit,  l'accroissement  (a)  est  infiniment  petit  du  second 
ordre. 

806.  Hevenons  maintenant  à  la  somme  (a),  et  supposons  qu'on 
y    subdivise   à    l'infini   chacun  des   intervalles   partiels    .r,  —  .ro, 

L'ordonnée j  I  subira,  par  l'eflel  delà  subdivision  de  l'inlcrvallc 
.^■|  — .ro,  un  accroissement  à)  i  de  la  forme 

".Il  =  "o[-''i  — ■'"oî". 
«0  étant  fini.  Il  en  résultera  pourj',  =J'(^x,,j,)  un  accroissement 

l'o  étant  une  quantité  finie. 
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L'accroissement  de  j)  2  =  j, +j'-',(a:2- — x,)  se  composera  de 
raccroisscment  dej)',,  plus  l'accroissement  de  y\{x2  —  .ri),  plus 
une  quantité  de  la  forme  ii,{x2 — .^i)-,  Wi  étant  une  quantité 
finie,  fonction  de  x,,j,  4-  5j, Donc  on  aura 

ou,  en  remarquant  que  U(,-{-  i^o{x2  —  -^1)   est  une   quantité  finie 
que  l'on  peut  encore  représenter  par  Ud, 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verra  que  "^  ,  par 
l'effet  de  la  subdivision,  croîtra  d'une  quantité  que  l'on  pourra 
mettre  sous  la  forme 

i.'„,  II, ;(„_,  étant  des  quantités  finies.   On  peut  mettre  cette 

expression  sous  la  forme  du  produit  de  X  —  .ro  par  une  moyenne 
entre  les  quantités  infiniment  petites 


■''0).     "i(-^2 — ••'■ili 


<n-I 


laquelle  moyenne  ne  peut  qu'être  elle-même  infiniment  petite.  On 
voit  donc  que  l'accroissement  §Y  est  infiniment  petit,  si  tous  les 
intervalles  x,  — .ro,. .  .,  X^ — x„_,  sont  infiniment  petits. 

Donc  on  peut  toujours  diviser  l'intervalle  X- — .ro  en  parties 
assez  petites  pour  que  Y  ne  puisse  plus  varier  qu'infiniment  peu 
par  l'effet  d'une  subdivision  ultérieure  quelconque.  Donc,  Y  tend 
vers  une  limite  finie  et  déterminée. 

On  prouverait,  comme  nous  l'avons  fait  [237],  que  la  limite 
de  Y  est  indépendante  du  mode  de  subdivision. 

Ainsi,  l'ordonnée  Y,  construite  au  moyen  de  l'équation  différen- 
tielle, et  dont  la  dérivée 

lim^~-^'"-'=lim/(x„,..j„_,)  ==/{X,Y) 

satisfait  à  cette  équation,  est  une  fonction  déterminée  de  l'abscisse 
finale  X  et  de  la  valeur  arbitraire  joi  (pie  l'on  a  choisie  pour  l'or- 
donnée initiale. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infinit.,  II.  21 
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807.  Remarquons  que,  la  construction  ci-dessus  pouvant  ètic 
continuée  de  part  et  d'autre  de  l'abscisse  Xq,  cette  abscisse  ini- 
tiale peut  être  considérée  comme  l'abscisse  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe.  Si  l'on  ("ait  varier  jo  d'une  manière  continue,  clia- 
cun  des  éléments  de  la  somme  (2)  variera  infiniment  peu  par  rap- 
port à  lui-même  pour  un  accroissement  infiniment  petit  dej'o!  la 
somme  elle-même  variera  donc  infiniment  peu,  et,  par  suite,  Y  est 
une  fonction  continue  de  j'o- 

Donc,  en  faisant  varier  jo,  on  fera  varier  d'une  manière  conti- 
nue les  ordonnées  de  tous  les  points  de  la  courbe.  On  peut  ainsi 
faire  varier,  en  général,  j  a  de  manière  à  faire  prendre  à  une  or- 
donnée quelconque  j  une  valeur  assignée  d'avance.  Donc  on  peut 
dire,  en  généralisant  ce  qui  concerne  l'ordonnée  considérée  d'a- 
bord comme  ordonnée  initiale,  que  la  courbe  déterminée  par 
l'équation  différentielle  peut  satisfaire  à  la  condition  de  passer 
par  un  point  quelconque  désigné  sur  le  plan,  c'est-à-dire  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  qu'il  faut  joindre  à  l'équation 
différentielle  pour  que  la  courbe  soit  complètement  déterminée 
équivaut  à  faire  passer  la  courbe  par  un  point  arbitraire  du  plan 
ou  à  faire  prendre  à  y,  pour  une  valeur  donnée  de  r,  une  valeur 
arbitraire. 

Cette  condition  peut  être  remplie  par  toute  équation  renfermant 
une  constante  arbitraire,  et  donnant  pour  }  et  j  '  des  valeurs  satis- 
faisant à  l'équation  différentielle,  quelle  que  soit  cette  constante. 
Or,  si  l'on  choisit  la  constante  de  manière  à  satisfaire  à  la  condi- 
tion initiale,  la  courbe  se  trouve  alors  complètement  déterminée 
par  la  seule  condition  de  satisfaire  à  l'équation  différentielle.  Donc 
toutes  les  courbes  qui  satisfont  à  l'équation  diflerentielle  forment 
une  série  unique  de  courbes  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par 
la  valeur  d'un  paramètre  arbitraire. 

808.  11  peut  sembler  cependant,  au  premier  abord,  que  la 
valeur  de  Y,  que  nous  avons  déterminée  ci-dessus,  dépende  des 
trois  quantités  .ro,yoj^>  Je  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  se 
présente  avec  deux  constantes  arbitraires,  sous  la  forme 

ç>(X,  Y,  j-o,.ro)  =0. 
Mais  il  faut  remarquer  que  cette  équation  n'est  pas  de  forme  quel- 
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conque,  cl  que  sa  rorine  particiilitTC  doit  pcrmcUre  de  réduire  à 
l'unité  le  nombre  des  arbitraires.  En  effet,  si  Ion  fait  tendre  X 
vers  Xo,  Y  devra  tendre  vers  jo)  de  sorte  qu'on  aura,  à  la  limite, 

et,  comme  Xo  etjo  sontdeux  quantités  arbitraires  etindépendantc; 
l'une  de  l'autre,  cette  équation  ne  peutétre  qu'une  identité.  Donc 
la  rclalion  entre  les  coordonnées  de  deux  points,  qui  représente 
l'intégrale  générale  de  l'équalion  différentielle,  doit  se  transiormer 
en  identité  lorsque  les  deux  systèmes  de  valeurs  des  variables 
\iennent  à  coïncider. 

De  plus,  puisqu'on  peut  prendre  pour  point  initial  un  point 
quelconque  de  la  courbe,  si  l'on  désigne  par  j' l'ordonnée  qui  cor- 
respond à  l'abscisse  x  dans  la  courbe  qui  passe  au  point  (X,  Y), 
on  pourra  prendre  x  pour  abscisse  initiale  au  lieu  de  Xq,  et  l'équa- 
tion de  la  courbe  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

5/(X,  Y,  x,r)  =  o. 

SI  l'on  fait  maintenant  coïncider  (X,  Y)  avec  [xo,yo)'  on  voit  que 
Ion  aura,  pour  une  abscisse  quelconque  x, 

Donc  la  courbe  peut  être  indifféremment  représentée  par  l'une  ou 
l'autre  des  deux  équations 

f{-'-,r,-^o,Jo]  ~o,      7(.ro,:>'o,.r,r)=:o, 

c'est-à-dire  que  la  relation  entre  les  deux  systèmes  de  valeurs  des 
coordonnées  du  point  initial  et  du  point  final  ne  cliange  pas  lors- 
qu'on échange  entre  eux  ces  deux  systèmes. 

On  voit  que,  dans  cette  relation,  la  \aleur  de  a'o  est  indifférente, 
cl  que  l'on  obtient  telle  ou  telle  courbe  du  système  en  faisant  cor- 
respondre à  n'importe  quelle  valeur  de  Xq  une  valeur  de  jo  con- 
venablement choisie.  Ainsi,  l'équation  n'a  pas  plus  de  généralité 
qu'une  relation  contenant  une  seule  constante  arbitraire. 

809.  Passons  maintenant  au  cas  d'une  équation  différentielle 
d  un  ordre  ([itclconquc  m,  que    nous  supposerons   mise    sous   la 
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forme 

(i)  rf""=/(-r,j,/ jC"-')). 

Nous  allons  iiionlrcr  d'abord  que  celte  équalion  délermine  pour 
yim-{)  yjjg  valeur  fonction  de  x  et  des  m  constantes  yo.y'^,.,.. 
Jo"'"  '    ^"'    représentent  les  valeurs    de  j, -)',...,  jf"'~"    pour 

Pour  un  point  (.ro, j'o)  du  plan,  l'équation  (i)  détcrniincj  '"'  en 
fonction  de  Xo,  J  ojj'o,  •  ■  -îJ)  o"  "•  Menons,  par  le  point  qui  a  pour 
coordonnées  (j'o,  J  o"'"")»  une  droite  dont  le  coefficient  angulaire 
soit  cette  valeur  de  j)  '„"".  Si  nous  faisons  croître  Xq  de  dxo,  }  1,"'"" 
croîtra  de  dj'^'~"  =jg"'  dxo,  et  prendra  une  nouvelle  valeur  j',™^". 
Donnons  aux  quantités  j'J,"'^"',j)'[,™~", . .  . ,  •)  o  les  accroissements 

„(m-2)  ..(m-2) x-"«-l'^/,-  i-('«-3,l  ,A"i-i) ,.lm-2)    7 

Jl  — Jo  — -^0  """^O.       Ji  — Jo  Jo  "•'•01         ••■' 

ri  — Jo  =  .'"'0^X0, 

et  avec  les  nouvelles  valeurs  de  ces  quantités  déterminons  la  nou- 
velle valeur  de j''"', 

r',""  =/(..•„  j.,  y, y;—). 

En  passant  de  même  du  second  système  de  valeurs  à  un  troisième, 
et  ainsi  de  suite,  on  construira  un  polvgone  dont  les  ordonnées 
des  sommets  seront  les  diverses  valeurs  de  j  '"'"'•',  depuis  l'abscisse 
initiale  a"o  jusqu'à  l'abscisse  finale  X.  L'accroissement  de  j('«~') 
dans  cet  intervalle  sera 

Y("'-')-,ro"r''  =  fo-dr,  -t-y;../.r,  -(-.  .  .  +/„_,  .rfx„_,, 

en  désignant,  pour  abréger,  pary,rexpressiony(a?,-,j',-,j)',-  ,...,j'"'~'>). 

Si  l'on  suppose  l'intervalle  X  —  Xo  choisi  de  manière  que  la 
fonctiony  ne  passe  pas  par  l'infini  dans  cet  intervalle,  c'est-à-dire 
de  manière  que  la  droite  qui  suit  la  direction  des  côtés  du  poly- 
gone ne  passe  pas  par  une  position  parallèle  à  l'axe  desj',  on  verra 
que  l'accroissement  Y'"'~'' — Jo"")  étant  égal  à  l'intervalle  total 
X  —  Xo  multiplié  par  une  moyenne  entre  les  valeurs  de  /,  sera  une 
quantité  finie,  quel  que  soit  le  nombre  des  divisions  de  l'intervalle. 

En  second  lieu,  si  l'on  remplace  un  seul  intervalle  X  —  Xo  par 
71  intervalles  partiels 

''"1 —    ''O)        •''2 —  ■''11        ■•••        ^  —    ''n-l! 


TOUTE    ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE    A    UNE   INTÉGRALE.  Sîj 

raccroisscmenl  Y"""" — j  J"'"=  (X  —  ^'o)fa  variera  d'une  quan- 
tité que  l'on  peut,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  mettre 
sous  la  l'orme 

(/.-/„)  (X-x,)  +  (./;-/,)  (X-.r,)  H-.... 

On  a,  d'ailleurs,  en  supposant  les  dérivées  partielles  de  y^  finies 
dans  l'intervalle  X — -Xo,  comme  la  fonction  elle-même, 

/■-/.=/'(ç)(^i-^-o)+/'('ï)(.)-i-j„)+...+/'(-'!'"'-'))(jr-"-'r-"); 

et,  comme  tous  les  accroissements j-, — •j}',,,  •••o'"'  '  — Jo'"  "sont 
les  produits  de  Xi — -Xu  par  des  quantités  finies,  f, — f^  prendra 
la  forme 


iio  étant  une  quantité  finie.  Et  de  même  pour  les  autres.  On  en 
conclut,  comme  on  l'a  fait  pour  les  équations  du  premier  ordre, 
que  la  variation  que  subit  l'accroissement  Y'"""'- — J'é'"""  est  une 
quantité  dont  la  valeur  limite  est  de  la  forme 

-Ji(X  — j:„)-, 

u  étant  une  quantité  finie. 

Il  résulte  enfin  de  là  que ,  si  l'on  part  d'une  subdivision  de 
l'intervalle  total  en  éléments  infiniment  petits,  l'accroissement 
Y(ni~i)  — jg"''^  ne  subira  plus  que  des  variations  infiniment  petites. 
Donc  cet  accroissement  tend  vers  une  limite  déterminée ,  indé- 
pendante, comme  on  peut  le  démontrer,  du  mode  de  subdivision 
de  l'intervalle  X  — Xo  en  parties  infiniment  petites. 

810.  Il  s'ensuit  de  là  que  \("'~''  est  une  fonction  déterminée 
de  X  et  des  quantités  arbitraires  Xu,j  a,j'u,  •  •  •  ,J  1,"   ">  ayant  jiour 

dérivée 

Y("'-n ,.('"-i) 

lini_- --JLz^^  =lim/„_,=./(X,Y,...), 

et  par  suite  satisfaisant  à  l'équation  différentielle.  Ainsi,  de  l'équa- 
lion  différentielle  (i)  on  déduit  une  équation  de  la  forme 

J  — ■  r\-^> -'o,  j  0).' «•  •  •  •  1  J>  u        J> 
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j(m-\:  a^anl  pour  dérivée 

r("')=f[.r,r,y, rC"-'!), 

oùj}',j)'',.  . .  sonl  les  limites  des  valeurs  obtenues  comme  on  vient 
de  le  voir,  limites  que  l'on  démontrerait  être  finies  et  déterminées, 
comme  on  l'a  (ail  pour  i  ("'-i'. 

En  inlégranl  m — i  fois  de  suite  cette  expression  de j) '"'"'',  el 
délcrmliianl  cliaque  fois  la  constante  d'après  la  condition  que, 
poiir.rr=  j-„.  on  ait  7  —  r  o,  j'=  }  o ? '"'~'  =  Jo"  "'  on  par- 
viendra à  ime  relation  entre  x,y  et  les  m  constantes  arbitraires 

Ju.y, jT~''>  laquelle  sera  V intégrale  gcnérnle  de  l'équation 

différenlielle  proposée. 

Remarquons  que,  d'après  la  loi  de  formation  des  fonctions 
j.(/«-i)^j-(m-ji^  _  _  _  ^  j' ^  chacune  d'elles  est  la  dérivée  de  la  suivante, 
el  c'est  pour  cela  qu'elles  se  reproduisent  dans  les  intégrations 
successives. 

Si  l'on  donne  maintenant  une  équation 

F(x,.r,  C;,  Cj,  .  .  .,C,„)  =0, 

renfermant  m  constantes  arbitraires  distinctes,  c'est-à-dire  toiles 
qu'on  puisse  les  déterminer  de  manière  que,  pour  .v=^Xu.  y  et 
ses  m  —  I  premières  dérivées  prennent  des  valeurs  choisies  arbi- 
trairement, et  que  la  valeur  de  j'  tirée  de  celte  équation  satisfasse 
à  l'équation  diflerentielle  (i),  quelles  que  soient  ces  m  constantes, 
cette  équation  ne  pourra  que  coïncider  avec  l'intégrale  générale 
dont  nous  venons  d'établir  l'existence. 
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CIUriTRE  IL 

INTÉGUATIOX  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 
ENTRE  DEUX  VARIABLES. 


SI- 

PRIRCIPALES    MÉTHODES    POl  U    l'iNïÉGR.ITIO^'    DES    ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES 

DU    rHEMlER    ORDRE    ET    DU     PREMIER    DEGRÉ. 

811.  I.  Intégration  immédiate,  ■ —  Supposons  d'aborJ  que  l'é- 
quation différentielle  donnée  soit   du  premier  degré  par  rapport 

à  -f->  et,  par  suite,  qu'elle  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

M  et  N  étant  des  fonctions  données  de  x  et  de  y.  Si  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  la  différentielle  exacte  d'une  fonc- 
tion des  variables  x  et)  ,  considérées  comme  indépendantes,  cette 
fonction,  dont  la  différentielle  doit  être  nulle  en  vertu  de  l'équa- 
tion, ne  pourra  que  conserver  une  valeur  constante.  On  aura  donc 

la  relation 

J[^\dx-^-^<h-)  =C, 

qui  contient  une  constante  arbitraire  et  qui  sera  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  proposée. 

Exemples.  —  i"  L'équation 

(2  '/..r  ^-  5_)-  -+-  r}\  de  H-  [  3.r  -i-  2  y  )•  -(-  z\  dy  ---  o 
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a  pour  intégrale  générale 

a.i  -  -+-  Px)    H-  7J  -  -h  (ÎX  +  EJ   :^  C. 

2'^  L'équalion 

flx  dy 

-H  — 


donne,  en  rcprésenlanl  la  constante  arbitraire  par  logC, 

Arg  Sh  -  -:-  l.igj  r^  log  (.»•  +  \,.r:'  -^ y)  —  logC, 


.r 
,) 
d'où 

J(-— C-—  2C,r 


SIti.  11.  S'-paviiiion  (les  variables.  —  L'intégration  immédiate 
peut  s'efTectuer  dans  le  eas  oiî  les  variables  sont  séparées,  c'esl- 
à-dirc  où  l'équation  est  de  la  forme 

Xdx  -t-  Yc/i  =  o, 

X  étant  une  fonction  de  x,  Y  une  fonction  de  )".  L'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  est  alors 

J'Xch  -h  fYth     -o. 
Exemples.  —  i"  Soit  l'équation 

f/r         dv  _ 
X  y 

on  en  tire,  en  représentant  par  logC  la  constante  arbitraire, 

log.r  log  1     :^ll)gC,        d'dÙ       .cr^C,)". 

2°  Soit  l'équation 

,h-  dy 

on  en  tire,   en  représentant  par  arc  tangC  la  constante  arbitraire, 

.r  -\-  r 
arc  tanga-  4-  arc  tang  i  =  arc  tang '—  =  arc  tangC, 


d'où 


1  —  xj 


—  C. 
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813.  On  peut  ramener  au  cas  précédent  loule  équation  de  Tune 
des  formes 

X,Y^.r  +  XY,rfi  =o, 

X,  Xi  étant  des  fonctions  de  x,  et  Y,  \  ,  des  fonctions  de  j  .  Il  suf- 
fira, pour  cela,  de  diviser  chacune  de  ces  équations  par  le  pro- 
duit XY,  en  tenant  d'ailleurs  compte  comme  il  convient  [781]  du 
facteur  ainsi  supprimé. 

Exemples.  —  i"  L'équation 

J  dx  —  .V  d]    :rz  G 

devient,  en  divisant  par  X")  , 

dx        dy 
■     =  G, 

d'où  [812] 

■r  —  C^  =G. 

L'équation  différentielle  donnée  équivaut  à 

.V 

xy.dlou^-   =G. 

La  solution   supprimée   xj  =  o  correspond  aux   deux  intégrales 
particulières  x  =  o,  y  =  o,  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  tour  eî 
tour  C  =  o,  C  i:^  GO  . 
2°  L'équation 

y/j  dx  —  y/a-  d)  =:  o 

donne,  en  divisant  par  sjxj, 

dj>         dy 

d'où  l'intégrale  générale 

v/.7  —  y/J  =  C. 

Le  (acteur  supprimé  sjxy,  égalé  à  zéro,  donnerait  une  solution 
singulière  [789,  III]. 

Nous  allons  examiner  maintenant  deux  cas  généraux,  dans  les- 
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quels,   par  une    iransl'ormalion  convenable,   on   pcul    rendre  les 
variables  scparables. 

81  i.    111.  J^iuaiions  Itoinogènes .  —  Soil  une   équalion   de   la 

forme 

Mc/.r  -)-  N</)-  =  0, 

M  et  N  étant  deux  fonctinns  Jiomogènes  de  même  degré  en  ,r  et  j  . 
L'é(juation  proposée  pourra  [322]  se   mettre  sous  la  forme 

.f"'y  (■-  )  d.r  -;-  .»■■"/.  (■-  )  dr  "  o, 


OU.  eu  (li\isaiU  par  x'" ,  et  posant  '-  =  t,  d'où  dy  =^  idx  ■+-  xdl, 

I  f[t]d.r -\- ■/^[t][tdx  ~'r  J:dt]=^0, 

OU 

{«l{t)  +  tx[t\]dx-^.x:y^{t)dl=---Q, 

équation  où  les  variables  sont  séparables  d'après  le  numéro  pré- 
cédent. On  en  lire  ainsi 

d.r  v[t]dt 


d'où,  en  posant,  jiour  aljréger. 


T  = 


fin +  '-/.(() 

et  intégrant, 

logi-  -i-fTdt  --  log  C,     ou     .r  =  Cc-^'^  ''  . 

Après  l'intégration,  il  ne  restera  plus  qu'à  remplacer  l  par  sa 
valeur-;  ou  encore  on  conservera  la  variable  auxiliaire  /,  enjoi- 
gnant à  l'équation  précédente  l'équation 

815.  On  jieut  arriver  au  même  résultat  en  posant 
.r  n^  /  cos/>,     y=zrû\\p. 
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auquel  cas  on  a,  en  divisant  par  /"', 

<ji  [langp]  [cosp//r  —  rsmp  dp)  ^-  ^  (tang/))  [sinp  <lr  ~r  rcospdp)  r=:  o, 

ou,  en  ])Osanl 

p  __  —  tang/^.y  (  tang/;  )  +  x  (  tang/;  )  ^ 
y  (  tangp  )  -(-  tang/> .  /  (  tang/;  ) 

i-  ï>(lp=z  o, 

iFoii  l'on  tire,  comme  précédemment,  Fintégrale  générale 

816.   Exemples.  —  i"  Soit  donnée  l'équation  liomogène 

(.r-  —  1-  )  tJy  —  2  :rj  rlx  :=  o. 

En  faisant  ■)'  ;==  tx,  et  divisant  par  x-,  il  vient 

([  —  <-)  (.rrf?  -1-  ^(/,rj  —  ltcl.iz=  o, 
OU 

f  1  —  ;2  )  '/'       fZ-r 

•  —  =  0. 


M 1  +  '' 


I  ?  / 

En  décomposant  le  multiplicateur  de  dt  en ^ — :,  :  et  intégrant, 

il  vient 

log/  —  Ing  (  I  H-  i-  )  —  log.f  =--  logC,      ou ,-  =  C.r, 

ou,  en  mettant  pouri  sa  valeur -, 


.z~  -Jr-  y'  =  -  y. 

Autrement,  eu  employant  la  transformation  du  n"  815,  et  divisant 
par  /■-,  on  a 

(  CCS-/;  —  sin-/;  )  (sin  />  (tr  -^  icosp  dp  ] 

—  2  cosp  sinp  [  cosp  dr  —  i  sin/;  c^>)  :=  o, 

ou,  en  réduisant, 

—  sinp  dr  -h  r  cosp  dp—-o; 
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en  scparanL  les  variables,  on  en  lire 

dr       cosptlf)  . 

7 — -  =;  o,      loLT  —  logsin/j  =^  loeC, 

r  sinp 

on  enfin 

;•  ^  C  sin/>. 

a"  Soil   encore  réqualion 

(•'"  —  ^■•-f  —  x)  fi-''  -r-  ^■>:y  'h  ==  o. 

En  posant  j  =:  l-  x,  et  séparant  ensuite  les  variables,  on  a 

rix  1  f-  dt 

! -, ;  =0, 

X  l  —  l  —  l-  n-  f 

OU,  en  décomposant  le  multiplicateur  de  dt  en 
I  3      I  II 


(i  —  «)-       2  I  —  ;       2.  1  -\-  t 
et  intégrant, 

—         Cg~^  _      Ct^e'^~' 

817.  L'ne  équation  non  liomogène  peut  quelquefois  être  rendue 
homogène  par  une  transformation  convenable.  Soit,  par  exemple, 
l'équation 

[d.r  -+-  II]   -h  c]  dx  -\-  [a' X  H-  L'y  -\-  c')  d)  =  o. 

On  peut  faire  disparaître  les  termes  constants  dans  chaque  paren- 
thèse, en  posant 

j:  --=  ?  -1-  a,      y  =  r,  -h  |3, 

cl  déterminant  les  constantes  a,  j3  par  les  équations 

A)  (7K -f- ip  H- f  =  o,      a' V. -h /j' [■:• -h  c' z^  o. 

L"é([uation  prend  alors  la  forme 

(«Ç  -i-  l/T,)  dl  -r-'\a"c  -^  b'n)  dr,  =^  O, 

d'où,  en  posai! l  r  ^=l^, 

dl  {a'-\-h't)dt 

-^    i 1 :j^  (j 

Ç  a  -i-  [a'  -i-  h)  t  -h  il'  e-  ' 

écpialion  où  les  variables  sont  séparées. 
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Celle  méthode  serait  en  défaut  si  le  déterminant  des  équations 
(A)  était  nul.  En  posant,  dans  ce  cas, 

a'       //       ,  .        , 

—  z=  -^  =  A-,       ax  ~{-  by  =  «, 

a         0 

l'équation  devient 

[c  4-  iu)  du 


d.r  -i- 


[b  —  ai)  u  -r  bc  —  ac' 

Si  l'on  avait,  de  plus, 


"'       '''  —  '■'  —  X 
a  I)  c 


alors  l'équation  proposée  pourrait  s'écrire  sous  la  forme 
[a.r  -\-  h  Y  H-  c)  [dx -\-  kdy)  =^  o, 

et  elle  serait  vérifiée  soit  en  prenant  dx  -^kdj  :=  o,  d'où 
ax  -+-  a' X  +  C  =  o, 

ce  qui  donne  l'intégrale  générale  ;  soit  en  prenant 

ax  -+-  by  -4-  c  =  o, 
solution  étrangère  en  général,  intégrale  particulière   lorsqu'on   a 

On  aurait  atteint  le  même  but  en  prenant  pour  variables 
z/  =  n  X  +  hj~^  c,      c  =  a'x  -+-  l/'j  -+-  c' . 

818.  On  peut  employer  pour  la  même  équation  différentielle 
une  autre  transformation,  qui  consiste  à  faire  disparaître  x  dans 
le  coefficient  de  dx,  ely  dans  le  coefficient  de  dj  ,  ce  qui  permet 
de  séparer  immédiatement  les  variables.  Pour  cela,  posons 

?  =  .r  +  ).i  j,     y;  =  .r  +  l^y- 

En  substituant  ces  valeurs,  et  identifiant  l'équation  ainsi  obtenue 
avec  une  équation  de  la  forme 

{gr,-\-/,)dï-+-[g'l-i-  h')  dr,  —  o, 
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cm  Irouvc  les  condilions 
On  rn  (ire  d'abord 

(  S  -I-  ^')  (^'1  -f-  ^i)   ="  (  >■!  +  "''■2)  —  f>   +  "'.        "'h  >2  =  /•'', 

d'où  l'on  concliil  ([lie  /,  cl.  ^o  sont  les  racines  lic  rériualioii  du  se- 
cond degré 

(ù-—[h  H-  «')). -;-//=no. 

Ces  racines  Irouvécs,  les  cqualloiis  l'ont  connaître  les  valeurs  de  g, 
h,  g',  h';  etc. 

S19.   l  ne  équation  peut  quelquefois  deseiiii'  lioniogène  par  rap- 

jiort  à  .«•  cl  à  z,  lorsqu'on  pose  1  =  -•    l*ar   celle  Iransl'ornialion, 
elle  doil  jirendre  alors  la  l'orme 

x'"  -A-]  (Ix  -i-  .<■'" 
ou,  en  mellant  pour  z  sa  valeur-) 


dz  ^  :  O, 


x"' y  ( .i-f) d.v  —  --  x[.vj](lj  =^0, 


ou  encore 


.>;'"--  .[xyY-<f[.n-]djr  —  X'" /^[.rj  ](ly    _  o, 
iMpialHin  ipii  peut  se  ramener  à  la  lorme 

f  (  -"y  )  7?  -'-  '^  (  ■'■^  )  ''->  ^^  °'  ""  î*  (  •''->■  ) ''■''  +  '^  (-^z )  ,2  =  ° • 

Exemple.  —  Soil  l'équalion 

(a-  +  .rj  )  <•//  —  -'7^  tl'-  ; 
on  jieiil  1  éciire  sous  la  lormc 
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qui  rentre  dans  le  cas  précédent.  On  posera  donc 

,      dy       t  djc  —  xilt 

xy  =  t,       d  ou      — -  =:  ; 5 

y-  t"- 

et  l'équation  deviendra 

djc  ffl  -t-  «  )  (// 

G, 


X         at  -i-  t-  —  f 

où  les  variables  sont  séparées. 

820.  Soit  encore  l'équation 

jc"'{ayd.r  -+-  b.idj]  -i-  j-"  [a' y  d.r  -+-  l/'.vdy    :=i  o, 
OU 

((7.r"'  -1-  a'x"  )  —  -f-  (  i.r"'  -r-  h' y"  )  ^  =  o. 
x  y 

Va\  faisant x'"  :=  ^  ,  j"  --^y),  on  a 

t/x  dz  dy         dr, 

.?•  m\         y  110 

et  l'équalion  prend  la  l'orme  homogène 

[al -\- a!  r.]  — -  +  U- ?  +  h' r,]  —  =o. 

821.  IV.  Eijuatiuns  lincaires.  —  On  appelle  équation  diffé- 
rentielle linéaire  du  premier  ordre  une  équation  difTérentielle 
dans  laquelle  la  fonction  j)^  et  sa  dérivée  j  '  n'entrent  qu'au  premier 
degré,  et  sans  être  multipliées  l'une  par  l'autre.  La  forme  générale 
d'une  telle  équation  est  ainsi 

(.)  /  +  Pj  =  Q, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  x. 
Pour  intégrer  cette  équation,  que  l'on  peut  écrire 

dy  +  Vydxz=(ldx, 
posons 

(■2)  J=m-, 

H  et  i'  étant  des  facteurs  indéterminés,  dont  l'un  peut  être  pris  ar- 
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Ijilraircnient.  On  en  lire  dj  =  vdu-^  iidw,  et  l'équalion  proposée 
prend  la  forme 

(  3 )  «  (  r/c  H-  i' P dx)  -f-  rrfw  —  Q dx. 

Choisissons  v  de  manière  à  faire  disparaître  le  premier  terme,  en 

posant 

di'  -f-  iVdx  =  o,      d'où     (■  =  Ae-J'''''-^, 

A  étant  une  constante  arbitraire.   L'équation,   réduite  alors  à  la 
forme 

vdu  =:  Qd.r, 

devient,  en  mettant  pour  ^'  la  valeur  obtenue, 

du  —  -  É?J"''''-«Q^.r,      d'où      H  -'  C  -t-  ^fef^''^Qdx, 


et,  par  suite,  en  écrivant  C  au  lieu  de  AC, 

jK  =  c--f  '■''■'(  C  -h /eJ''"  '' '  qdx]. 

On  voit  que  cette  expression  est  indépendante  de  la  constante  A, 
que  l'on  aurait  pu  prendre  tout  d'abord  égale  à  l'unité.  On  pouvait 
le  prévoir  d'avance,  en  remarquant  que  le  choix  de  i>  était  tout  à 
fait  arbitraire,  et  que,  pour  faire  disparaître  le  premier  terme  de 
l'équation  (3),  il  suffisait  de  prendre  pour  v  une  intégrale  particu- 
lière quelconque  de  l'équation  di'  ■+-  l'Pdx  =^  o. 

822.  On  peut  arriver  à  la  même  intégration  par  la  méthode  gé- 
nérale de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Considérons 
d'abord,  au  lieu  de  l'équation  (i),  Féquation  sans  second  membre 
ou  équation  linéaire  homogène 

dy  -{-  Vydx—-  o. 
L'intégrale  de  cette  équation  sera 

Cherchons  maintenant  à  représenter  l'intégrale  de  l'éi/uation  com- 
plète (i)  par  une  expression  de  même  forme,  mais  dans  laquelle 
on  remplacera  la  constante  C  par  une  fonction  inconnue  u  de  la 
variable  x.  Cela  revient  à  prendre  pour  nouvelle  inconnue  j'  di- 
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visé  par  riiilégralc  de  Féquatioii  sans  second  iiu'iiibrc.  Lors([u'(in 
viendra  à  diirérenllcr  celle  valeur 

j:_-«e-J'" ''■■■, 

les  lernics  dans  lesquels  n'enlrcra  pas  la  diflércnlielle  du  facteur  // 
seront  les  mêmes  que  si  a  était  conslant,  de  sorte  qu'il  s'opérera 
enlre  ces  termes  les  mêmes  réductions  que  dans  le  cas  de  //  ^:  G.  Or, 
dans  ce  cas,  les  deux  termes  de  l'expression  dj  -hP}  clx  doivent 
se  détruire,  quel  que  soit  C  Donc,  pour  a  variable,  il  ne  restera 
do  ces  termes  ([uc  celui  (pii  contiendra  la  dilTérenticlle  de  a,  de 
sorte  que  l'êqualion  se  réduira  à 

d'où  l'un  tire 

et  l'on  obtient  ainsi  la  même  valeur  dej  «pie  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

Nous  verrons  plus  tard  d'autres  applications  de  cette  méthode 
d'intégration. 

823.  Exemples.  —  1.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-tangente 
soit  à  l'ordonnée  comme  une  longueur  donnée  d  est  à  la  tlillerence 
entre  l'ordonnée  et  l'abscisse  [prohlèrne  de  de  Beaune). 

On  a  là  proportion  S,  ;  >  =  a  ;  )  — x,  d'où 


a 


Ici 


P  =  — -,      Q  =  — -,      fP<I., 


''■•  Qrf,r  =  -    /  e    "  -  dx  —  G  H-  ac    ■'  I  ^  +  ij 


d'où 


r 


y  :=  .r  -\-  a  -+■  Ce' . 


Si  l'on  prend  [lour  nouvel  axe  des  .r  la  droitej   =:x-'r-a,  les  nou- 
velles coordonnées  X,  Y  seronlliées  aux  aucienncs  par  les  relations 


X  X 

V'2  \l-3. 


II.  —  Cours  de  Cale,  infiii.,  II. 
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cl  réqualion  de  la  courbe  prendra  la  Ibrnie  [)Iiis  siiiipic 

y=::Ce"''». 

II.   SoiL  réqualion 


■z. —  r=  I. 


On  a  lei 

fVdr  =r  —  i  _  l„g.r^      eJ"'''''=z  —^  e"•^      fOe!^''''dx  =  e'^  H-  C. 
.;■  .r-  ^ 

d"où 

1-=:.r-\l  +  Ce^j. 

m.  Sommer  la  série 

.r  .r-  j:" 


1.2  2.3  «  («  +  1  ) 

Comparons  cette  série  au  développement  de  — log(i  —  j:)[3io], 


I  .T         .r-  X" 

Idg =  -  H 1 1 

I  — .11  2  II 


On  a  évidemmenl  la  relation 


r  +  X  -—  =  log . 

(Ix  1  —  X 


En  intégrant  cette  équation,  on  trouve,  pour  l'intégrale  générale, 


C        I  —  '•  /         ,  1 


J  =  -----^,  +  .og 


On  déterminera  la  constante  d'après  la  condition  que  j'  s'éva- 
nouisse avec  X,  ce  qui  donne  C  =  i ,  et,  par  suite,  la  somme  cher- 
chée est 

1  —  X  I 

j=  i log 


8!2i.   On  peut  ramener  à  la  forme  linéaire  toute  équation  de  la 
forme 

en  posai)t/(j-)=;. 
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Equation  de  BertiouUi.  —  Soieiil  P  et  Q  deux  fondions  de  .r, 
cl  considérons  l'cqualion 


(ir 


OU,  en  faisant  y  — j}=:z  n, 

dy 


d.    ■    "^^  =Q-'"- 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

-^ hi—i)P-^--  =-(/;  — ilQ, 

équation  qui  devient  linéaire  lorsqu'on  pose  —^3;  =  z,  et  qui 
donne 

On  aurait  pu  traiter  l'équation  de  BernouUi  directement  comme 
réquation  linéaire,  soit  en  posant  7=  ii^>  et  en  séparant  ainsi  l'é- 
quation en  deux  autres,  soit  en  employant  la  méthode  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitraires. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

dj  -+-  j  dx  ^  .rj^  dx. 

Si  nous  appliquons  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires, nous  aurons  d'abord  à  intéj^rer  l'équation  clj -\-  ydx  =  o, 
qui  donne  1=  Ce~''.  Substituant,  dans  l'équation  proposée,  la 
•salcur  y  =  «e"',  il  vient 

du 


e~ 


'du  =  u^c~^-''d.r,      ou      --  =  e~^  ''xdjr. 


d'où,  en  intégrant, 


u- 


ou,  à  cause  de  ii  =  e'r 


-  =  .1  -i î-Cc'. 

J-  2 


34o  i.ivuE   IV.  -      cnAr.  ii,  ^   u. 

825.    Si  I  un  (Jomic  une  ('(jualitjn  de  la  lornic 

on  j)cul  (J'aijoid,  en  divisant  par  «a'j''  ,  la  ramener  ù  la  forme 
_)  f  dj  -+-  g.t■^y^'dJL    -hx^'d-L-. 

Si  l'on  pose  inaintenanl 

).•<•/»-  -r  dz,      d'où      )•■;-*-'  1-  (y  4-  i]r, 

l'équation  prendra  la  forme 

dz  ~  k  i'^ z" dx     ' /i.t^'d.r, 

Gl  clic  deviendra  linéaire  si  l'on  a  //  =  i ,  c'est-à-dire  — ~ —  ^^  i, 

ou  /i'  =  (3  -i-  I ,  c'est-à-dire  si  ré(piation  donnée  rentre  dans  l'équa- 
tion de  Bcrnoulli. 


^  n. 

APPLICATI0i\       DE      L'iNTÉGIliTIOIV       OES      ÉQUATIONS      DIFFÉRENTIELLES 
A  LA   RECHERCHE  IlE  LA  FORMULE  DADDrnON  DES  TRANSCENDANTES. 

82G.   Soit  C5(.ï')    une  fonction  donnée  de  .r,   et  désignons  par 

n  (a:)  l'intégrale  /      r^^x^dx,   prise   à    partir    d'une    limite    con- 

*-  Il 

stantc  a.  On  propose  de  trouxer  la  relation  (jui  doit  exister  enlro 
trois  argunienis  x,y,  z  pour  que  l'on  ail.  entre  les  \aleurs  corres- 
pondantes de  la  transcendante  II,  la  relalion 

(l)  lli  j-,  -4-  \\[r    —  n[z]. 

Pour  cela,  supposons  -  constant,  et,  par  suite,  11(5)  égal  à  une 
constante  C.  En  difTérentiant  l'équation  (i),  on  a  l'équation  dillé- 
rentielle 

(a)  u .^.r]  dx -i' t^[r]  d_t  :  _  o, 

dont  l'intégrale  générale  s'oblienl   immédiate  nient  sous  la  forme 

Su|>posons  que.  par  un  movcn  quelcoinjuc.  on  ail  ohlenu  la  même 
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iiiU'j;ralc  générale  sous  une  autre  forme 

(■})  F(x,r):=C'. 

Si  dans  l'équation  n(x)  4-  n(j)  =-.  G  on  fait  x  =  a,  n(x)  s'an- 
nule et  n(j-)  devient  égal  à  G,  c'est-à-dire  à  n(r),  d'oùj)=  z 
pourx  =  rt.  Introduisant  ces  substitutions  dans  l'équation  (3), 
elle  devient  F(rt,  s)=ir  G',  et,  par  suite,  on  a,  pour  la  relation  cher- 
cliée  entre  les  arguments  x,  r,  z, 

(4)  F(.r,.,)r_-:F(«,  3). 

Si  Ton  représente  par  ;(,  r  les  intégrales  !!( x),  17  (  )  ),  et  par 

•»^  =  ?(«).   y-   9{") 

les  fonctions  inverses  de  ces  intégrales,  on  aura  z  ^^  '-.[a  -\-  v), 
(7r=  ^(o),  et  la  relation  (4)  prendra  la  forme 

(5:  F[?(«).  ?('')]  =  F[t(o),  ?(«  +  ")]• 

827.   Exemples.  —  I.  Si  l'on  définit  la  Iranscendaute  log.r  par 
l'équation 

jog.r--    /        ^   , 

considérons  l'équation  différentielle 

dr         ,ly 

h  —  =0, 

■'■  X 

dont  riutégrale  iminé<liate  est 

log.r-r-  log.r-  -  C. 

Si  l'on  écrit  l'écpiallim  diOc'^rcnlielIe  sous  la  (orme 

y  <Lr  -\-  rdy  :    :  o, 

on  en  tirera,  en  intégrant, 

.vr  :=  c, 

d'où  (en  faisant  x  ^=  i ,  i'  =  z), 

C ---  z,     xy  ---  : ,      log.r  +  logj-  .-;  log [xy]. 
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Soit  ç(")   la  lonciion    inverse  de  u  =  \ogx;  les   deux  i'ormes 
de  l'inlégralc  devicndrinU 

«-l-l':r^C,       et      0>(u)  y(l')  r^C'. 

En  supposant  a'  =  (j;(if)  =  i ,  d'où  u  =  o,  t'=  C,  il  \ient 

ç(C)=—  C,        ou        C:=^logC'. 

En  remplaçant  donc  tour  à  tour  C  par  u  -h  i»,  et  C  par  x)  ,  on  a  la 
formule  d'addition  des  transcendantes  Ioi;aritlimiques  sous  les 
deux  formes 

y  («)  i}i(('j  rnz  (p(«  -(- c)  ,      ou      c".e''=  e""'"'', 

et 

log,r-4-log_i   —  log(j:_)). 

II.   Si  l'on  pose,  par  définition, 

/••'■     d.v 

récpialion  dillérenticllc 


aura  pour  intégrale 

(|3)  U(.r]+n(j)=C. 

On  peut  d'ailleurs  écrire  l'écpiation  (a)  sous  la  forme 

G  =  (  l  -t-  J  -  )  r/x  4-  [  I  -T-  .c-  )  <^jr 

=:=  c/j:  —  cA-  -i-  (.r  -h y  —  .r)  )-f/.r  -f-  (  j:  +  j  — j)  .rr/r 
=r:  (i  —  .ry)d{x-i-x]  —  [-^-^j]  '/ [l  —  ■''/) , 

OU,  en  divisant  par  (i  —  ^j'j'j 

(7)  c/ =  O,       (J  ou         =L. 

^  '  '  1  —  .t/  1  —  .vy 

Soit   maintenant   lang»  la   foudion  inverse  de  u  zz^Tl(^x).  En  fai- 
sant X  =  o  =:  tango,  d'où  »■  :^  (>,j)  — :  tangC,  il  \icnt 

tanffC  =  C. 
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Donc 

,  taiwii  +  tansc 

tanc  I  H  -f-  ('  = 2 s_ , 

°  *  '        1  —  tang((  tangi' 

et,  en  remplaçant  H  (.r)  par  arc  tango", 

X  -r-.r 


arc  tang.c  -f-  arc  tang_)'  =  arc  tang 


— -^J 


On  trouverait  de  la  même  manière  la  rormule  analogue  relative 


aux  tangentes  hyperboliques. 
III.   Si  l'on  pose 


l'équation  dillércntiellc 

dj:  dy 


=  o 


aura  pour  intégrale  transcendante 


n(x)  +  ii(j-j  =  c. 


Cherchons  maintenant  une  intégrale  algébrique  de  cette  même 
équation.  Pour  cela,  posons 


d.r 

=  - 

dy 

= 

-du 

\/' 

1  — 

x- 

v>— J' 

dr 

izr 

y/T 

dx_ 
du 

■  V 

du 

— 

.r% 

1  — J  - 

En  élevant  au  carré  ces  deux  équations,  et  diflerenliant  par  rap- 
port à  la  variable  indépendante  u,  on  a 

d.rd'-.r  dy  d- y 

1  — — ;—  =—  2.rf/.r,       1  -__=_2jrrf/, 

(lu-  du^ 

d'où 

d'-.v  _  d\r  __ 

Posons  maintenant 

x4-J  =  /5,      x—y  —  q; 
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les  c(jiialions  j)i('tc'ilL'nl('S  (loiiiioronl 

(P p  il"- q 

dp  ilq         dx^         dy'- 
dii  du        du-        du^ 

(I  (lù  1  on  lire,  |)ar  divisiiin. 


=  -  P'J- 


.1^ 

du^  I 


d±  , 

(lu  (In 
- — -  =  -  ,       nii       -~-  =         , 

etp  dq  q  dp  rj 

du  du  du 


CMjiiation  connue  [812  et  827.  I  i,  d'où  l'on  conclul 

du 

Cl  Ion  a  de  même 

da 

Bp, 


du 


A   el    B  étant  des  eonslanles  arbitraires.    En  subsliluanl   à  /■,  t/, 

d/>    dfi  ,  ,  .    ,  ... 

-  1  — -  leurs  valeurs  ci-dessiis,  il  vient 

du     du 


v/i  —  •'""  —  V'  '  —  .1  ■  =^  A  (.r  —  r), 
y'7—  x'-h  ^i—_y^z=zB{x  -1- r), 

é<juations  d"où  résulte  entre  les  deux  constantes  la  condition 

AB  —  —  1 . 
On  en  tue,  par  addition  et  soustraction. 

A  +  R  A  —  B 

,        --        A  -^-  IS  A  —  R 

\/ 1  —  )-  = r X. 

2      ■  2 

,  ■           1        .          •              \  .  1  •     ■            A  -4-  B     . .     . 
Lntrc  les  équations  [aj  elinunons :  il  vienl 

/ .• ;       A  — B  ,    , 

r  V 1  —  ■<■'  -  j:  V'  ■  —  J ■■"  =    -  -  (■*"  " -'  ; ■ 
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d'où 

_    ,_     2  2A  -c^  — .r^ 


A  -  B        AM-  I         ,-./._  r^  _  j:  ./ 


r  y/i  —  -^^ —  -^  V'  — ■'  ■ 


=^— .  (xV^I-.i^+.lVl-.':^). 

On  a  donc 


[b]  xsJ\-y'+y\Ji~.c'-=C'. 

En  faisanl  maintenanl  n(.î-)  =  ;/,  n(j  )  =  i',  .r  ==  y(«),  J  =  ?('')' 
il  vient,  pour  j?=n  o,  »  =-  o,  v  ^^  C,  ■>  =  'f  (C),  d"où,  en  vertu  de 
l'équation  [h), 

Donc,  en  remplaçant  (j)  par  la  notation  ordinaire  sin,  l'équation  (A) 

devient 

sin«  cos,v  -:-  sine  cosk  =  sin(K  -i-  c). 

De  même,  en  éliminant entre  les  équations  [a),  il  vient 

^  .V-  —  y-    =r  X  ^  I  —  ./,-  —  y  \'l  ^  .)  ' 


[■■'  \'\  —  •'■■^  —  .,)■  \/i  —  .r^)  (■'"  s^i  —.'-  +  .)'  ^i 

.r  ^/i  — j'''-l-.r  v^'  —  •'■■ 

.r  y/l  —  j-^  -+-  V'  I  ^  •*•* 
__  (,r^  -  y'-  )  {  v'T^T?  V^'i"^^-  —  •':'•) 


A—  B 

d'où 

\    ;  -        V  ^         •  A  —  B 

Pour  x=  o,  j)'  =  sinC,  il  vient 

C"  —-  —  y/i  —  )--  =  —  cosC  r-  —  cos  (  f/  -t  c 
Donc 

cos«  cosi'  —  sin«  sinr  =-  cos(;/  +  c). 

W  .   Soil  le  polynôme  du  quatrième  degré 

/{j")  =:  rt.r*  -f  rt,.r'-+-  .72.7.-'  +  a^x  -\-  a-. 


.      34G  LIVRE    IV.    —    CIIAP.     II,     §    II. 

et  posons,  pour  abréger, 

X=/[x),      Y  =/(/). 
(>Iierclions  une  intégrale  algébrique  de  léqualiini  difTcrentielle 

t/x         dr 

d'uù  d('|iciid  la  propriété  fondaniciilalr  de  la  transcendante 

/■■'■  dx 
n[x)=    /      -^. 


Pour  cela,  posons 
On  en  tire 


dr  dy 

— ^  ^=.  au. 


dx-  dxd-x        ,  ,      .       ^        ,  .   , 

X  =  -— ,  )       rfX  :-;  2 -^  [Aax^  -+-  3('i.i-  -f-  2rt,.r  +  n^    dx, 

(lu-  du-  ' 

doù 

1  ■ =:  Aux-'  -r-  6a, X-  -H  la^x  -t-  a,, 

r/w- 

et  de  même 

2  -— •  —4'''.'      -+-   ^"O'-r  2rt,,J  -h  ":;. 

- — j-'r—  =X  — Y=.  a(j.-*— ^■*)  -i-(7i(j:3  — ,)')  +  <72(.r-— j2)-i-a3(x— j). 

Si  l'on  pose  maintenant  x  H-j  = /*)  -X^ — J  ^^  'h  '•*  dernière  équa- 
tion devient 

dp  de/  p-  -+-  q-  S/j-  ■+■  (/' 

——i-  =  apq  ' h  fli7  -. h  a^pq  H-  a^q, 

au-  2  4 

et  de  l'addition  des  deux  équations  précédentes  on  tire 

2  — ^   =  ''PiP'  -i-  37-]  H (p-  +  «7-)   H-  2a.>/>  +  203. 

En  éliminant  (i-,})  -h  n^  entre  les  deux  dernières  équations,  d  vient 

d-p  dpdq 

27  -— -  -■  2  --— -  =  lapu'  -^  n,7\ 
du-  du- 


1q 
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ilp  cV- p  flp-  tiq  ,  dp^ 


cl       , 

lu-                   ilu-  q  ,  , 
—  — -^^  r=.  lap  dp  -t-  a^dp. 


(^  du 

et,  en  intégrant, 

>   dp^  ,  .   ,, 

—  -—  =  ap-  -,-  a^p  -T-  t, 
q-  dw 

dp  ,  d.r         dy  r^  i-TF 

OU,  en  mettant  pour  -^  sa  valeur  - — |-  7-  =^  V-V —  v  1, 
'  du  du        du        ' 

(v'X-  vY)  =  --=:[j:-,v)^[«[.r+.l-j-'  +  fl,(x  +  j-)-hC'], 

ce  qui  est  l'intégrale  algébrique  de  l'équation  proposée. 

La  fonction  '^(x)  contient  comme  cas  particulier  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce 


Jo      )/i  —  ^- v/i  — 


et  de  l'intégrale  précédente  on  pourrait  tirer  le  théorème  d'addi- 
tion des  fonctions  elliptiques.  Mais,  pour  éviter  des  calculs  pé- 
nibles, traitons  directement  l'intégrale  u,  ramenée  à  sa  forme 
normale. 

V.  Pour  intégrer  l'équation 

dx  dy 


'  I  —  .r^  v'  1  —  ^^  -'-'^         V  '  —  /'  V"  —  ^'f' 


=  0, 


posons  X  =  siiKp,  y  =  s'^i/»  d'où,  en  faisant  Ao  =  v'  1  —  ^'  sin-cp, 
l'équation  différentielle  devient 

<-/a  d/ 

-^  -h  ^  =  0. 

Si  l'on  pose 

l'équation  a  pour  intégrale  immédiate 

F(7J^-F(x;  =  c. 
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l'our  obtenir  une  inU'gralo  alyûljriqiH",  posons 

(1011  l'on  lire 

(If  <ly^ 

MlevaiU  ces  deux  éqiialions  au  rarié,  et  (lifTércntiaitl .  il  \ienl 
d' tu  . 

1  ——■  :=  —  1Â-  sm 'i>  cos o  '-    -  /■-  sin  ■>,  y, 
aa- 

1— —  r^  —   2/^SUl/ COS/  r-:  X-SIinv. 

Sl  l'on  [)0sc  0+  ■f^=^  p,  o  —  /_=--  i],  ces  équations  donnent 
'    ^  =  — ^'!'[sin(/'-^'7)-^  sin(/>-7)]-.  -    /■^sin/ïcos?, 


et  de  même 
On  a  d'ailleurs 
d'où 


^^1  ,2 

— — ;  ■=^  —  !•   cosji  sin  rj. 


dp  dq 

-j-  =  Ay  -  i/.,       -'-  =  A-^  H-  A/,, 


— :       X-sin  (y +x)  sinjy  —  y^)  :     ^Psmpsmq. 
On  tire  de  là 

d'-p  d-p                    dq 

--- cos  (I  -  - 

du-         cciSiq  du-                  du 

—            )  ou    — ,-  ■  — - 


dpdq         sin  "7  dp  i\\\q 

du  -  du 

d'où 

(i)  ^^  — Asin/y, 

A  étant  une  constante  arbitraire.  On  trouve  de  même,  B  élanl  une 
autre  constante, 

(a)  -'  =  Bsin/^. 

du 
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De  ces  deux  c(|iiations  t)n  lire,  en  ('liminanl  du, 
A  s'\aij(/q  --  B  i\n/ji/ji, 

d'où,  en  iiUégrantde  nouveau, 

(  J  )  A  COS»/  —  lî  LOS/;  -1-  C'  :^:  o. 

T-'  1  1        .  •  /    \        /     \  dp     'l'I     \ 

bn  meltanl,  dans  les  équations  (i)  et  (a),  pour -^-»  — i  leurs  va- 
leurs, on  a 

Asin(y  — /)  —  ^'f  —  y/_, 

B  sin  (  y  -+-  ^)  =z  Ay  -I-  i;^;. 

Soit  maintenant  u  ce  que  devient  ;^  pour  (p:=o.   Ces   équations 

donneront 

—  A  sin  0-  =;  1  —  \t, 

B  sin'T  =:z  1  +  At, 

el  l'cMpiation  (3),  ou 

\\]  Acos(5/ —  x)  —  Bcos(î' 4-x)  4- C'=:o, 

donnera  (>'=(B — A)  cosff,d'où 

sin(7  snio-  sin<T 

Substituant  ces  valeurs  dans  léqualion  (4),  et  réduisaiil,  on    en 

lire 

cosff  =  cosycos/  —  sino  sin/AT, 

Soit  maintenant  am H  (amplitude  de  a)  =  (p  la   fonction  inverse 
de  l'intégrale  (/  ^F(cp).  On  aura 

■/_  =:=  ami',     r:  =  am  (  ii  ■+-  !■), 

el  la  formule  précédente  deviendra 

cosani  [u  -\-  r   ^  cosurai*  cosarai'  —  sinam;/  sinamr  Aam  («  H-  c), 

lormiile  d'addilimi  des  fonctions  elliptiques,  d'oii   l'on  peut  lirer 
un  grand  nonihre  de  lormules  analogues. 
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§  ni. 

THÉORIE    DU    MULTIPLICATEVR    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES 
DU     PKEMIER    ORDRE. 

828.   Nous  avons  vu  que,  lorsque  la  condition 

est  idenliquement  vérifiée,  l'expression  Mclx  -j-N  dj-  est  une  dif- 
férentielle exacte  ,  et  qu'alors  l'intégrale  de  l'équation  différcn- 
lielle 

(a)  M^/./.--i-NJ7  =  o 

est 

Si  la  condition  (i)  n'est  pas  remplie,  nous  allons  montrer  qu'il 
existe  toujours  un  multiplicateur  [x,  fonction  de  x  etdej^,  tel  que, 
en  niidli])Ii;int  par  ce  facteur  l'expression  Mdx-\-  Nr/r,  le  produit 
soit  une  diUérenlielle  exacte. 

Nous  avons  déjà  vu  des  exemples  de  l'exislence  de  ce  facteur 
dans  les  équations  où  les  variables  sont  séparables,  telles  que  les 
équations  de  la  forme  [813] 

X,Y^/./-.-  XY,^/.  n^o, 

tloul  le  premier  niembic  devient  une  dilTércnlielle  exacte  lors- 
(pi'du  le  multiplie  jiar  :rr^ 

A.  1 

Nous  avons  rencontré  des  équations  dont  le  j)remier  membre 
admet  jdusirurs  multijilicateurs  difTérents.  Ainsi  le  premicrmembre 
de  1  équation 

jclv  —  rc/r  :=:  O 


admet  les  niullipliealcurs 


I         I         I 

>      — )      — ,5      etc., 
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qui  donnent  à  ce  premier  mcmljrc  les  formes 
«flog— )     — d-,     d -,     etc. 

j-  ■'■       y 

829.  Pour  prouver  l'existence  générale  d'un  multiplicateur 
pour  toute  expression  telle  que  M  ff x  +  N rf) ,  nous  nous  appuie- 
rons sur  le  théorème,  démontré  dans  le  Chapitre  précédent,  §  IV, 
que  toute  équation 

(2)  lMrf.r -+- Nf/l  =0 

admet  une  intégrale  générale  renfermant  une  constante  arbi- 
traire G.  SI  l'on  sup])ose  cette  intégrale  résolue  par  rapport  à  (1, 
elle  sera  de  la  forme 

(3)  ■  F(.r,r]  =  C, 

la  fonction  F[x,j)  étant  au  moins  susceptible  d'une  représenta- 
tion géométrique  [786]. 

dr    .  .  . 

Le  -j-  lire  de  l'équation  donnée  (2)  doit  être  égal,  en  tout  |)oinl 

d'une  quelconque  des  courbes  (3),  au—  tiré  de  la  différcntiation 
de  l'équation  (3),  ce  qui  donne  la  relation 

dF      dY 
(A)  ^  =  ^. 

Or  cette  relation  finie,  sans  constante  arbitraire,  déduite  de  l'é- 
quation différentielle  et  de  l'intégrale  générale  qui  lui  est  équiva- 
lente, doit  être  une  identité;  car,  sans  cela,  elle  exprimerait  une 
relation  entre  x  ely  qui  ne  serait  pas  compatible  avec  une  valeur 
arbitraire  de  y  correspondante  à  une  valeur  donnée  de.r,  comme 
doit  l'être  l'équation  intégrale  générale  dont  l'équation  (4)  est  la 
conséquence. 

Remarquons,  en  passant,  que  ce  que  nous  venons  de  dire  s'ap- 
plique à  toute  équation  finie,  sans  constante  arbitraire,  déduite 
de  l'intégrale  générale.  Ainsi,  toute  i-elallon  entre  x  et  y  seuls, 
sans  constante  arbitraire,  déduite  d'une  équation  Y[x,  y,  C)  =0 
renfermant  une  constante  arbitraire,  doit  nécessairement  se  ré- 
duire à  une  identité. 


352  M  VUE    IV.   —    CllAP.     II,    §    m. 

830.  \-,cs  deux  iiirnihics  de  réqiialion  (4)  (''lant  donc  idcriliciiir- 
iiieiil  égaux,  désignons  leur  valeur  comiiiuiic  |iar  p..  Celle  quan- 
tité (/sera  une  (onclion  de  .r  et  de  j  ,  inconnue  lant  (|ue  l'on  ne 
connaîtra  pas  un  moyen  d'intégrer  l'équation  dinérentielle,  mais 
dont  l'existence,  du  moins,  est  démontrée.  On  a,  d'après  cela, 


d'où  l'on   lire 

a[U<l.r-v-  Nr/j)  —cl?. 

l'ar  conséquent,  en  multipliant  par  p.  le  premier  membre  de  l'é- 
ipiation  difTérentielle  (  a  ),  on  le  change  en  une  diUerentielle  exacte. 

831.  En  développant  la  condition  dinlégrabilité  de  l'expression 

ia(M(/xH-Nf(r), 

ôy  djc 

on  obtieni  l'équation  aux  dérivées  partielles 

M  -*:  _  N  -;-  -\-  y.    -r ^j- 

ay  ox         \  oy       o-t- 

qui  servirait  à  déterminer  p.,  si  l'on  savait  l'intégrer.  Mais  nous 
verrons  plus  lard  que  l'intégration  de  cette  équation,  dans  le  cas 
général,  revient  précisément  au  problème  de  l'intégration  de  l'é- 
(pialioii  (2). 

On  peut  cependant  trouver  [j.  dans  un  grand  nombre  de  cas 
nai  ticiilicrs,  et  la  recherche  du  mulliplicaleur  constitue  la  méthode 
la  plus  générale  pour  linlégralion  des  éf|uations  différentielles  du 
premier  orilre  cl  du  [Mcmier  degré. 

832.  Si  un  nuillijilicateiir  ij.  rend  iiitégrablc  l'expression 
p.  (  M  (/a.- 4- N  f/^  ) ,  (jui  devient  ainsi  égale  à  du,  l'équallon  différen- 
tielle donnée  (2)  se  trouvera  alors  équivalente  à 

-  du  =z  o . 


Elle  sera  donc  vérifiée  soit  en  posant  du  =:  o,  ce  (jui  donne  lin- 
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légrale  générale,  soil  en  posant  -  =:o,  ce  qui  donne  une  inlégralc 

|tarliculiùrc,  on  bien  une  solution  singulière,  ou  une  solution 
étrangère  [781]. 

Exemples.  —  I.    L'équation 

ydj  —  .rdj  —  o 

admettant  pour  multiplicateur  — i  létnialion  -  =  o  dimne  xi  =  o, 
ce  qui  est  un  système  de  deux  intégrales  particulières  qui  se  tirent 
de  l'intégrale  générale  -  =:  C,  en  supposant  tour  à  tour  C  =;  o  cl 

C  =  -VD   . 

II.    Le  multiplicateur  de  l'équation 

^J .  cl.i  —  y'x .  (/i   z=  o 

étant  —^-.■t  1  équation 


donne  une  solution  singulière  [789,  III]. 

833.  Une  équation  donnée  admet  une  infinité  de  multiplicateurs. 
En  effet,  si  /ui  est  un  multiplicateur  de  l'équation  jM('/.f  +  Nd)  =  o, 
de  sorte  que  l'on  ait 

(fi{ii)  du  r=fxçp(H)(M(/.r +  N£f>'  )  sera  aussi  une  différentielle  exacte, 
quelle  que  soit  la  fonction  cf.  Donc  p.y(i<)  sera  encore  un  multi- 
plicateur de  l'équation  différentielle.  L'intégrale  obtenue  au 
moyen  de  ce  nouveau  multiplicateur  est  la  même  que  dans  le  pre- 
mier cas;  car  il  revient  au  même  de  poser  a  =  const.  ou  de  poser 
<I>  («)  =  const.,  0  désignant  une  fonction  quelconque. 

Réciproquement,  si  ft  et  [x,  sont  deux  multiplicateurs  de  la 
même  équation,  de  manière  que  l'on  ait 

p  (MdLc-t-N^j)  =du, 

,u,  (  M  rfa:  -I-  N  df  )  =  du , , 
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la    <HMIllltc 

f/«,  ^  '       il  II 

l'hiiii  imc  (linerentiellc  cxaclc,  il  résulte  d'un  iln'orrmo  démonlré 
;iii  II"  779  (lue  '—  est  une  liiiicliou  lie  H.  Donc  le  muillplicaleiir  u , 
es!  eoiiiiiris  (!;uis  lu  liiruiule  a'i(/(). 

834.  Il  s'ensuil  de  là   que,    élanl   donnés  deux   iiiiilliplicaleurs 
différenls  p,  fji,  d'une  même  équalion  difl'érenlielle.  ou  oliliendra 

rinléi;rale  i^énéiale  de  celle-ci  eu  ci;alaul    à  \\\\r  coustaul(^  arhi- 

1  •         '■' I 

I  raire  le  (luolient  —  • 

Ainsi,  l'équalion 

Xll)    —  )  f/.l-  =;  O 

adincl  connue   niulliplicaleurs 

1  I 

."  =-^  — >       «1  =  — ;  • 
xy  X- 

Ellc  a  donc  pour  intégrale  générale 

|JL  X 

835.  Donnons  niainlenanl  (|iK'lques  applications  de  laïuélliode 
<lu  iiiiiUl|iliça[enr  à  l'intégralion  des  équations  didérenliellcs. 

1.   !  )i\  isons  l'éipialiou  (a)  [828]  par  N,  et  mettons-la  sous  la  forme 

dy  -I-  L(/xr^  o, 

M 

en  faisant,  pour  alu-éger,  L  =  —  •  Cherchons  dans  quels  cas  cette 

(■■(pialion  deviendra  intégrabl(^  au  moyen  d'un  multiplicateur  fonc- 
tion d'une  seule  des  variahles,  de  x  seul,  par  exemple. 

I''ii  écrivant  la  condition  pour  que  \'-{dr  +  Lf/x)  soit  une  dlflc- 
renlielle  exacte,  il  vient,  u  étant  indépendant  de  j', 

d'^  _  ^pL]  _      ^ 
dx  dy  dy 
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OU 

u  dx       dy 

Puisque  u.  est  une  lonclioii  de  ,r  seul,  Il  desra  en  ctrc  de  même  de 

-7—5  et,  par  suite,  il  laiit  que  L  soit  de  la  forme 
àj 

L^  :X,V-f-X,, 

X  et  X|  étant  des  fonctions  de  x.  Alors  l'équation  proposée  doit 

être  de  la  forme 

dy  -h  Ti.yrl.K  -f-  X,  dx  ;_-  o, 

c'est-à-dire  qu'elle  doit  être  linéaire.  Alors  la  valeur  de  fx  sera  don- 
née par  l'équation 

—  =  X  (if,     d  DU     u  =  e  1 

y- 

en  particularisant  la  constante  arbitraire  qui  devrait  être  en  fac- 
teur, ce  qui  est  permis,  puisque  évidemment  la  multiplication  par 
un  facteur  constant  n'a  aucune  influence  sur  l'intégrabilité  de  la 
fonction.  Le  premier  membre  de  l'équation  devient,  en  muUi[)llanl 
parfx, 

d'où,  en  intégrant. 

yc^'^'''-hJ'e^''''^X,dx=^C, 

ce  qui  nous  ramène  à  la  formule  trouvée  [821]  pour  Fintégration 
de  l'équation  linéaire. 

On  voit  que,  dans  ce  cas,  le  quotient  —  doit  être   de  la  forme 
Xj-hX|,  et  le  multiplicateur  de  l'équation  ^l  tLv -h  7^  dj' =  o 

est  alors  —  e^^''"'- 

N 

N 
Si  le  quotient  —  était  de  la  forme  Y.*;  -f-  Y, ,  Y  et  Y,  étant  des 
'  M 

fonctions  dej',  on  verrait  de  même  que  le  multiplicateur  serait 
M 

23. 


,h-       (ly 

)    :  -   o, 
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830.   II.  Léqualion 
(2)  M</j+-N<i     -o 

pciil  sV'crire  sons  la  forme 

ou  hicn 

(2)'         ^  (Mi  -(-  Nr)  <nn^[xr]  --  -  (Mx  -  N j  1  rHog  -  ^  o. 

Les  fonctions  Ma' -t- Nj  ,  Mj  — Nj  ,  (|iii  iiitilll|ilieiil  des  dillé- 
nnliellcs  exaclcs,  ne  peuvent  être  toutes  les  deux  idcntiqucnieiil 
nulles,  sans  quoi  M  et  N  le  seraient  aussi.  Examinons  d'ahord  les 
cas  où  l'une  des  deux  serait  nulle. 

1"  Si  Mj-  H-Nj'  est  identiquement  nul,  le  premier  membre  de 
l'équation  se  réduit  à 

-  (M..  —  N)-)r/lofi-, 

d'où 

Mrf.'+Ni'/r         1  .r 

Le   second    membre    étant    une    dilTérenlielle    exacte,    le    l'acteur 

d'inléffration  de  l'équation  (a)  sera  donc • 

°  1  \    /  Mj,-  — Nj) 

a°  On  verrait  de  même  que,  si   ^Lr  —  Nj-   est   identiquement 

nui,  le  fadeur  d'intégration  sera -— • 

'^  M  a;  4-  Nj' 

3"  Supposons  qu'aucune  des  deux  quantités  M  j-j-Nj,  M.i'  —  jNj' 
ne  soit  identiquement  nulle,  et  divisons  d'abord  le  premier  membre 
de  ré(jualion  (2)'  par  Mjc  -+-  Nj'.  11  vient 

M^r-4-N^/r        I     ,,      ,       V        I  Mj:  —  Nr    ,,       r 

Ux  +  N.)-  2         "  ^    -^        2  Mi-  +  N/        "jr 

Le  premier  membre  sera  une  diflerenlielle  exacte  si 

Mi— Nj'  .r 
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.  jM.r N  )  .  X 

CM  csl  une,  et,  par  suite  [7791,  si l^^cst  une  fonction  de  lo"  - 

'  '-         ^        MxH-Nx  / 

iiu  lie  -;  c'est-à-dire,  si  —  csl  une  fonction  de  ce  rapport--  C'est 

(0  (jui  a  lieu,  en  [niiliculier,  lorsque  M  et  N  sont  des  fonctions 
homogènes  du  même  degré  de  j.  et  de  y.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une 
('■([nation  homogène,  le  facteur  d'intcjgration  est 

I 


à  moins  que  Mx  -h  \}'  ne  soit  identiquement  nul,  auquel  cas  non- 

avons  vu  \  i"]  que  le  multiplicateur  serait • 

^      ^  ^  '  M.r  —  ?Ji- 

4°  Divisons  l'équation  (2)'  par  Mx  —  Xi  ,  ce  ipii  donne 


Mrfr4-'Vrfr         I  M.r-t->fr     ,      ,       ,         i      ,      -r 


I  1  -..11-  Mf-H  Nr  ,-         • 

l.e  premier  memljre  sera  integrable  si  ■ ^  est  une  lonctioii 

'  °  M.r  —  ;>J_) 

(le.n  ,  c'est-à-dire,  si  le  rapport  — -  est  une  fonction  de  xy,  con- 
dition qui  est  satisfaite  si  l'on  suppose 

M  =^.''?  (■■«/).     ^~  •'•^(•'•j)- 

Donc,  dans  cette   hypothèse,  le  multiplicateur  de  l'équation  (2) 
sera 

I 


M  x  —  N  r 


sauf  le  cas  de  M.c  —  \j  =;  o,  dans  lequel  (2°)  le  multiplicateur 


est  r. 


Mx-i-  JN'_r 
liemarquons  que,  si  l'on  change  j- en  -1  l'équation  (2)  desient 

M(te—  N^^r^  o, 

N 
où  '\I  et  \  sont  remplacés  par  M'=  M,  N'^ ;•  On  a  alors 


358  i.ivni:   iv.  —    ciiap.  ii,   §   m. 

de   sorte  (|iic    le   premier  mcniliie   de  l"('(Hi;illoii    liviiisforiiiéc  csL 

homogène  ]i;ir   rnpporl  à  x  cl  à  z,  el  l'on    se    Irome   dans  le   cas 
liaité  au  n'"  819.  On  a  alors 


<S37.   h.xeniples.  —  I.  Soit  l'équalion  iiomogènc 

[x  -^ y)ilx  —  [.T  —  _)  )  ily  =  o. 

En   dixisanl   par  (.r -i- •))  ^  —  [x — y^-^  =:z  x- -\- j- .    le    premier 

niemljre  devient 

1  .r  -4-  V  1  (Ix  —  i  X  —  ■\  ]  dy 


.T-  -+-  y- 


<e  qui  donne,  eu  intégrant, 


yfx-  -h  )  X 

'"o   — TT^ ~  arctang  -    -  o, 

'-'  X 

éqiiallon  de  la  spirale  logarithmique. 

II.  Soit  réqualion 

(  )  +  .1)  -'  eU  -h  [x  —  x-y]  dy       o. 

(^n  a  — ^    =  — '—  =  une  fonction  de  .ri  .  Le  multiplicaleiu- 

N.)-        .ri— x\r-  -^  ' 

d(>  ré(juation  est  donc  x  (j  -i-  xj-]  — j  {x  —  •î'j)  =  2  x-j  -,  ce 
riiii  elianKe  léduation  en 


— --^  dx  -4-      — ^  dj  =  o, 

.r*)  xy^ 


d'où  l'on  lire,  en  intégrant, 


log C. 


838.  111.  On  peut  elierclier  direclement  dans  quels  cas  le  niulli- 
plicaleur  sera  une  l'onelion  homogène  de  .r  et  de  y,  ou  hlen  une; 
Ibnctiou  de  X)  . 
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1°  Si  l'on  suppose  u  homogène  du  degré  zéro,  il  sera  de  Li  lormc 


.=-?(j)  -.('). 


)■ 


en  posant  /  ^  -,  d"oi"i 


dt  /        àt        i 

dx  .(■       dr       .r 

cl  l'équation  aux  dérivées  parliellcs  du  11°  831,  à  laquelle  doit  sa- 
tisfaire la  fonetion  p.,  deviendra 

^U(M  +  N.)+.(0(-^--j,-)=". 

d'où 

dM       JN 

,1  1         àj         d.e     ^    , 

d  les  m   ri  H x-  cil  =  0. 

Pour  (|ue  celte  équation  subsiste,  il  laul  (|ue 

Mj--t-Nj- 

soit  inie  fonction  de  i  ou  de  '-»  c'est-à-dire  une  fonetion  liomosèrK' 

du  degré  zéro,  ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  lorsque  i\I  et  N  sont 
deux  fonctions  homogènes  de  même  degré. 

11  y  a  exception  dans  le  cas  de  Mx  +  N  )  =  o. 

'jP  Par  un  calcul  semblable,  on  verra  que,  pour  (|U('  le  multl[ili- 
cateur  soit  une  fonetion  homogène  de  degré  m, 


u.  =  x"'y  K  )   -1^  .f"'5-  [i]. 


il  faudra  i|iie  l'on  ait 


/OU     <m 


tl  log  fit)  -\- ^^-^r; TS (h=:0. 


On  en  conclut  que 

^    M.r-HiNr 
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cliiil  cire  une  (oiiclinii  Injuiogènc  du  degré  zéro,  ce  qui  a  encore 
lieu  lors(|U('  M  cl  \  s(inl  dou\  ri)Ticlion.s  lidinogèues  de  mèiiie 
degré. 

3"   On  verr;\  dr  nièiue  ijuc   li'  nnilli[iliraleur  sera   mie   Ibnelioii 

de  aj  si 

àM       f)N 
dr       dx 

est  une  fonction  de  .»)  ,  ee  qui  a  lieu,  en  partieulier,    lorsqu'on  a 

M:=,i-oj(j;_)-),     N  =  .r^  (•'■.'■)• 

839.  I\  .  Appliquons  la  méthode  du  niultipliealenr  à  i'iiitégra- 
lion  de  l'équation 

(  l)  ord.r  -r-  hxdy  =  .r"'.>  "  [a'yd.r  H-  b'.rdy  , 

il,  h,  a' ,  h'  étant  des  constantes.  Pour  cela  elierelions,  pour  elia- 
cun  des  deux  membres,  la  forme  la  plus  générale  de  son  niidlq)li- 
cateur,  et  nous  verrons  ensuite  s'il  est  possible  de  faire  coïncider 
ces  deux  formes,  ce  qui  donnera  le  multiplicateur  de  l'équation 
tout  entière. 

L'expression  d^  dx-^h.rdy  devient  une  diflérentielle   exaele 

lorsqu'on  la  inidtiplie  pai-  —  >  el  l'équation  ay  d.v  +  lix  d\  ^=  o 
a  pour  intégrale 

log(,r"  )■'')  =  i-oiisl.,      nii     j:"j*r  I  const. 

Donc  la  forme  la  plus  générale  du  multiplicateur  de  cette  expres- 
sion est [833] 

On  verrait  de  même  ipie  la  formule  la  plus  générale  du  multipli- 
cateur du  second  mendjre  de  l'équation  (i)  est 

■r^V')- 
Pour  faire   coïncider  ces  deux  formules,   il    laul   donc  choisir 
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les  loiiclions  ci<  cl  ^  de  nmnièrc  (|iio  Ion  ail 
1 


ou 


-^^-y(..V)^^^,„^.^.„,_,   /(•>^"0-^' 


j:"'y"  ,f  (.r"  j''  )  =  /  (.r"'^)*'  ) . 


Clicrclioiis  à  détei'miner  ces  fondions,  en  les  supposant  égales 
icspectivenienl  à  des  puissanees  de   degrés  indéterminés  ;•,  s,  ce 

f[ui  donne 

.r'"y"  [x"f''y—  [■'•"' y''' y, 
(1  où 

f/r  -t-   '"  =  rt'.v,      />r  -f    'i  =^  /''s, 

a!  n  —  1)'  m  <ui  —  hin 

'■  ~     ah'—a'b  '      ^  ^  ab'  -'^al> ' 

saillie  cas  où  Ton  aurait  n  ;  //=  h  \  //,  cL  dans  lequel  l'équation  (i) 
s'intégrerait  immédiatement.  D'après  cela,  le  multiplicateur  de 
l'équation  (0  sera 

cl.  en  faisant  la  multiplication,  l'cquation  deviendra 

j.ar-  1  ,Ar-i  ^^ay(ix  -i-  /'X(tx)  =  ,,,.«'.<-i  j'''.--i  ;^/jrf,r  -4-  f/.rdi). 

(1  Où  l'on  tire,  en  intégrant. 

-  .(;<"■  )  '"■  —  -  ./•"'■'  v'''-'  ^-  C. 

8i0.   V.   Voici  une  autre  méthode  qui  s'applique  à  l'équation 
))récédente  et  à  un  grand  nombre  d'autres. 
Considérons  l'équation 

M(l.r  -h  rSf/r  =  Pdr  4    q,ly, 

et  supposons  que  l'on  sache  déterminer  les  multiplicateurs  y.  et  v 
des  deux  membres  de  cette  équation,  ce  qui  est  possible  toutes 
les  fois  que  l'on  sait  intégrer  séparément  les  deux  équations 

M d.F  H-  Nf//  —   O,      Prf.r  -h  Qf/j-  =::  G. 

Soit  alors 

u{y\r/x  -t    .\^r)  rrr:  ,/tt,       j  [P  dr  +  Q,/r)  T--  ,/..; 
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I  l'qualion  proposée  clc\i('n(lra 

<j. 
du  ^  -  r/i',      ou      jdu  -  -  'J.di'  -.  o, 

cl,  si  l'on  CNpi'iliK'  X  l'I  V  t'ii  loïKlioa  ilr  /;  et  île  r.  on  obliendra,  pai' 
la  suLstiUilioii  de  ces  \aleiirs  dans  ^  cl  dans  v,  une  équalion  diffé- 
rcnticlle  cnlre  u  cl  r  qni  jiourra  rentrer  dans  un  des  cas  que  l'on 
sail  intégrer. 

Exemples.   —    i"     \ppii(pions   eclte    niélliode   à    1  équation    iln 
riiiniérij  précéili'iil.  (  )n  a  dans  ce  cas 


^^■■=.77'     ' 


„n.-\-\  -.n-rl 


cl,  on  représenlanl  les  dinérenlielles 


{lu      dv 
par  -    -)        »  on  aura 

*■  tl  il 


ll^x")'',      cirr  j«'_)'''. 


L'étiuation  diflerentieilc  dcv  icnl  alors 


<ln         u.  ih 

u  V       (' 


l' 


.y 


Ov,  en  résohani  les  équations 

rtiog.r        /■'li'S.'         l"S"i      fi' \oj^x     -i'Iog)         loge, 

il  \icnl 

i'IogH      •  /;  loge  ,  alogf—  «■  l()g« 

^  ab'  —  a  b  ^  ab  -- a' b 


d'où,  en  faisant,  [loiir  abréger. 


a'n  —  h'  m  on       but 

ah'  -     ab  ah  —  a  b 


■  —  r  log  II     -  s  loge,      .v"'j"     -  u    'V , 


on   lire 

logLr"',,'  6. 

et  l'équation  diirérentiellc  desieiit 

u'  ~^  du  -^  v'~'di>, 
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(lonl  l'inlégrale  csl 


a"  Soil  l'équation 


.,r  „s 


—  =  -  +  C,     etc. 
/•  s 


-qi 


-_)•■  (<-/.r  —  '•"•(')  -4-  (i[rdx  —  -rdy)  =r  O. 


En  mnhipliant  respectivement  les  flcii\  termes  de  cette  équalioi 
par 


1  I 


m  olitienl  les  difTérentielles 

j         j         /  ;         ''"       ''^       ^^ 
au   ■--  rfa;  —  l'fn',      -  -  ^ — > 


(I  ou  I  (in  tire 


l/iMjuation  diirérentielle  devient  alors 


<;'est-à-dirt 


-  (tlt  + — :  o, 


J- 1    c/u   -f-  (7  -  :  O . 


Or  on  a 


et  l'équation  diirérentielle  devient 


t-du  + dv  =  o. 


(I  ou  1  on  tire 


---  -f  rt  (  (■ —  2ab  loge  -     C,      etc. 

811.  ^  I.   L'équation  que  nous  venons  d'intégrer  est  un  cas  par- 
ticulier de  l'équation  plus  générale 

Ud.r  4-  TSdy  -~  P  [jd.r     -  xdy)  =  o, 

dans  laquelle  M  et  N  sont  deux  fonctions  homogènes  du  même 


3G.Î 
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ilcpri''  //;.  cl  I'  11110  1(111(111111   liiiiiKigèiic  du  degix'  //.  Si  1  un  fiiil 


U  =  .i-"'-j.[-  ],      iN^-   r"'/_ 


p^.r".U-],       puis       -=/. 


I  ('i|u;ill(^)ii   (lc\  icril 

.r"'f{t)dx  +  ■r"'x{t]  [xtlt  -i-  tclr]  -,-  x"+-'j[t)(h  -    •), 


-i-  .r." 


■lit] 


dt      '        çlf)  +  tyjyt]     ■  Vj\t)  -1-  t/J^l) 

(■([iintloii  (le  lîcrnouUi  [824],  qui  serait  linéaire  si  X m\  avail 

En  appiiqiiiiiU  cetle  Iransfornialion  au  second  exemple  du 
miTO  préct'dciil,  il  vient 

X' l-  d.T —  htd.r  -      ii.rdl     -:-  d  x"- dt  ^:^  o, 


d.r  II  .!•  a 

dl  \—  ht    ^    t-\\  —  ht] 


.T~-   ^T-   O, 


(111  011(111 


d.  .r  '  3  h 


dt  \  ^  ht  (-[\—  l'I 


ml  j'intéfifrale  esl 


(^^-1) 


C-\    Za  [b-l  —  -\  —  -^.ahVy^t 


(SW.   On  peut  rainenor  an  cas  (|iio  nous  venons  de  traiter  1  ('ipia- 
iKin  suivante,  eonnue  sous  le  ikuh  d'ei/iintio/i  ili-  Jacobi  : 

;„  -;-  „'.,.  -i-  r/'y]  [.r dy  —  vd.r]  —    h  -i-  //.r  ^-  !'"j-)dy  -i-    c  -h  c'.c  +  c'yjtU  = 

Il   suClii-a.  pour  cela,  de  l'aire  disparaître  les  lerines  constants  dans 
les  paronlli(!'sos  et  de  ramener  I  équation  à  la  loriiie 

(A';  -+-    \"r,][ïdr,  -  r.dç)  —     I5'ï  -i-  Q"r,)dr,  -,       C'^  -,-  C."r,]d^  -  o, 

en   posant 

.        "^  7 

r  =1-  :  H-  ■   ,       V  —   .;  -^      , 
K        "  a 
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3Gi 


3       7 

■  »       c'tanl  deux  imléterniinccs.  Si  l'on   subslilue  ces  valeurs  clans 
«    a 

l'équallon  donnée,  elle  devient 

l'n  ï  -î-  a"r,]  [ t'ir,  —  r,(l^] 


■F 


^] 


^vj 


Vfi'j  -+-  rt',S  -i-  rt'y    •/  c«  +  c'j5  +  ("'/"I 

— dl  —  G. 

1_  «  «  "  J 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  deux  dernières  lignes,  il 


vient 


a  y.  -I-  a';3  +  «"'/  bu.    r-  h'p  -\-  //'y  _cv.  -h  c'S  +  c"y 

«  -  ^S  -  y 


Si  l'on  représente  par  À  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports, 
on  aura  les  trois  équations 


d'où  l'on  tire 


[a  —  ),)  V.  -1-  a'^  -I-  «"y  :-  G, 
bu.  -\-  [b'  —  ).)  ,'5  -+-  6"y  --  o, 
eu.  +  c',5  -4-  (c"  —  a)  y  =  o, 

c;  —  /      n  a" 

b  1/ ^\      b" 

c  c'  c"  —  / 


o. 


(lelte  équation  élant  résolue,  on  aura  «,  [î,  y  par  les  proportions 


K  :  S  ;  y  ; 
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§  IV. 

ÉQUATIOKS    niFFKREATIELLES     DU     PREMlEa     ORDRE     ET    DUN     DEGRÉ 

'''■ 

SUPÉRIEUR     AU      PREMIER      PAR      RAPPORT     A     v   ■     I.\TEGRATIOi\ 

ttx 

PVR    DIFFÉRE.NTIATION. 

843.  Lorsqu'une  cqualion  prluilUNc  csL  du  jjremicr  degré    par 
rapport  à  la  conslanle  arbitraire,  comme  l'équation 

Il  -^  Cr  "^  o, 

a  et  i'  étant  des  fonctions  de  .r  et  de  )  ,  i'éliiuiaalion  de  celle  con- 
stante conduit  immédiatement  à  une  équation 

1  tlii  rlv 

u  \> 

,  •      1      .  .  <iy 

du  premier  uegre  par  rapport  a  -y-- 


Mais,  si  l'équation  primitive 

)  F[.r,j-,  C).=:o 


( 
le 


onticnt  la  constante  arbitraire  sous  une  forme  quelconque,  alors 
.'■luiiination   de  C  entre  cette  équation  et  sa  dilTérenliellc  con- 
duira généralemenl  à  une  équation 

■'■'■^•;zi-)="' 

qui   ne   sera   pas   tlii   premier  degré    par   raj)port   a  — -j  lorsqu  on 

l'aura  délivrée  des  radicaux. 

Si  nous  supposons  l'équation  (i)  résolue  par  rapport  à  C,  elle 
fournira  pour  cette  constante  diflerenles  valeurs  en  fonction  de  x 
cl  de  j, 

(3)  C,  =  «1.     C2=«2,      .-., 

et  cliacunc  de  ces  équations,  qui  n'auront  pas  lieu  à  la  fois,  mais 
dont  une  seule  pourra  être  vérifiée  dans  chaque  hypothèse,  don- 
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liera  une  équation  cliflcrentielle 

«X  II.V 

On  peut  grouper  toutes  les  équations  (3)  sous  la  l'orme  d'une 
seule  équation,  en  égalant  à  zéro  le  produit  des  quantités  qui 
s'annulent  en  vertu  de  ces  équations,  ce  qui  donne  l'équation 

[T)]  ( Cl  —  «1  )  ( Co  —  Kj ; . . .  =; o, 

qu(  est  équivalente  à  l'équation  (i).  Comme  un  seid  des  l'acteurs 
doit  s'annuler,  les  fonctions  i<,,z<2.  •••  ne  pouvant,  en  général, 
rester  constantes  en  même  temps,  il  importe  peu  de  désigner,  dans 
ces  divers  facteurs,  les  constantes  arbitraires  par  la  même  nota- 
tion ou  par  des  notations  différentes;  de  sorte  que,  au  lieu  de 
l'équation  (5),  on  peut  prendre  l'équalion  équivalente 

( 6 )  (  C  —  ;/,  j  ( C  —  «5  ' .  . .  =  0. 

Cette  dernière  forme  a  sur  la  précédente  (o)  l'avantage  de  pou\()ir 
se  simplifier  par  des  réductions,  ce  qui  ramène  à  l'équation  (i). 

Cela  revient  à  considérer  les  diverses  séries  de  courbes  repré- 
sentées par  les  équations  (3),  séries  qui  seront  tout  aussi  complè- 
tement représentées  si,  au  Heu  de  désigner  les  constantes  arbi- 
traires par  C|,  Cj,  ...,  on  les  désigne  toutes  par  le  même  symbole  (j. 
Lorsqu'on  fait  le  produit  (5)  des  équations 

«,  —  C^-     o,     «2  —  Cj  -^  o,      .  .  . , 

si  l'on  établit  entre  G|,C2,  ...  une  relation  quelconcpie,  celle 
d'égalité  par  exemple,  cela  revient  à  associer  ces  diverses  courbes 
de  certaines  manières;  mais,  en  donnant  à  C  toutes  les  valeurs 
possibles,  la  série  des  groupes  comprendra  toutes  les  séries  parti- 
culières représentées  par  les  équations  (3). 

,\insi  les  intégrales  des  équations  (4),  auxquelles  équivaut  l'é- 
quation (2),  seront  aussi  complètement  représentées  par  l'équa- 
tion (6)  que  par  les  équations  (3  )  ou  par  l'équation  équivalente  (5). 
On  peut  s'en  rendre  compte  en  considérant  la  représentation  géo- 
métrique que  nous  avons  indiquée  au  n°  78G.  Ici  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  (i),  et  dont  rordonnéc  est  C,  se  composera 
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(lo  plusieurs  nappes,  et  l'on  iihliciidra  reiiscinhlc  île  loulcs  les 
lignes  de  niveau  de  la  surface  soit  en  menant  une  série  unique  de 
plans  horizontaux  dont  chacun  coupe  les  diverses  nappes,  soit  en 
coupant  séparément  chaque  nappe  par  une  série  particulière  de 
plans  tiorizonlaus. 

S4i.    Iléciprocpienient.  clanL  donnée  l'équation  dilTérenticlle  (2), 
pour  l'iiiléi;rer,  on  eonimcncera  par  la  décomposer  en  facteurs  du 

1        -  •  '''■  1  1     r 

premier  degré  par  rapport  a       1   en  la  mellant  sous  la  forme 


(£--)(£-'■.)■=". 


ee  qui  revient  à  poser  les  équations  (4)-  î^i  l'on  intègre  celles-ci 
séparément,  et  qu'on  suppose  les  intégrales  mises  sous  la  forme  (3), 
on  pourra  réunir  ces  intégrales  sous  la  forme  (5),  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  sous  la  forme  (6). 

Exemples.  —  I.  Soit  donnée  l'équation  dilTérenlielle 


On  en  lire  pour  1  '  les  deux  valeurs 

j  =-i--v-^i-,    j v-fy. 

a  " 

qui  correspondent  aux  intégrales 


I 


Le  produit  de  ces  deux  équations  se  [irésente  sous  la  forme   plus 
simple 

VO  -Cj- ^=0. 

9" 

II.   Soil  l'éipiation 

«0.)'"  +  r'x  /"-'+.  .  .  4-  -7,,  =  o, 

cf,,,  n ,  (1,1  étant  des  eonslanles.  Si  l'on  désigne   par  />,,  />.., 

.  .  . ,  /»„  les  II  racines  constantes  de  cette  équation,  on  verra  qu'elle 
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équivaut  aux  n  équations  difl'érentielles 

.)'  — /■'i='>,     /— /'2"<>>      y^Pn—o, 

dont  les  intégrales  sont 

)  —  J^^x  —  C  =  o,      r  —  P2-^  —  G  =^  o r  ^  />„  r  —  G  r-:  (>, 

ou 

r  —  G  r  —  C  V  —  G 

• J>^-~o,      ■ J>i=o,       ...,      • /'„=". 

.r  .r  .c 

Si  l'on  fait  le  produit  de  ces  équations,  on  obtiendra  un  polynôme 

qui  ne  sera  autre  chose  que  ce  que  devient  le  premier  membre  de 

,,,          .                      ,       ,            .                      ,            ,            r— G       . 
I  équation  proposée,   lorsqu  on  y  remplace  7     par ,   c  esl- 

à-dire 


■  •  -r  "„  =--  i'. 

.V 

845.   Il  y  a  des  cas  où  Ton  peut  intégrer  l'équation  differen- 

dr 
tielle  (2)  sans  avoir  besoin  de  la  résoudre  par  rapport  à  -j-- 

1°  Supposons  que  l'équation  ne  contienne  qu'une  seule  des  va- 
riables X,  y,  par  exemple  x,  de  sorte  que  l'on  ait 

/(■'•,  j')  =  o. 
Si  l'on  peut  résoudre  l'équation  par  rapport  à  x,  elle  deviendra 

d'où  Ion  tire,  en  différentiant,  et  remarquant  que  dx  =  ^1 


dx=y'f'{y')dy. 


et,  en  intégrant. 


(^)  r=//y'(yKr'-^G. 

L'élimination  de  j''  entre  les  équations  (i)  et  (a)  donnera  l'inté- 
grale cherchée. 

De  même,  de  l'équation 

/{r,  y  )  =  o. 

H.  —  Cours  de  Cale,  infini  t.,  II.  24 
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iTsoliic  pur  raj)|)Orl  à  }   c:l  mise  .sous  la  forme 

(3)  r^ySf], 

on  lire,  à  cause  de  (l-\    --  }  ' dx, 


u.^^i^r,,' 


d'où 


^f^^y-^. 


('(|nalion  qui.  combinée  avec  (3),  donnera  l'inlégrale  demandiM 
l.xeiitplcs.    —   I.    ])c  l'équalion 

.c  — _;  I  +y'> 


on  lire 


■       4- 


d'où,  en  éliminant  ■)  ', 


|(.r-C)]'-(x-,r'  =  o. 


On  aiaail  j>u  aussi  oblenir  ce  résultat  ci\   mcllaiil  r('(]ualiiin  |iii)- 
posée  sous  la  forme 

dy  —  [x~  i;\l.r. 
1 1.    Soil   I  éi|iialion 

(  )n  en   lire 

«•/j:  =  2rf/'-(- (h '(/i ',      i-^lv'.Zy^.-C,     etc. 

SiO.    ')."   l  ne  équation  de  la  forme 

peut  se  cliaiiger,  [)ar  différentialion,  en  une  écpialion  linéaire  soit 

.   '/i-         .  ,  ,    (l\ 

par  rappoil  a  .»■  et  a  — -r)  soil   par  rapport  a  i    cl  a  -r^»  comme  on 
<•/)  -  d) 

peut    s'en    assurer    iiiinK-dialement    en    diflérenliaiit    et   éliuilnaiil 

soit  ■)  ,  soit  a\ 


i:or\Ti(»\s   iiE   Dinjiiic  sipkrieiii   iîn  ,) '.  îti 

Exemple.  —  Soil  Icqnalioii 

■I-  +y.r'  --"/'■ 

VA\ç  (liiniio.  on  (liflVrcnlianl, 

<l.r  -\- y  ilr  +  r(/i  '  m  in  y' ily  . 

lin  ('liniiiianl   i    il  r/i  ,  il  xeciiI 

y  ~  .       .. 

OU 

r/.r  ,!■  a  r' 


''•        .>f'-l-.r'-)        i+jt'^ 
dont  l'inl.'-ralc  csl  [821] 


ce  qui  iloiiiit' 

'■==«)    —  -7- 


[«'■  +  "'%'(.>' -H  V  i+7'-i]. 


()n  scrail  arrivé  au  niùnic  résultai  on  éJiniinanl  ,«•  ol  (/.c. 

84-7.   3"  Et/uation  de   Clairaut.  —  Coniino  cas  parLiculi<i'  ili 
Icqualion  du  numéro  précédent,  considérons  léqualion 

On  on  lij'o,  en  didei'onliant, 

[.-,-/'(,, '^]  g.  o, 
ce  (|ui  donne  l(;s  deux  solutions 

[1]  .r  4-/' (y  )  —  o, 

(3)  ~'  =  o,     d'où     v'  =  C. 

<'ette  dernière  sidution,  eomhinée  avec  (i),  donne  l'intégrale  g('' 
néralc 

(4)  j=cx-i-f[c]. 

24. 
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l/;iiilro  é(juali()ii,  (|m1  (Idiiiic  |)Oiir-)'  une  valeur  varialjle,  el  qui, 
par  conséquent,  ne  [uiU  rentrer  dans  1  intégralr  i;i'ni'ral('.  est  une 
solution  singulière. 

Exemples.  —  I.    L'équation 

^y 

donne,  en  dilTérentiant, 


o=r.. — ^-^]'h'. 


d'où  rmi  tire  d'aliord 

(/y  =;  o,     ji'  =  C, 
et  par  suite 

j  =  C.V  — 


y/i  +  C- 
puis,  en  égalant  à  zéro  l'autre  facteur, 

X  = " T.  -,      d'où     y  —  .c  '■'  V  «  '  —  '■%     c'tr. 


H- r 


I 


II.   Nous  avons   trouvé  [689],  pour  l'équation  différenlielle  des 
lignes  de  courbure  d'une  surface  à  centre  du  second  degré, 


.ly  [  X  -+-  sy-  )  -  [\.v-  H-  B  r-  4-  K)  j'  =  o. 
port  àyj,  prend  la  forme 


Si  Ion  pose  a:- =;,_;)-  =  >3,  -—  =  •/!,  1  équation,  résolue  par  rap- 


A— BV 


équation  de  Clairaut,   dont  l'intégrale  générale  est,  en  rcinellant 
pour  ^  et  vi  U'urs  valeurs, 

KC 
À'^BC* 


y  =  Cr^  ■ 


()ii  a  la  solution  singulière,  en  éliminant  «'  entre  l'équation  (A)  et 
sa  dérivée  par  rapport  à  r,', 

_  .  KA 
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8i8.   Etant  données  deux  équations  de  la  forme 

(•)  y(.r,j,y)^C,      /.(.r,^,j'):.=  C', 

si  leur  différcntiation  conduit  à  une  même  équation  difTérenlielic 
du  second  ordre 

il  s'ensuivra  de  là  que  les  équations  (i)  sont  deux  intégrales  pre- 
mières de  l'équation  (2),  dont  on  obtiendra  l'intégrale  générale 
en  éliminant  j' entre  ces  équations  (i).  Si  l'on  égale  à  zéro  une 
fonction  quelconque  des  premiers  membres^  et;^  des  équations  (  i), 
l'équation  obtenue 

(3)  nlf{.>:,x,y),  x(-^,.'-,j')J--=o 

pourra  remplacer  l'une  des  équations  (i),  la  seconde,  par  exemple, 
dans  laquelle  la  constante  C  serait  particularisée  et  déterminée  au 
moyen  de  C  par  la  condition 

'(4)  H(c,  c'j  =  o. 

En  éliminant  doncj  '  entre  l'équation  o  =:=  C  et  l'équation  (3),  on 
aura  l'intégrale  de  (2),  dans  laquelle  il  ne  restera  plus,  en  vertu  de 
(4),  qu'une  seule  constante  arbitraire.  On  aura  donc  une  équation 
primitive,  satisfaisant  à  l'équation  du  premier  ordre  (3),  et  ne 
renfermant  qu'une  constante  arbitraire.  Ce  sera  donc  l'intégrale 
générale  de  (3). 

Si  donc,  étant  donnée  une  équation  difi'érentielley(j:,  j',j ')  =  o, 
on  peut  la  mettre  sous  la  l'orme  (3),  où  çp  =  G  et  j^  ^  C  condui- 
sent par  la  différentiation  à  une  même  équation  différentielle  du 
second  ordre,  on  aura  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée 
en  éliminantj  '  entre  cette  équation  et  l'une  des  équations  (i). 

Exemples.  —  i.   Reprenons  l'équation  de  Clairaut 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 
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l'I ,  comnii'  rlinniiic  (\c^  l'ijiiiilinns 

comlnit,  ])ai-  In  (lifTc'rt'iiliation  ,  à  hi  mi'ine  <'(|iialioii  du  socdiuI 
ordre  (/)'=o,  on  en  roiudiit  i[iie  les  ('(iiialions  la)  soiil  les  iiiU'- 
i;ralcs  premières  d'une  nii''nie  é(|ualion  tlinVTcntielle.  On  aura  donc 
l'inléi^rale  général<\  en  ('diminant  i  '  entre  r('([u;iii(iu  |)i()p()sée  el 
1  une  des  équations  [a),  la  seconde  par  e\eninlr-.  ciiii  dcuiur 

y  -     C  ,      d'où     ,v        C'.r  +fC"   , 

eoiiilue  nous  l'avions  |i-nu\(''  plus  liaul. 

II.    Soit  l'équation 

h)  r\Ji  ^- J-"  — / [-r  ■+-  yy' ]. 

I  .(■-.  deu\  équations 

élanl  ddléreiuiées,  clonncnl  , 

-  -■^—  -  (  I  ^  r"-  -T-  y  y"    r  __  o,      f  [x  -t-  i-r'  )  (  i  -f-  v'=  -\-  yy"    =  o. 
v/i+.r'- 

l'illes  satisfont  doue  1  une  el  I  aulr<'  àléqnalioii  du  second  ordre 
1,'é'qnalion  f\x-\-rj'\=^(-V  donne 


-f-.);)':^C",     .r'  = 


C 


X 


cl,  eu  sLilisliluaiil  celle  \aleiir  dans  l'écpial propo-c'-i'. 

lé"iale  "éin'rale 


ou  a  I  m- 


v/(x^C";^-t-.r==/(C" 


On  aurait  pu  intéi;rer  la  même  ('(piation  (/>)  en  procédani 
comme  nous  l'avons  l'ail  [847J  pour  l'équation  de  Clairaut.  La 
dill('renl  laluni  <loniie 


[^--■^■*— '']' 


I  -\-y  ■  +  yy     ='> 
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l'!n  cïialaiil  à  zéro  li'  secoiul  l'acteur,  on  a 

(Ix  -.ydr~\-Ydf  —  o, 

d'où  x  —  C  H-  yy'  =:  o,  çc  qui  ronduit  au  iiiênip  calcul  que  loul  .1 
riieure. 

Remarquons  que,  en  égalant  à  zéro  le  laclcur 

V  '  +  X 

de  l'équalion  (lJ,  et  éliminant  -)' entre  l'équation  obtenue  et  l'é- 
qualion  (Z>),  on  trouvera  la  solution  singulière  de  l'équation  (b), 
(|uc  l'autre  méthode  ne  faisait  pas  connaître. 

8i9.   On  peut  encore  intégrer  des  équations  diIFérentieiles  par 
diverses  Iransformalions  particulières. 

I.    Soit,  par  exemple,  l'équation 


v^.+r"     ■  ^' 

•  j  1 

i!n  posant 

x  :  -  r  cos/;,     y  . 

rsmp 

l'équation  devient 

i^ 

=/{r]. 

1  ,       '/'* 

d'un  l'on  tire 

f[r]clr 


(jette   équation   dilVérentielle  est  celle  qui  exprime  que  la  lon- 
gueur 

Y  —  xy'  dx  dy 

\l\—y'-  ^^  ds         "^  ds 

de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  des  coordonnées  sur  la 
tangente  est  une  l'onction  donnée  du  rayon  vecteur. 
On  peut  intégrer  de  la  même  manière  l'équatioti 

y  —  ■''r'      r^-—f!      ^     \ 
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!I.   Soil  donnée  l'équalion 

j"'  =  nx"'+  br". 
Cherchons  à  la  rendre  homogène  en  posant 

J/équalion  devient  alors 

Pour  (juc  celte   équation   soil  homogène,    il   faut  que  l'on   ail   la 
double  condition 

/■  (  V  —  a  .  ^  fi»/  t^  -JH, 

fl  on,  en  eiiminanl  -  =      , 
'j.         n 


/(--,U., 


inn 

^    ,      ou      /  —  - 

/ 


§  V. 

SOLITIOKS     SINGTJLIÈRES     DES     ÉQIATIOKS    PIFt  ÉRENTIELLES 
DU     PKEMIER     ORDRE. 

850.  Nous  avons  vu  (Chap.  1,  §  11)  que  Ton  entend  par  solution 
singulière  d'une  équation  diflércntielle  du  premier  ordre  une  rela- 
tion entre  les  variables  .r,j,  sans  constante  arbitraire,  qui  nepeul 
pas  se  déduire  de  l'intégrale  générale  en  particularisant  la  con- 
stante arbitraire,  et  qui  donne  cependant,  pour  la  dérivée  -^j  une 

valeur  en  x  et  r  satisfaisant  à  l'équation  difFérenlielle,  en  vertu  de 
cette  relation  elle-même. 

En  emplovant  le  langage  géométrique,  une  solution  singulière 
est  V enveloppe  de  la  série  de  courbes  représentée  par  l'intégrale 
générale  de  l'équation  différentielle,  c'est-à-dire  une  courbe  ren- 
contrant tangentiellemcTit  toutes  les  enveloppées  (')  et  coïncidani 
avec  le  lieu  de  leurs  intersections  successives  [o82]. 


(')  Du  moins  entre  certaines  limites  [588,  III]. 
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Si  l'on  construil  la  surface  dont  les  lignes  (Je  niveau  ont  pour 
projeclions  les  enveloppées  [786],  l'enveloppe  est  le  contour  a|>- 
parenl  de  cette  surface  relativement  au  plan  des  xj.  Voyons  com- 
ment, en  partant  de  ce  dernier  point  de  vue,  on  peut  déterminer 
la  solution  singulière  d'une  équation  difl'érentielle  dont  on  connaît 
l'intégrale  générale. 

851.  Soit 

(i)  F{x,r,  C     =:(. 

l'intégrale  générale  de  l'équation  diflércatielle 

('•)  /{-^^  .>■-  y]  ^o, 

et  supposons  d'abord  que  l'équation  (i),  si  elle  est  algébrique,  soil 
préparée  de  manière  à  ne  contenir  ni  radicaux,  ni  dénominateurs 
en  x,j,  C;  et,  si  cette  équation  n'est  pas  algébrique,  admettons 
que  son  premier  membre  jouisse,  comme  les  fonctions  sinus, 
cosinus  et  les  exponentielles,  de  toutes  les  propriétés  d'une  fonc- 
tion entière  indépendantes  du  degré  d'une  telle  fonction,  c'est-à- 
dire  qu'elle  ne  devienne  infinie,  non  plus  que  ses  dérivées  partielles, 
pour  aucun  système  de  valeurs  finies  de  Xy^,  C. 

Le  cylindre  circonscrit  à  la  surlace  (i),  et  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  l'axe  des  C,  est  déterminé  par  la  condition  qu'en 
chaque  point  de  la  courbe  de  contact  avec  la  surface  la  normale 
commune  à  cette  surface  et  au  cylindre  est  perpendiculaire  à  l'axe 
des  C.  Donc  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  cette  normale  avec  l'axe 
des  C  est  nul,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

dF 
dC 


V{ 


dvy     /âpy     fàp 


D'après  l'hypothèse  que  nous  avons  faite  sur  la  forme  de  la  fonc- 

.  âF    f)V 

tion  F,  les  deux  dérivées  partielles  ^--  j  -r-  ont  des  \aleurs  finies. 

Donc  l'équation  (3)  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a 
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<.rlli'  (lcitiii''rr  ri|iKil nui .  jninlc  ;\  l'i'i[iuiliun  f  1  ),  (lélcrmliicra  la 
coiirljc  de  conlacl  de  la  surface  et  du  cvlindrc  [)arallclc  à  l'axe 
des  C.  Si  l'on  l'iimine  (!  entre  ces  deux  é(|ualioris,  l'équation  entre 
,r  et  y  que  1  ou  olilicndra  sera  celle  du  evlinilre  cireousiril  qui 
|ir(in'lle  la  courhe  de  coulnet  sur  le  |iliin  des  Jt  . 

Le  plan  langent  à  la  surface  et  au  exlindre  eu  un  noiut  ^I  de  la 
coinhe  de  contact  contient  à  la  l'ois  la  laugeule  à  la  courbe  de 
contact  et  la  tangente  à  la  courbe  de  niveau  (ini  nasse  par  ce 
()i)mt.  La  trace  de  ce  plan  tangent  sur  le  plan  des  .r)  sera  la  pro- 
jection coniniune  de  ces  deux  tangentes,  et,  par  consé(]uent, 
touchera  à  la  fois  la  projection  de  la  courbe  de  contact  et  celle  de 
la  ct)urbe  de  niveau.  l3onc  le  contour  apparent  de  la  surface  (i)  est 
langent,  en  cbaciui  de  ses  points,  à  celle  des  enveloppées  (1  )  ([iil 
passe  par  ce  point. 

Or  la  tangente  à  renveloppée  qui  passe  au  point  [jc,  y)  a  pour 
coefficient  angulaire  la  valeur  de  >'  tirée  de  l'écpiation  difléren- 
liellc  (2).  Donc  la  valeur  de  y'  tirée  de  l'équation  de  l'enveloppe 
est  égale,  pour  chaque  svstème  de  valeurs  de  .r  et  de)'  satisfaisant 
à  l'équation  de  l'enveloppe,  à  la  valeur  de  j'  tirée  de  l'équation  (2), 
c'est-à-dire  (rue  l'équation  de  renvelop[)e  donne  une  solution  de 
ré(piation  (2}. 

La  courbe  de  contact  n  élaul  pas.  eu  général,  une  courbe  de 
iii\caii,  l'équation  de  l'enveloppe  ne  se  confondra  généralement 
avec  l'équation  d'aucune  des  enveloppées  et  ne  pourra  se  déduire 
de  l'équation  (11  par  aucune  particularisalion  delà  constante  C. 
iionc  cette  solution  de  It^piation  (a)  ne  rentre  [las  dans  l'intégrale 
générale,  et,  pour  cette  raison,  on  lui  donne  le  nom  de  solution  stii- 
i^uli'ere. 

Pvemaripioiis  (pu'  li'galilé  des  valeurs  de  j'en  .»■  elj,  tirées  de 
l'équation  différentielle  (2)  et  de  l'équation  de  l'enveloppe  diffé- 
rentiée,  n'a  lieu  que  pour  les  points  de  l'enveloppe.  Ces  deux  va- 
leurs <lej'  ne  sont  pas  généralement  identiques;  elles  deviennent 
seuleiiicnl  égales  en  vcttii  de  l'ci/iialKni  (l<:  /'rin'eloftpe. 

<S')'2.    Si    l'on  suppose  maintenant   l'équaliou   (1)  mise  sous  une 

Il  ''P  ■  1         '  1  I  • 

liH-mc  telle   que-,-  ne  puisse  plus  s  annuler,  comme  cela  arrive, 

par  exemple,    lorsque  l'équation  est  résolue    par  rapport  à  C  et 
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mise  sous  la  forme 


C:r^y(.r,  r). 


en 


rexprcssloii  tlu  cosiiuis  de  l'aniilc  de  la  iioriiiak-  avec  l'axe  des  C 
chaque  [joint  de  la  surface,  i\c  (l('|iriKlaiit  pas,  évidemment,  des 
transformations  (|ue  l'on  peut  l'aire  suljir  à  celle  équation,  doit 
conserver  dans  tous  les  cas  la  même  valeur,  et.  par  suite,  l'équa- 
tion (3)  continuera  à  subsister  pour  tous  les  points  de  l'envelopiic. 
Mais  alors,  le  numérateur  ne  pouvant  plus  s'anuider,  il  laut  que 
le  dénominateur  devienne  infini,  ce  fpii  donne  la  condition 

I.Kpulle  entraîne  l'une  au  moins  des  deux  conditions 


<)F 

ÔF 

-   -  =■  co  , 

=r  X  . 

<jx 

ôy 

(lénéraleiiieiit  l'une  lie  ces  conditions  est  la  conséquence  tir 
l'autre;  en  effet,  le  coefficient  anf;ulaire  de  la  tangente  au  con- 
tour ap()arent  a  pour  valeur 

()F 
_d.r 

ov' 

Ce  coefficient  angulaire  ne  pouvant  être,  en  général,  ni  nul  ni 
infini  en  tout  point  de  l'enveloppe,  il  faut,  si  l'un  des  deux  termes 
du  rapport  est  infini,  que  l'autre  le  soit  pareillement.  11  y  a  excep- 
tion dans  le  seul  cas  où  l'enveloppe  se  réduit  à  une  droite  paral- 
lèle à  l'un  des  axes  coordonnés. 

Si  donc  l'équation  (i)  est  mise  sous  une  lornic  telle  qu'on  ne 
j)uisse  plus  satisfaire  à  l'équation  (4),  alors  cette  dernière  devra 
être  remplacée  par  les  équations  (5),  <pii  sont  généralement  l'qiii- 
\  aïeules. 

Il  pourrait  se  faire  que  la  transformation  apportée  à  l'équa- 
lion  (i)  ne  fit  perdre  à  l'équation  (4)  qu'une  partie  de  ses  solutions. 
Alors,  pour  retrouver  les  solutions  perdues,  on  ferait  usage  succes- 
sivement du  système  (i)  et  (4)  et  du  système  (i)  et  (5). 
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8o3.   Keinarquons  encore  que  l'on  a,  en  un  point   quelconque 

delà  surface  (i), 

dT  ÔF 


()C  _  _  dx       dC  dj 


Or,  si  l'on  suppose  la  fonction  F  entière  et  rationnelle  (ou  jouis- 
sant de  propriétés  analogues  à  celles  des  fonctions  entières  et 
rationnelles),  les  trois  dérivées  partielles  de  F  ne  pouvant  s'éva- 

nouir  simultanément  que  par  exception,  la  condition  --  =  o,  (jui 

a  lieu  en  tout  point  de  la  ligne  de  contact,  entraînera  les  conditions 

,-,  dC  dC 

dont  l'une  est  généralement  la  conséquence  de  l'autre. 

Ces  équations  (6)  peuvent  encore  se  déduire  de  la  condition  que 
le  plan  tangent  à  la  surface  (i)  soit,  en  chaque  point  de  la  courbe 
de  contact,  parallèle  à  l'axe  des  C.  En  effet,  l'équation  du  plan  tan- 
gent 

^       dC  _         s        àC  ,  . 

?  —  C  =  -j-     ?  -  X    -4-  -j-     >;  —x) 
d.-c  ^  '       oj  ^  ' 

ne  peut  être  indépendante  de  '(,  que  moyennant  les  conditions  ((>) 
ou  au  moins  l'une  d'elles.  Si-une  seule  est  vérifiée,  le  plan  tan- 
gent est  constamment  parallèle  au  plan  des  zj  ou  à  celui  des  zx, 
et  l'enveloppe  se  réduit  à  une  parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés. 
Nous  avons  vu  [583  et  suivants]  d'autres  méthodes  pour  obtenir 
la  solution  singulière  comme  enveloppe  des  courbes  représentées 
par  l'intégrale  générale.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur  les  diverses 
remarques  que  nous  avons  présentées  dans  ces  articles. 

854.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  courbe, 
obleinic  en  substituant  dans  l'équation  (i)  la  valeur  de  C  tirée  de 
l'équation  (3),  satisfasse  à  l'équation  dilférenticlle  dont(i)  est  l'in- 
tégrale générale  est  que  la  \aleiir  de  >',  tirée  de  (i)  dans  l'hypo- 
thèse de  C  constant,  soit  la  même  que  la  valeur  tirée  de  la  même 
équation  dans  l'hypothèse  de  C  variable.  11  faut  donc  que  les  deux 
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valeurs 

dF  dF        âF  ,IV. 

,  ().T  ^  àx        âC  (Ix 

^'  '-^~  ~0F^  y  ^  "  ^     W^ 

ày  dy  dy 

soient  égales  pour  lous  les  points  de  lenveloppe,  ce  qui  exige  que 
l'on  ait  pour  tous  ces  points  (en  exceptant  le  cas  où  Ton  a  y'  =  30  ) 

dy  ' 

Si  on  laisse  de  côté  la  solution  -  -  =:  o,  on  voit  que  la  condition 
nécessaire  pour  que  cette  équation  soit  vérifiée  esl 

<)F 

Or 

■  dF  ,  ,   .    r    ■  1-  ■  .  1    •     ■ 

et,  SI  -r-  ne  peut  être  suppose  inlmi,  cette  condition  se  réduit  a 

âF 

Mais,  si  cette  condition  esl  nécessaire,  elle  cesse  d'être  suffisante 

.    t)F 
lorsque  la  valeur  de  C  que  l'on  en  tire  lait  évanouir  —  j  et  par  suite 

,  ,  ÔF 
aussi,  en  général,  -—  [8S2].  Dans  ce  cas,  il  faut,  après  avoir  éli- 
miné C  entre  les  équations  (i)  et  (4),  vérifier  directement  que 
la  valeur  de  j'  tirée  de  l'équation  ainsi  obtenue  est  bien  égale  à 
celle  que  donne,  pour  chaque  point  de  la  courbe  représentée  par 
cette  équation,  l'équation  (i)  dans  l'hypothèse  de  C  constant;  et  cela 

dF    dF 
d'autant  plus,  que  la  vraie  valeur  du  rapport  -r-;  :  -r-  pour  C  variable 

j)0urrait  être  différente  de  la  vraie  valeur  pour  C  constant. 

Les  relations 

()F  dF 

o-v  dy 
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sonl,  comme  non--  I  a\iiiis  \  ii  593  cl  siiivanlsj,  ccUis  ijiii  caractc- 
risonl  les  |)oint.s  :^inguliors  de  la  courbe  (i)  jxiiir  cliiKiiu'  \aleiir 
allrihuéc  à  (J.  En  éliminanl  donc  C  enlrc  lune  de  ces  équations, 
la  seconde  par  cxcm|)!e,  el  réqualion  (i),  on  aura  gcnéralcnicnl  le 
lieu  d'iiii  |iiilnl  .sini;uli('r  de  la  eoiirljc  (i),  et  ce  lieu  [iDiirra  èlrc 
1  eineloiine  d  unedes  hranciics  de  courlie  (|iii  passcul  par  ce  point. 
Mais  il  iiCii  sera  jias  toujours  ainsi. 

J..i'einpl('s.  —  I.  .Soil  1  é(|ualion  intégrale  générale 

(i)  ;.'■  -c;^'4-:.r-c;'-- (j--)-c,-  =  o. 

\.  cfMiation     -    =  o  est  ici 

3   j:  —  C)-  -4-  2  [x  -+- y)  =:  o, 
(1  (111,  en  |)0sniil,  |iiMir  abréger, 

•  0 
\ 


on  tire 

3     , 

-  -  "■> 
■1 

f 

.r  —  C        //,      >  +  C 

=  -  "  " 

là  i-l 

De  là  b's  deux  solutions 

S 

Il  - 

----  o     et 

Il  ^:  - 

5 

c  est-à-tiii  e 

3o. 

■'■  ~^  y 

^^  0,       X 

+  J    - 

"■~   2^ 

A  cliaciine  de  ces  deux  solutions  correspond  la  \aleur  v' ;-:^  — - 1 .  Si 
l'on  dillerentie  niaintenant  lécjuation  [i)  dans  l'iiypothèsc  de  <  i 
constant,  il  \  lent 

3  ,.,.._(;;,« H-  2  (.r  —  C^  —  a(.)  -1-  Cl.)':-o, 

cl  la  \aleiii'  de  )  '  <le\  leiil,  pour  .•>■  —  (>  =  u  :^^  o,  de  la  lorine  -  •  En 

'  o 

diflerentiaiil    une  lois  de   plus,  il  vient,   dans    la  iiièuK'  Inpotlièsc, 

2  —  2.1  '-  -=  o, 
c'est-à-dire 

.v'--=±i. 

Luncde  ces  \aleurs,j  '=  — i,  est  la  même  ipie  celle  qui  résulte  de  la 
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sohilion  j- -!- 7  =o.  Donc  celte  solution  rcprcscnlc  I  (inclupiic 
de  colle  des  deux  brandies  de  courbe  qui  correspond  à J  '  =  —  i, 
et  cette  enveloppe  est  en  niènie  U  ini).--  le   lieu   du   |)iiiiii  donlde, 

intersection   des  deux  branches.  J^autre  solution  ,r  +  j  = '■ 

■2- 

donne  lenveloppe  dune  branche  de  la  courbe  corres|iuiidarilc  à  nu 
point  simple. 

11.  Soit  la  eourix' 

2j  y -h  ,^x —  Cj- -hCj-(.T  —  C)=zo. 

l'"u  (lifTérenliaul  l'équation  par  rapport  à  C,  on  en  lire 

xi)   —  a)  j:y 


2(r— ij 

(roù,  (Il  substituant  dans  [2), 

l>a  solutiiui  )  z-it.  (|ui  ré|iond  à  Cl  ^=  ,»■,  donnej'=^  o.  Or,  en  dll- 
('('•renlianl  l'équation  (2)  dans  rii\pothèse  de  (jconslanl.  la  \aleni 

(le  )'  11 ■  )  =;zo,  C:^jï'  se  présente  d'abord  sous  la  forme  -•  jMais. 

en  diflérentiant  l'équaliou  une  seconde  lois,  la  \alcur  de  )'  deviciil 

I  ,  ,  .  , 

00  ou- ,1  et,  par  conséquent,  j)    =0  ne  convient  pas  aux  eourljes 

(2)  pour  x=  ('..  Donc  )  1=  o  ne  représente  jjas  une  envelopjie  de 
ces  courbes. 

800.  So/aliofis  singulières  déduites  de  /'cf/uatioTi  diff'crr/i/ic/l/'. 
—  Soit 

(•)  ./i-^-.r,.)']  =  0 

l'équation  diflerentielle  donnée.  jNous  pouvons  considérer  celle 
équation  comme  représentant  une  surface  dont  j'  serait  l'ordonnée 
perpendiculaire  au  plan  des  xj'.  A  chaque  point  (x,j',  G)  de  la 
surface  qui  représente  l'intégrale  générale 

'2)  F  {^,r,  C)  r;:  o 

correspond  un  point  de  la  surface  (1)  [x,  y,  >'). 

Si  en  un  point  M[x,j)  du  plan  des  xj- se  coupent  deux  eine- 
loppées  correspondantes  aux  valeurs  C  et  C,  de  la  constante,  ces 
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deux  courbes  auroni  deux  tangentes  difierentes  dont  les  coefficients 
angulaires  seront  les  ordonnées  de  la  surface  (i)  menées  par  le 
point  M.  A  mesure  que  C,  tend  vers  C,  et  M  vers  un  point  de  l'en- 
\eloppe,  les  deux  valeurs  de  t'  tendent  à  devenir  égales,  de  sorte 
((uc,  pour  un  point  de  l'enveloppe,  l'ordonnée  devient  tangente 
à  la  surface  (i).  Donc  le  cylindi-e  parallèle  aux  C  et  auxj',  qui  est 
circonscrit  à  la  surface  (2),  est  tangent  aussi  à  la  surface  (i),  et,  par 
conséquent,  l'enveloppe  est  le  contour  apparent  de  la  surface  (i) 
ou  du  moins  fait  partie  de  ce  contour;  car  rien  ne  prouve  que, 
réciproquement,  vin  cylindre  tangent  à  la  surface  (i)  soit  nécessai- 
rement tangent  à  la  surface  (2). 

Donc,  pour  [roincr  la  solution  singulière  de  l'équation  différen- 
lielle  donnée,  on  commencera  par  chercher  le  contour  apparent 
de  la  surface  représentée  par  cette  équation,  en  raisonnant  comme 
nous  l'avons  fait  dans  les  numéros  précédents  pour  trouver  le  con- 
tour apparent  de  la  surface  (2).  Puis  on  devra  s'assurer  si  la  valeur 
de  j'  obtenue  par  la  différentiation  de  l'équation  de  ce  contour 
apparent  satisfait  bien  à  l'équation  différentielle.  Si  cette  condition 
n'est  pas  remplie,  la  solution  devra  être  rejetée,  comme  étrangère 
à  l'équation  dilTérentielle.  Si,  au  contraire,  elle  est  remplie,  il  res- 
tera encore  à  distinguer  si  la  solution  obtenue  est  une  solution  sin- 
gulière ou  si  c'est  une  intégrale  particulière,  distinction  dont  nous 
nous  occuperons  plus  loin. 

806.  Ainsi,  si  l'on  sii|)pose  d'abord  l'équation  (O  mise  sous 
forme  rationnelle  et  entière,  on  obtiendra  le  contour  apparent  de 
la  surlace  (i)  en  éliminant j^  entre  l'équation  (i)  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  ■}  ' 

(3)  "  |  =  «. 

ce  (lui  revient  à  chercher  le  lieu  des  points  (x,  j  )  pour  lesquels 
l'équation  (i)  donne  pour  )'  deux  racines  égales. 

Si  rétjualion  (i)  est  translormée  de  manière  que  l'équation  (3) 
perde  une  partie  ou  la  totalité  de  ses  solutions,  on  retrouvera  les 
solutions  perdues  en  ayant  recours  à  l'une  des  équations 

*^'  ax  or 

(]iii  sont  généralement  la  conséquence  l'une  de  l'autre. 
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On  pourrait  le  déduire  de  la  remarque  que,  pour  cliaque  point 

de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  (i)  avec  le  cylindre  circon- 
scrit, on  doit  avoir 

àf  àf 


dy'  d.r  dy'  dy 


Le  cas  où  la  valeur  de  y'  annulerait  à  la  fois  -r—  et  ^-  donnerait 
■^  a.c       dy 

lieu  à  des  remai-ques  analogues  à  celles  du  numéro  précédent. 
Exemple.  —  Considérons  l'équation  différentielle 

(6)  {..y'-yY--2^y[i-^y'']=o, 

que  l'on  déduit  de  l'équation  intégrale 

(7)  x-  +.1-2  —  2C(.r+,r)  -+-C-  =  o, 

traitée  au  n"  S88.  En  appliquant  à  l'équation  (6)  la  règle  donnée 
par  la  formule  (3),  il  vient 

J:[j[:y'  —  _i' —  2);)')  =  o, 

ce  qui  donne  d'abord  la  solution  x  =  u,  d'oùj/=  30  ,  ce  qui  satis- 
fait bien  à  l'équation  (6).  En  égalant  l'autre  facteur  à  zéro,  il  vient 

r' :=  — ^ 1      d'où      rfr  —  .r)-  =  o. 


On  en  tire  d'abord  la  solution  y  =  o,  qui  satisfait  à  l'équation  dif- 
férentielle.  Quant  à  l'autre   solution,    savoir j' . —  ,r  =  o,  on  voit 
aisément  que    la  valeur  qu'elle   donne  pour  j^  ne  satisfait  pas  à 
l'équation  (6).  C'est  donc  une  solution  étrangère. 
Si  l'on  avait  mis  l'équation  (6)  sous  la  forme 
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(Jii  aurait 


"S 


V^2  j:j  -:-  X  -i-  X  f    W  —  H-   I  j 


V  -i  -r- 


valeur  qui  devient  iii(inie  pour  x  =—  o  ;  etc. 

8j7.  Caractères  distinclifs  des  solutions  singulières  et  des  intè- 
gi  aies  particulières. —  La  distinction  entre  les  solutions  singulières 
et  les  intégrales  particulières  est  facile  quand  on  connaît  l'intégrale 
générale.  Soit,  en  efTel, 

(l)  F(.r,r,  C)=o 

l'intégrale  générale,  et  soit  donnée  une  relation  sans  constante  ar- 
bitraire 

(3)  ç,(.r,  7]  =  o, 

satisfaisant  à  réquation  dllférenlielle,  c'est-à-dire  donnant,  pour 
chaque  point  (x,  )  )  de  la  courbe  qu'elle  représente,  la  même  va- 
leur de  j'  que  l'écpiation  dilférenlielle.  Si  (2)  représente  une  inté- 
grale particulière,  il  faudra  que  cette  équation  puisse  se  déduire 
de  (i)  en  particularisant  convenablement  la  constante  C.  Il  devra 
donc  exister  une  valeur  de  G  qui  rende  l'équation  (i)  identique 
avec  (2).  Il  s'ensuit  de  là  que,  si  entre  les  équations  (i)  et  (2)  on 
élimine  une  des  variables  x,  1  ,  l'autre  devra  aussi  disparaître,  et 
l'équation  résultante  devra  ne  contenir  plus  que  la  seule  incon- 
nue G.  Si  l'autre  variable  ne  disparaît  pas,  l'équation  (2)  repré- 
sentera alors  une  solution  singulière. 

Ainsi,  dans  l'excniple  du  numéro  précédent,  la  solution  x  =  o, 
siibsliluée  ilans  l'intégrale  générale  (7},  donne  [y — ■C)'-=:o, 
d'où  l'on  tire  pour  (J  une  valeur  variable.  Donc  x  =:  o  est  une  so- 
lution singulière. 

858.  Sup[)Osons  maintenant  que  la  solulion  proposée  ait  été  dé- 
duite du  r(  iciiicnt  de  l'équation  difl'érciilulle.  Si  cette  solution  est 
une  intégrale  |>arti(ulière,  les  valeurs  de  j'',  ■)'",  .  .  .  que  l'on  en 
déduira  par  des  dill'érentiatioiis  successives   devront  être  égales, 
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pour  chaque  point  {x,j  )  de  la  courlie  (2),  aux  valeurs  obtenues 
de  la  même  manière  au  moyen  de  l'équation  difl'érenlielle.  Si  donc 
on  vient  à  rencontrer  une  dérivée  d'un  certain  ordre  qui  ail  des 
valeurs  différentes,  suivant  qu'on  la  déduit  de  la  solution  (2)  ou 
de  l'équation  différentielle  elle-même,  cela  prouvera  que  la  courbe 
(2)  ne  fait  pas  partie  de  la  série  des  enveloppées.  Donc  la  solution 
(2)  sera  une  solution  sinj^ulière. 

Exemple.  —  Soit  l'équation  différentielle 

X  —  ■'•j'  —  '— -  '—  \/i-i-f-. 
la 

Si  l'on  pose,   pour  abréger,  '—  =  u,   et  qu'entre  l'équation 

(i)  j  —  .rr'  =  K  s/i  -^y'- 

ou 

(2)  [  «-  —  .r'  )  )■'-  4-  2.J-jj'  -f-  II-  —  )  '  =0 

et  sa  dérivée  par  rapport  èi  j  '  on  élimine  }  ',  il  vient 

.vy  II-  —  y-  ,  ^ 

—r^ T  = ^ — )      ou      «-(«-  —  .r- — )-j=o, 

ir  —  x-  jy  ^  ^    y  » 

ce  qui  donne  les  deux  solutions  11  =  0  et  u- =  x- -\- 1  - ,  c'est-à- 
dire 

.'.■-  -+-  J-  =^0     et     .r-  4-  y-  ^^  4  ""■ 

1^'une  et  l'autre  de  ces  deux  solutions  donnent 


d'où 

_  y-''-  -i-j- 


■ ,     V  '  t- 


valeurs  qui,  substituées  dans  Féqualion  (1),   y  satisfont  soit  pour 
u  =  o,  soit  pour  u  =:  ia. 

La  première  de  ces  solutions  donne,  pour  le  rayon  de  courbure, 
û=:o,  la  seconde  p=zia.  Clierchons  maintenant  la  valeur  de  p 
qui  résulte  de  l'intégrale  générale. 

25. 
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Lôquation  (2)  donne 


J  = 


—  xy-\-  hR 


en  posant 


R  =^u'~.r'-—rK 
Si  ion  difltTcnlie  l'cqualion  (2),  on  a 

[(«=  -  x^  )  _v'  4-  :rj-]r"  -i- uu' {i -h  y''  )  =  o  . 

En   remplaçant   le  nuiltiplicatcur   de  t"  par  sa  valeur  (/R,   lirce 
de  f3),  et  remarquant  que 

,_  --r-f-Xj''  I  .r(«^—  .r-— r*)  +  ujK R  iir  —  xR 


d'où 

el  enfin  que 

{' 
il  \iont 


«  V^i  4-7'-  =„>■—  J^j 


.  ,  _  «(«r  — jR) 


\/n-j'% 


.c2;/-t-  J-J:=   hR,  llHj"   -\-   U^[\    +  y-  j-  =  O, 


ul\ 


L(i+j' 


ce  qui  donne,  au  signe  près,  en  l'aisanl  abstraction  de  la  solution 
«U  ^  o,  que  nous  venons  d'examiner, 

P  =  "- 

Cette  valeur  n'étant  pas  la  même  que  celles  que  donnaient  les 
solutions  11  =  o  et  R  =;  o  ou  x-  -hj-  =  4  '''')  on  en  conclut  que 
ces  deux  dernières  étaient  des  solutions  singulières,  et  non  des 
intégrales  particulières. 

C'est  ce  qu'on  peut  voir  clairement  en  cherchant  l'intégrale  gé- 


(')  Les  cknix  valeurs  <le   y'  dévouant  égales  pour  R -;  0  ,  on  voit  que  R  =  o  peut 
doiiiu-r  une  sulution  singulière  [S5G]. 
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néralc.  Pour  cela,  posons  x  =  rcosp.  y  =^  s'\np  ;  il  viendra 

—  ,^r/n  =  -^  Je/r'-  ■+  i^dtj^, 
la 

OH,  en  faisant  abstraction  de  la  sointion  ;■-  =  o, 

o  =^  (4'^'"  —  '"  ]'^i'~  —  ''''• 

Cette  équation  est  vérifiée  par  4«'  —  7-'=o,  dv'-=o\  en  lais- 
sant encore  de  côté  cette  solution,  il  vient 

(1^  ...  .  „s 

dp  =  — 1      d  ou     7=  2rt  sin  (/j  H- C), 

v/4rt-  —  I- 

ou,  en  remplaçant  sinC  parC, 

(.r  —  «C)-+  (.)•  —  r/\/\  —C-)-  —a"-, 

équation  d'un  cercle  de  ravon  a,  passant  par  l'origine  et  ayant 
pour  enveloppe  le  système  des  deux  cercles  /•  =  o  et/'  =  la. 

859.  Mais  ce  caractère  n'est  pas  toujours  décisif,  les  envelop- 
pées pouvant  avoir  dans  certains  cas  avec  l'enveloppe  un  contact 
d'ordre  infini. 

Soit,  ])ar  exemple,  l'équation  différentielle 

, ,        .      dr' 
L'équation  -—-  =  co  donne  la  solution  y  =  o,  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion différentielle  [385],  et  qui  donne  pour  toutes  les  dérivées  7", 
)'",  ...  des  valeurs  nulles.  On  tire  de  l'équation  différentielle 

y = j  [(logjj'H-  2(iogjf  ], 

et  cette  dérivée  s'annule  avec  y.  On  verrait  de  même  que  toutes 
les  dérivées  suivantes  s'annulent  également,  en  vertu  de  l'équation 
différentielle  aussi  bien  qu'en  vertu  de  la  solution  j^  =  o. 

Mais,  si  l'on  cherche  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1),  la- 
quelle est 

on  voit  que  cette  intégrale  ne  peut  se  réduire  àj  =  o  pour  aucune 
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\aleiir  constante  de  C  IJonc,  malgré  l'idenlilé  des  dérivées  pour 
-)  =  o,  cette  solution  esl  une  solution  singulière  do  l'équation  dif- 
lérenlielle. 

Il  est  donc  indispensable  d'avoir  un  autre  critérium  pour  dis- 
tinguer les  solutions  singulières  à  l'aide  de  l'équation  dinerenlielle 
elle-même.  Nous  allons  exposer  la  méthode  découverte  par 
P. -II.  Blanchet,  ancien  maître  de  conférences  à  l'I-xole  Normale, 
et  qui  nous  a  été  communicjuée  par  l'auteur  en  i84t>. 

8(j0.  Supposons  l'équation  diflerentielic  résolue  ]iar  rapport 
ùj  ',  et  mise  sous  la  forme 

et  soit 

(a)'  .1-=  Vr:r  F(.r,  C) 

son  intégrale  générale.  Soit  donnée  une  solution 


(3)  r=.X.-= 


?l 


sans  constante  arbitraire,  et  satisfaisant  à  l'équation  dilléren- 
lielle  (i).  Il  s'agit  de  savoir  si  y  =  X  est  une  intégrale  particulière 
ou  une  solution  singulière  de  l'équation  (i). 

Puisque  V  et  Xsont  des  solutions  de  l'équation  (i).  on  doit  avoir 
identiquement,  quelle  que  soit  la  valeur  de  C  [  829], 

\' =/{.,;  \],      X' .=/(.,•,  X), 
d  ou  1  on  tire 
,,,  V'-X'_    /f.r,  V)-/(.r,  X) 


'W 


X 


Multiplions  les  deux  membres  par  dx,  et  intégrons  entre  deux 
limites  j"o  et  .r,  entre  lesquelles  on  suppose  que  la  valeur  (a)  dej' 
ne  passe  pas  par  l'infini  pour  la  valeur  attribuée  à  la  constante  G, 
et  que  la  fonction  sous  le  signe  J",  ainsi  que  les  autres  analogues 
que  nous  rencontrerons,  ne  change  pas  de  signe.  Il  vient  alors 

,..  ,      V-X  /-•'•,/>.¥)-/(.>■.  X-   , 

<'^         '"'^:=^o'=  1,  — v^ — '""' 

\  0,  X,i  étant  les  valeurs  des  fonctions  \.  X  pour  x  =-  Xo- 
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Attribuons  maintenant  à  la  constante  C  une  valeur  Co  telle  que 
l'on  ail 

V„  =  F(a:„,  Co)  =  ?(.'•„)  =::Xo. 

La  fonction  sous  le  signe  J"  prendra,  pour  la  limite  inférieure  Xo 
de  l'intégrale,  la  valeur  limite 

Si  la  dérivée  partielle/j'  (.r,  X)  a  une  valeur  finie,  quel  que  soit 
X  entre  les  limites  j"o  et  x,  alors  l'intégrale  du  second  membre 
de  (5),  ayant  tous  ses  éléments  finis,  aura  une  valeur  finie.  Donc 

y X 

le  premier  membre  log — -  ne  pourra  être  infini.  Mais  le  dé- 

nominateur  s'annule  pour  G  =  C,,  ;  il  faut  donc  que  l'on  ait  aussi, 
pour  C=  Co,  V  =  X.  Donc  la  solution  j'  =  X  se  déduit  de  l'inté- 
grale générale  j)' =  V,  en  attribuant  à  la  constante  C  une  valeur 
convenable;  doncj-  =  X  est  une  intégrale  particulière.  Ainsi  toute 

dr' 
solution  qui  donne  pour  --—  une  valeur  finie  est  une  intégrale  par- 
ticulière. 

Si_^'  [x,  V)  est  infiniment  grand  d'un  ordre  u^m  pour  V  infi- 
niment voisin  de  X,  en  le  multipliant  par  (V  —  X)'",  le  produit 
restera  infini,  ou  du  moins  ne  s'annulera  pas.  Donc  la  quantité 

(6)    ^^^  [[V - X)"' -  ( Vo-  x„)"']  =  fj -^A^^Jh^^ÂflA^-  ri. 

sera  finie  ou  infinie,  mais  non  =  o,  puisque  les  éléments  de  l'inté- 
grale sont  finis  ou  infinis,  et  tous  de  même  signe.  On  ne  peut  donc 
avoir  V=  X  en  même  temps  que  Vo  =  Xq.  Donc  si,  pour  j'-  =  X, 

-^  est  inlini  d'un  ordre  ij.^ni">o,  X  sera  une  solution  singulière. 

àr  ,   -      ^       >  o 

dy' 
Si  l'ordre  infinitésimal  de  -r-  est  zéro,  comme  celui  de  logo  [187], 

alors  la  quantité 


WfV  — XI 


(7) 


I    r^       r/(v  — X] 

I  Jx.  (V-X)log(V-X)  -  -»log(V„-Xo) 

=   r'_/f.r,v )-/(.,•,  XI 


X)log(V-X)'^''-" 
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ne  sera  pas  infinie  si  la  \alciirde 

j.^  fJf,X+_B  ]  -f(x,  X) 


Eloge 

n'est  pas  infinie.  Alors  ^  — X  s'annulera  pour  C  =  Co,  et  )  =  X 
sera  une  intégrale  particulière. 

Si  cette    limite  est  infinie   de   Tordre   de   (logo)\   en  prenant 
///  !?/:/.,  l'expression 


/..    ([log(V-X)]-  [log(V„-X„;] 


ne  sera  pas  nulle;  donc  ^  — X  n'est  pas  nul,  et  j  =X  est  une 
solution  singulière. 

En  continuant  ainsi,  on  verra  que  -)  =  X  est  une  solution  par- 
liculière  si,  pour  £  infiniment  petit,  elle  rend  finie  la  limite  de 
lune  des  expressions 

/(.r,  r  +  £)-./"(.f,  j) 
> 

/(.r,  r  +  e]— /(.r,  r) 
5  loge 


£  logS  loglogE 


Ce  sera,  au  contraire,  une  solution  singulière  si,  pour  une  valeur 
positive  et  finie,  mais  aussi  petite  cpie  l'on  voudra,  de  ni,  elle  rend 
iufinle  la  limite  de  l'un  des  rapports 

/{.,:,  y +  z:  -/(.r,,r) 
j  1— «I  ' 

fl.r,r  +  e]-/(.r,r) 

£(log  :)'+'"  '      - 

El0g£(l0gl0g£)'"^"' 

861.   Exemples.  —  I.  L'équation  dillerenticUe 

X)  '  — j  =  0 
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admel    pour    solulion  j   =  o.   On  a    ici  ,/(j'>  J  )  =  -»  et  'e  rap- 
port 

•)■  H-  s        r 


reste  fini  pour  >  ^o.  Donc  >  =o  est  une  intégrale  particulière. 
En  mettant  l'équation  difïercntielle  sous  la  forme 


j-  —  )  .r  =  o. 


où  a' =  -^1  on   verrait  de  même,  ijar  l'éclianiie   mutuel  de  y   et 
t/r  '  "  -^ 

de  X,  que  la  solution  a'  =  o  est  une  autre  intégrale  particulière. 
II.  L'équation  difTérentielle 

y\/.r  —  /»  =  o 
est  aussi  vérifiée  par  )  =  o.  Or,  en  faisant  X  =^  o,  on  a 

y/o  -I-  c        \Jo 

v/.r  \/.r  I 

(juanlité  infinie  pour  s  =;  o.  De  plus. 


\/o  4-  £        \/o 

I 

pi  —  ffl 

■  .-"v; 

est  encore  infinie  pour  toute  valeur  de  ui<^--  Donc  }  ■-=  o   esi 
une  solution  singulière. 

En  mettant  l'équation  dillércnliellc  sous  la  forme 

^x  —  x'  \,fj  --  o, 

on  verrait  de  même  que  x  ^o  est  aussi  une  solution  singulière. 
III.   Si  l'on  considère  la  solulion  j  =  o  de  l'équation  [859] 
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on  a 

hm  -L_5_J L_5_X  =^  lim(logs)2  =  x  , 

tandis  que  la  limite  de  la  même  expression  miiltipli(';c  par  e"'  se- 
rait zéro.  On  a  ensuite 

lim  /l-.X-^.)-/(..X)  ^  ,.  ^  ^(1.^^  ^  ^  _ 
éloge  éloge 

ri,  de  plus, 

/(^.  X  +  e)-/(.r,X1  _  e(loge)^     _  l 

""  £(loge)'+"'  E ( loge )'+'"  ~         (loge)'"-' 

est  infinie  pour  m  ^>  o  et  <[  i .  Donc  ■)  =  o  est  une  solution  singu- 
lière. 

IV.  Au  contraire,  la  solution  y  =  o  de  l'équalioii 


donne 


X 


..     /;.r,  X  +  e)-/i.r,  X)  .    .  „    . 

lim  — ■■ ,- ^ =  une  quantité  Iinie. 

£  loge 


Donc  ■>  =  o  est  une  intégrale  particulière.  On  peut,  en  cITet,  dé- 
iluire  cette  solution  de  l'intégrale  générale 


y  =  e^% 


en  donnant  à  C  la  valeur  • —  x  ou  -1- oo  ,  suivant  que  l'on  consi- 
dère les  valeurs  positives  ou  négatives  de  x. 
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CHAPITRE   III. 

DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR  AU  PREMIER. 


§1- 

intéguation   de  quelques  équations  différentielles 
d'ordre  supérieur  au  premier. 

862.  Nous  trailerons  d'abord  quelques  cas  où  l'intégration  d'une 
équation  différentielle  d'ordre  supérieur  au  premier  peut  s'effec- 
tuer complètement  à  l'aide  des  quadratures. 

I.  Considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation  ne  contient  que  la 
variable  indépendante  x,  avec  une  seule  dérivée  d'ordre  supé- 
rieur 9  <"'  de  la  fonction  inconnue  y,  et  supposons,  en  premier 
lieu,  que  cette  équation  soit  résolue  par  rapport  à  y'"',  et  de  la 
(orme 

(i)  .r("'=/(.r). 

Si  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  /     f{x)dx"  le  résultat  de  n  in- 

légrations  successives  opérées  sur  la  fonction  J{x),  multipliée 
ebaque  fois  par  dx,  on  voit,  en  mettant  les  constantes  arbitraires 
en  évidence,  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  peut  s'écrire 
sous  la  forme 


j:1  dx"  +  C,  .r"-'  -t-  CiX"--  -f-  . 


Au  lieu  d'une  intégrale  d'oi'dre  n,  on  peut  introduire  dans  l'ex- 
pression (2)  des  intégrales  du  premier  ordre.  En  effet,  l'intégra- 
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lion  par  parties  donne  successivement 

SJf[.v]dy-  =  .vf/[x]dr  -f.r/[.c]d.v 

=  .r   /      /(.r)  dj:  —   j      .r/(.rr)  iL-  -^  Ce  +  C 

=  j:   /      f[l)dt  -    i       tf[t]  dt  -(-  C.--  +  C 

=   f     (jr-0/(')'/'^-t;.<   H-C, 
jJSf[T]  dx-  ^S\xSfyx]  d.c   -f.rf^,  dx]d.,: 

=-   '-  [■-//(■*•)  'f'  -Kfi^-yi-'-]  -  [^S^f[<--]d.v  -f.vV[.v]d.r] 
=  1  [.r^-ff[.r]  dx  -  2  .rfxf  [x]  dx  -^Jx^-flx]  dx] 

=  /     - — -^-/[e]dt  +  Cx'-  4-  C'x  -f-  C". 

En  continuant  ainsi,  ou  voit  que  les  résultats  trouvés  sont  de  la 
(orme 

/"  /'•'      Ix  —  t)"-^ 

■^'"' ''■''"  =J,.    T^o-TJn^'^'^'" "" ^' """^ '  +  ■■•  +  C„. 

(3n  démontrera  la  généralité  de  cette  formule  en  différentianl  les 
deux  membres  de  l'équation  (3)  par  rapport  à  a%  ce  qui  repro- 
duira la  formule  analogue  relative  à  l'indice  /;  —  i.  Si  celle-ci  est 
supposée  vérifiée,  on  en  conclura  réciproquement,  par  l'intégra- 
llon,  que  l'équation  (3)  en  est  la  conséquence,  d'où  il  s'ensuit 
que  la  formule  (3)  est  vraie  pour  toute  valeur  de  l'indice  7i. 

La  formule  (3)  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sous 
la  forme  d'une  intégrale  définie  prise  par  rapport  à  un  paramètre 
variable.  Nous  saisissons  cette  occasion  pour  faire  remarquer  cette 
forme  d'intégrale,  sur  laquelle  est  fondée  une  méthode  très-géné- 
rale d'intégration  des  équations  différentielles. 

Si  l'on  développe,  dans  le  second  menilire  de  (3),  l'expression 
(j"  — 1)"~',  ce  second  membre  se  présente  alors  sous  la  forme 
d'une  somme  d'intégrales  du  premier  ordre. 
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863.   Indiquons  quelques  applications  de  la  formule  (3). 
1°  Soity(a:)  =  e^,  et  posons  fe^x"dx  =  u„.  On  trouvera  suc- 
cessivement, d'après  la  formule  (3), 

ffe^'dx'^  =  e''  -+-  Ce  -t- C  ^^  .rjc^'dx  —  fxe^d.r  =  .ru„  —  «,, 

j'JJe^dx?  r=_-e''-f-  -C.'-+C'x-i-C"=:  -[.r5«„_  •2,r«,-j-  fij), 

r  'e'-./.t'  =  e'-  -H  A  Cr'  -^  .  .  .  -t-  C'"^  ^  (x'  //„  ^  3.r'  ;/;  +  Z.ra,  —  «,), 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  tirera  l'une  après  l'autre  les  valeurs  de 
(((,  u-i,  U3,  ....  On  a  ainsi 

Uo~^'^C,      «,  =  [.r— i)e^— C,      //j=(x2—2.r+ 2)  e  >■+€",      .... 

a°  En  remplaçant,  dans  (3),  f{x)  par  /'"'(x),   il  vient  [320 
et  360] 


/^  X        ,-»  X  /-»  X 

/     /   •••  /  /''"(■'•)'^-'-" 


ce  qui  nous  donne  immédiatement  l'expression,  déjà  obtenue,  du 
reste  de  la  série  de  Taylor  sous  forme  d'intégrale  définie. 

864.   Si,  au   lieu   d'être  résolue  par  rapport  à  j  ■"',  l'équation 
proposée  était  résolue  par  rapport  à  x,  et  de  la  forme 

(4)  x==y(j(">), 

on  en  tirerait  d'abord,  en  diflférentiant. 
On  a  ensuite 

d'où,  en  intégrant. 
De  même, 

dj("-'-)—f("-'^d.r  =  y,(j>-("))y'(7('")f/j(«)H-  Ci^/x, 
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cl,  en  intégrant, 

j(«-^)=y,(j(''))-t-C,..-  +  C,. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  la  valeur  de  y,  exprimée  au 
moyen  de  j'"'  et  de  «  constantes  arbitraires.  En  éliminant  y'"'  de 
cette  valeur  au  moyen  de  réqualion  (4),  on  aura  une  relation 
entre  x,  y  et  n  constantes  arbitraires,  qui  sera  l'intégrale  générale 
de  l'équation  proposée. 

860.  II.  Un  second  cas  d'intégrabilitc  par  les  quadratures  est 
celui  où  l'équation  difTércnlielle  ne  contient  que  deux  dérivées 
d'ordres  consécutifs,  et  où  elle  est,  par  conséquent,  de  la  forme 

F(j '"-'>,  J<"^)  =0. 

Si  l'on  suppose  d'abord  l'équation  résolue  par  rapport  à  la  dé- 
rivée de  l'ordre  le  plus  élevé,  et  mise  sous  la  forme 

on  en  tire,  à  cause  de  d-\  '"~'  =1  ^"^dx, 

d'où 

On  est  ainsi  ramené  à  une  équation  de  même  forme  que  celle  qui 
a  été  traitée  dans  le  numéro  précédent,  et  l'on  en  tire  successi- 
vement 

r  ry!."-')t/y("-'i 

/•  r/,{  v(''-')i<-/)(''-') 


(«—3 


r 


et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qur  lOii  obtiendra  linaleiiiiMit  )  en  fonc- 
tion de  )'""'',  de  .r  et  de  >i  —  i  constantes  ai'l)itraires.  L'élimina- 
tion de  j'"~"  entre  l'équation  obtenue  et  l'équation  (3)  donnera 
une  relation  entre  x,j'  et  n  constantes  ari)ilraires,  qui  sera  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (1), 
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Exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  a 
une  valeur  constanie  donnée  n. 

L'équalion  difTércnliclIe  du  problème  sera 


d'où 


df     I 


s 


dx         a 


^  ,        «'(>''  ".Y 

•t  —  c  =   / =  , 


k 


r'râ      v'i+r'^ 


r-c     ^^"'■'^''•' 


J  i'+y'f 


ce  qui  donne,  en  éliminant  }  ', 

(.r-CY-+lr-C'Y-=o\ 

866.   Supposons  maintenant  l'équation  (i)  résolue  par  rapport 
à  la  dérivée  la  moins  élevée,  et  mise  sous  la  forme 

(4)  jt"-i)=..(_^('0). 

On  en  lire 

d'où 

(le  =  ^— ^ -— j 


et  par 

suite 

(2) 

On  a 

ensuite 

d'où 

1) 


+  c,. 


puis,  de  même, 
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et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  une  valeur  de  r 
exprimée  au  moyen  de  y'"*,  de  x  et  de  n  —  i  constantes  arbitraires. 
En  éliminant  ) '"'  à  l'aide  de  l'équation  (5),  on  aura  l'équation 
intégrale  générale  de  (4),  entre  x,  y  et  n  constantes  arbitraires. 

807.  III.  Le  troisième  cas  que  nous  étudierons  est  celui  des 
équations  qui  ne  renferment  que  deux  dérivées  dont  les  ordres  dif- 
fèrent de  deux  unités,  et  qui  sont,  par  suite,  de  la  forme 

F(,-("-i),  ,(")•  —  o. 

Commençons  par  supposer  l'équation  résolue  par  rapport  à  la 
dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé,  et  mise  sous  la  forme 

(,)  r("J=/0-(«-^)]. 


De  légalité 


on  tire 

(3)  _r("-"  (h  ("-')  =.)■(")  f/vC'--), 

ou,  en  mettant  pour  v'"'  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i), 

.1  ("-'>f/|("-"  =z/(_lC''-2)]  (/,("-5), 

d'où  l'on  lire,  en  intégrant,  puis  extrayant  la  racine  carrée. 


_r("-"=  ^2j'/(.)  ("-->)  (/|l"-='  -hC, 


équation    de  la   forme  7 '"   "=/'|  (j-'"   -'),   et  dont  on   achèvera 
l'intégration  comme  au  n°  86a. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 


f  -I-  a\y  =  o. 
On  en  tire 


y ciy z=  —  n^ y dj,    d'où  y  =  \,/c^  —  a^y , 


ensuite 


-/: 


dy  T  .    «')■ 

=  -  arc  sin  -^ , 


s/c^—a^y-     « 


.  c 

d'où,  en  écrivant  C  au  lieu  de  -> 

II 


y—  Csinn(.r  +  C) 
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868.    Si    l'équation    est  résolue   par  rapport  à   la  dérivée   de 
l'ordre  le  moins  élevé,  et  de  la  forme 

on  aura,  en  diflerenliant,  et  remarquant  que  l'on  a,  d'après  (2), 

_>•("-')  ^/)-;«-i)  =_,(«)  y'  (  vC")  )  dy<."\ 
d'où 

)  («-')  =  v/3/,-(")y'(/>"))rfj('')4-C, 

et,  à  partir  de  là,  on  retombe  dans  le  cas  du  n°866. 


§11. 

CAS  d'abaissement  de  l'ordre  d'une  équation  différentielle. 

869.  l.  Eijuallotu  dont  le  premier  membre  est  une  différentielle 
exacte.  —  Considérons  d'abord  un   exemple  particulier,   et  soit 

l'équation 

y  -+-  Zxf  H-  2jj'-  +  [.V-  +  aj-j'  ) /"=  o 

ou 

[y -Y-  3. /-y  -+- 27/^  )  f/j," -h  [.c'-  +  ly^-f]dy'=o. 

Cherchons  si  le  premier  membre  ne  serait  pas  la  différentielle  d'une 

certaine  fonction  «  =  /  (x,  j  ,  j') .  La  différentielle  d'une    telle 

fonction  est  de  la  forme 

<V      , 
,,,^—ay+..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  la  forme  dx(f[x, y, y').  Donc  le 
coefficient  de  dy'  dans  l'équation  proposée  est  la  dérivée  partielle 
de  u  par  rapport  à  7'.  Soit  ;/|  l'intégrale  de  ce  coefficient,  prise  en 
considérant  j'  comme  seule  variable.  Dans  l'exemple  actuel,  cette 
intégrale  est 

«,  =/ ( x"-  +  2y\r')  dy'  =  .l'-y'  +  f-y"-, 

en  n'y  introduisant  aucun  terme  indépendant  de  1'.  On  aura 

./„,  =  (.«2  -f-  iy'-y  )  dy'  -t-  yd[a:^)  -+-  y'd[y-]. 
II.  —  Cours  de  Calcul  inftn..  II.  26 


4Q2  i.ivni:   IV.  —  ciiAi'.    m,   §  ii. 

Il  est  clair  que  du  —  (//;,  ne  coiiliptulra  plus  aucun  loriiie  en  d\', 
c'csl-à-dirc  aucun  terme  dépciKlanl  do  la  diflércntielle  seconde 
de  1  ;  et  connue  du  —  (/«,  osl  Line  dilTcrcnlielle  exacte  si  du  en 
est  une,  il  laudra  ([ue  cette  expression  soit  la  difl'crentielle  d'une 
fonction  de  x  et  de  j)^,  ne  renfermant,  par  conséquent,  j'ou  dx 
et  dj  qu'au  premier  degré.  On  trouve,  en  effet, 

(lu  —  ,/«,  r=  [y  +  "i-ry  -i-  "i-yf^]  (II-  —  l-i-y  clx  —  o.yy'^  dx 

=  y  d.v  -f-  x  dy  =  d  (  j-y  ) , 

ce  qui  est  une  diflérentielle  exacte.  On  a  donc 

Il  z=z  Kl  -i-  jcy  =  x*  r'  -i-.)  -  )■'-  +  .TV  =:  cnnst., 

et  celle  équation  est  une  intégrale  première  de  l'équation  proposée. 

En  raisonnant  de  même  sur  le  cas  général,  on  arrive  à  la  règle 
suivante  pour  reconnaître  si  une  expression  différentielle  donnée 
est  la  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  it  et  pour  obte- 
nir en  même  temps  cette  fonction.  Soit/2  l'ordre  de  cette  expres- 
sion différentielle.  Il  faudra  d'abord  que  la  plus  haute  dcrivéej''"' 
ou  la  plus  haute  diirérenticUe  j '"' (^.r  =^  (fj  ' '"■'  n'y  entre  qu'au 
premier  degré.  On  intégrera  alors  le  coefficient  de  j)'"'  partielle- 
ment par  rapport  à  j'""'-,  c'est-à-dire  comme  si  y("~')  était  seule 
variable.  Soit  u,  l'intégrale  obtenue  ;  du  —  du^  ne  contiendra  plus 
de  termes  enj'"'  et  se  réduira  à  une  expression  différentielle  où 
la  plus  haute  différentielle  sera  y^"-''  dx  ■=^dy'-"~-K  Cette  expres- 
sion devant  être  une  diflérentielle  exacte  si  du  en  est  une,  il  faudra 
que  1  (""■''  ou  dj  '"""-'  n'y  entre  qu'au  premier  degré.  On  intégrera 
alors  le  coefficient  de j<"~''  partiellement  par  rapport  à j<"~'-',  ce 
qui  donnera  l'intégrale  w-i.  Alors  f/n  —  r/w, — du^  ne  contiendra 
plus  que  des  termes  d'ordre  n  —  2  au  plus,  et  devra  être  une  dif- 
férentielle exacte.  En  continuant  ainsi,  si  la  quantité  proposée  est 
iine  différentielle  exacte,  on  devra  parvenir,  en  dernier  lieu,  à  une 
expression  en  x,y,  dx,  dy,  ([ui  soit  une  différentielle  exacte,  cl 
que  l'on  intégrera  comme  on  l'a  vu,  n"  77!2  et  suivants.  La  somme 
de  toutes  les  intégrales  partielles  ainsi  obtenues,  «i  -I-  u-^-'r  •  ■•, 
sera  l'intégrale  de  l'expression  proposée. 

En  égalant  cette  dernière  intégrale  à  une  constante  arbitraire, 
on  aura  une  intégrale  première  de  l'équation  du  =  0,  dont  l'ordre 
se  trouvera  ainsi  abaissé  d'une  unité. 
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Si,  dans  le  cours  du  calcul,  on  rencontrait  un  reste  dans  lequel 
la  plus  haute  dérivée  entrât  à  un  degré  supérieur  au  premier,  la 
méthode  cesserait  d'être  applicahle  et  l'expression  proposée  ne 
serait  pas  une  dilTérentiellc  exacte. 

870.  II.  Etfiiatious  ou  l'une  des  variables  x,  y  n  entre  pas 
explicitenient,  —  Si  l'équation  ne  contient  pas  )  explicitement  et 
est  de  la  forme 

/(■'^^J'.J",  •••,jt"')  =  ", 

en  prenantj  'pournouvelle  fonction  inconnue,  l'équation  deviendra 

/        ,    <lv'  d"-\r'\ 

^i:''-''7Z7'  •••';^-t)  =  °' 

et  ne  sera  plus  que  de  l'ordre  n —  i.  L'intégration  de  cette  équa- 
tion conduira  à  une  relation  entre  x,  7'  et  /;  • —  i  constantes  arbi- 
traires, et  cette  relation  elle-même  s'intégrera  par  les  quadratures, 
en  la  résolvant  soit  par  rapport  à  ) ',  soit  par  rapport  kx  [845]. 

Plus  généralement,  si  l'équation  pi-oposéc  ne  contient  ni  y  ni 
aucune  de  ses/?  —  i  premières  dérivées,  et  qu'elle  soit  de  la  forme 

/(.r,j,(/'),  j(/'+i).  ...,,(")  5=^0, 

on  la  ramènera,  en  prenant j)'^'  pour  la  fonction  inconnue,  aune 
équation  de  l'ordre  n  — p, 

■'  V     ^       '     dx    '  ■      dx"-l- 

dont  l'intégration  conduira  i\  une  relation  entre  .r,  7'/''  et  a- — p 
constantes  arbitraires.  On  intégrera  cette  relation  à  l'aide  des 
quadratures,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  aux  n"^  862  et  864,  ce 
qui  complétera  le  nombre  nécessaire  n  de  constantes  arbitraires. 

Exemple.  —  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit 
égal  à  une  fonction  donnée  X  de  l'abscisse  x. 
On  a  l'équation 


r 
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qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 


on  en  lire 


/ 


cIt. 

X 

= 

d.r. 

+ 

c  —  — 

y 

X 

v/i 

-+-/' 

ou,  en  désignant,  pour  abréger,  par  ^'  le  premier  membre  de  celte 
équation, 


Sdx 

V  1  -  V^  '        J  ^'^ 


r'=      —-- — '      tl'où      >  =  /  ""^       4-  C'. 


Si  l'on  demande,  par  exemple,  que  le  rayon  de  courbure  soit  en 
raison  inverse  de  l'abscisse,  en  prenant  X  =  — •,  il  viendra 

2  X 

a:'  H-  C  =  -1      d  ou      )=    | +  C  . 


\  >  -H  J 


La  courbe  rcpréscutée  par  cette  équation  est  connue  sous  le  nom 
de  courbe  élaslit/ne.  C'est  la  forme  qu'affecte  une  lame  élastique 
dont  une  des  extrémités  est  fixée,  l'autre  supportant  un  poids. 

871.  Si  ccsl  la  variable  indépendante  .r  qui  n'entre  pas  dans 
l'équalion  dinVrenlielle,  celle-ci  étant  de  la  forme 

fir,r\r",  ...  ,^('"1  ^o, 

on  ramènera  ce  cas  au  précédent  en  prenant  .v  pour  nouvelle 
variable  dépendante,    et   exprimant  les  dérivées  j ',)  ",  ...,  > '«' 

,  .  .  ,        1 ,   ■    ,         ,       d.r  d-.f 

de  )  par  rapport  a  .r  au  moven  drs  tienvecs  x  =  -—5  x    ^=  -;—  5  •  •  •  > 
..111  .  ^/j  ^/j  - 

f/".r 
^.(h)  __  j(,  ,.  p,,,.  i-apiiort  à  r. 

c/y"  '  '  ' 

Ainsi  on  aura  i'=  -7?  1  '  ^ -■>  ....  D'après  cela,  l'éfiiiation 

j:     -  .1-  ■*  '  ' 

[807] 
deviendra 


JU 


r,  =  fU)    ""    -  777  ^/U)  dy. 
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Si  l'équation  ne  contenait  que  les  dérivées  de  y  à  partir  de  la 
/;'*""',  et  qu'elle  fût  de  la  forme 

/(.>"'',  7<''-^" .>-'"' )  =  o. 

on  l'abaisserait  d'abord   à  l'ordre  n- — /»  en  prenant  7'^'  comme 
fonction   inconnue;   puis   on  l'abaisserait   encore   d'une  unité  en 

cl.v 
prenant  j  '/"  comme  variable  indépendante  et  .r'=:^  -——-pour  nou- 
velle fonction  inconnue.  Avant  obtenu,  par  l'intégration,  une  rela- 
tion entre  ')'/'',  .r'  et  n- — p —  i  constantes  arbitraires,  on  la  ramè- 
nera, par  des  quadratures,  d'abord  à  une  relation  entre j'/'',  x  et 
71  — p  constantes  arbitraires,  puisa  une  relation  entre  j-,  x  et  n  con- 
stantes, qui  sera  l'intégrale  complète. 

872.  On  peut  encore,  dans  le  même  cas,  opérer  l'abaissement 
de  l'équation  par  un  autre  changement  de  la  variable  dépendante. 
On  a,  en  effet,  d'après  la  formule  (■>,)  du  n"  867, 

''■'  =  7  =  >r' 

d"où  Ton  tire 


^i")=j 


dr 


En  faisant  maintenant  successivement  /;  =  2,  3,  . . . ,  et  substituant 
les  valeurs  de  l'^j'",  . .  .  ainsi  obtenues,  la  variable  j  étant  prise 
pour  nouvelle  variable  indépendante,  on  trouvera 

de  sorte  que -(",-)'",  .  .  . ,  )  '"'  seront  exprimées  au  moyen  dej'  et 
de  ses  dérivées  par  rapport  àj',  jusqu'à  l'ordre  ?i —  i.  L'équation 
prendra  donc  la  forme 

En  l'intégrant,  on  obtiendra  une  relation  entre  j)',j'  et  «  —  i  con- 
stantes arbitraires,  et  l'on  achèvera  alors  l'intégration  en  résolvant 
cette  relation  soit  par  rapport  à  j^,  soit  par  rapport  àj  [845]. 


U'C  I. ivnK   IV.   —   riiAP.    III,   ^   II. 

Ainsi  une  érjualioii  du  .sccuiid  ordre 

/(r,y,y';  =  o 

se  ramènera,  par  celte  transformalion,  à  la  forme 


Par  exemple,  Tcquation  7  "  ^^  /  ( j  )  devient  [8G7] 

r',iy=f{y]dr. 
De  même,  au  moyen  de  la  formule 

r/ri"-" 

on  ramènera  l'cquation  _/"|j  '/'',  t  '/'+'),  .  .  . ,  )  '"^)  t=  o  à  la  (orme 

rintégralion  donnera  une  équation  entre  ■}  '^',  j)  '/>+'•'  et  /; — p — 1 
constantes  arbitraires,  et  Ton  traitera  ensuite  cette  équation  par 
la  méthode  des  n"'  8G0  et  8GG. 

873.  III.  E(iuatioiis  homogènes  par  rapport  àj  et  à  ses  dé- 
rù'ées,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  rapport  à  j  et  à  ses  dif- 
férentielles dj,  d'-y,  .  . . ,  d"^  . 

Une  telle  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 


.)'"/(■'•. 


l        1'      1"  i(">\ 

l"- 7' 7' ■••'"] 


Si  l'on  |)Ose  '—  =  c  ,  ou  1  =  <^'',  on  aura  les  égalités 


y    =e-.z, 
y  =  e-  [z"     -+- 
r"'=e={z"'    -f-... +  ;''!, 


,'2  1 


i"'=  e=l';('0. 


les  termes  non  écrits  dans  chaque  parenthèse  étant  des  polynômes 
contenant  seulcniciU  les  dérivées  de  z,  et  tels  que  celui   qui  cor- 
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respond  à  }  '"^  par  exemple,  ne  dépende  que  des  dérivées  ::'""'', 
c'"~-',  .  .  . ,  z',  et  ne  renferme  z'  qu'à  des  puissances  inférieures  à 
la  «''■""'.  La  raison  de  celle  loi  s'aperçoit  immédiatement. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée,  et  divisant 
par  j  '",  on  obtient  une  équation  qui  ne  renferme  plus  que  x,  z', 
z",  .  .  . ,  c'"',  et  qui  rentre  dans  le  cas  du  n°  870.  On  voit  que  l'on 
aurait  eu  immédiatement  une  équation  d'ordre  7i  —  i,  en  posant 

j—eS'"'-': 

Exemples.  —  i°  Soit  l'équation 

.T^d-  y  -î-  xdxdj  — jdx-  =  o,      ou     .(-)"  + .rr' —  y^zzo, 

homogène  du  premier  degré  en  j,  j',  y".  Elle  devient,  par  la 
transformation  précédente, 

ou,  en  multipliant  par    --> 

rdz'  -+-  z'd.r  +  f.r^;'-  —  I  )  —  ^  0, 

.r 

f/.r  dl.Tz') 


•r 

~   ,~.,:'-z'-' 

on  en  tire,  en  intégrant, 

x-          T  -1-  .rz'          J,    , 

.r(x-M-C) 

l.r 

1 

,,     ,3          (1   OU 

c         1  —  .vz 

~  i-  +  C 

X 

Z  ' 

et,  par  suite. 

y- 

C, 

C|  et  Ci  étant  des  constantes  arbitraires. 

On  aurait  pu  intégrer  cette  équation  en  commençant  par  abaisser 
son  ordre  d'une  unité  [869],  ce  qui  aurait  donné 

.i-  )•  —  X]  =  C, 

équation  linéaire  dont  l'intégration  conduit  au  même  résultat  que 
ci-dessus. 


4o8  LIVRE   IV.    —    CIIAP.    m,    §    II. 

a"  Une   équation   difTérentielle   linéaire  sans  second  membre 

[876], 

(  I  )  «O.V   +   flyj'  +   .    .    .   +   «„  j(«'  =   O, 

est  homogène  par  rapport  àj)'  et  à  ses  dérivées,  et,  par  suite,  on 
])eut  abaisser  son  ordre  d'une  unité,  en  posant 

r  étant  une  nouvelle  fonction  inconnue.  Par  cette  substitution, 
l'équation  (i)  devient,  après  la  suppression  du  facteur  e^'''''', 

les  termes  non  écrits  qui  suivent  la  parenthèse  contenant  tous  en 
facteur  quelqu'une  des  dérivées /■', /•",  ...,/•'""='  de  /-,  en  sorte 
que  tous  ces  termes  s'évanouissent,  comme  «„;■'""'',  lorsqu'on 
attribue  à  /■  une  valeur  constante. 

L'équation  (2)  est  d'un  ordre  moins  élevé  que  la  proposée, 
mais  elle  n'est  plus  linéaire.  Elle  peut  servir  cependant  à  trouver 
des  intégrales  particulières  de  la  proposée,  toutes  les  fois  que  son 

premier  terme 

"0  +  «1  r -+- .  .  .  ~  <■>„  r"  =  o(r) 

s'évanouit,  quel  que  soit  x,  pour  certaines  valeurs  constantes  de 
/•,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation 

(3)  ?{r]=o 

admet  des  racines  constantes  /■,,  r^.  ....  Ces  valeurs  seront,  en 
effet,  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (2),  et,  par  suite, 


seront  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (i),  au  moyen  des- 
quelles on  pourra  abaisser  l'ordre  de  cette  équation  [881],  en  lui 
conservant  la  forme  linéaire. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

l'équation  (3)  correspondante 

2  (  I  —  .r)  -+-  [-r^  —  1  )  r  -I-  x(2  —  .t)  r-  =  o 
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adincl  la  racine  7-,=^i,  d'où  il  s'ensuil  que  la  proposée  admet 
l'intégrale  particulière  j',  =  e'-. 

874.  IV.  A'tjuations  Jiomogèiics  par  rapport  à  oc,  r  et  à  leurs 
dijjèrenlielles  dx,  dj,  d-j,  .  .  . ,  d"j  . 

On  peut  dire  encore  que  ces  équations  sont  homogènes  lors- 
qu'on y  considère  x,y  comme  étant  du  degré  i ,  i  '  du  degré  zéro, 
j  "  du  degré  —  i ■)  <"'  du  degré  —  («  —  i  ). 

Une  telle  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

x"'J     —  ,   —,    — ,    ,    .  . . ,    

\    X  X  .T  je  X 

Posons  maintenant 

■ — -^dt,     ou      .r  =  e',      et      —1=3,      rzme'z. 
X  X  -^ 


On  en  tire 


dy         .         dz        dy        dy    y 


X  z  X  y 

ce  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 


-^  =dt[J),-^  \]z. 


On  a  ensuite 


/'——•—  =  (D,-f  i);,      dy'  =  dt.[Ti,+  TiD,  3, 
dx    X  ■  ' 

d^y        dx'-  dy'         dx       , 

Pour  avoir  une  formule  générale,  considérons  l'expression 

<p(D,)  désignant  une  fonction   entièi-e  et  rationnelle  quelconque 
du  facteur  symbolique  D,.  Comme  on  a  évidemment 

^/.y(D,)3  =  y(D,)rf;  =  ./^D,'(,(D,)3, 

on  en  conclut 

dy  =  c-'-' dt .[Vl,~  l,]^[\i,]z. 


JlO  LIVRE    IV.    —    Cil  A  P.     III,    §     11. 

De  là  on  lire 

dy"  =^  d-' dt .  ; D,  -h  1  j  Df  ( D,  —  I  )  3, 

d'où 

eL  tic  même,  en  général,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier, 

—  =^/r'.;D, +  i)[D,+  o)[D,— i)  .  ..  (D,  — «  +  3)(D,^«  -f-2)3. 

Si  1(111  emploie  la  notation  des  i'actoriclles  [Livre  I,  Exercices, 

1>.  2j3]  en  posant 

I"         ,  .        ,  . 

)■     ^r(;- — ii...(r — n  ^- \], 

on  pourra  écrire  la  valeur  précédente  sous  la  forme  abrégée 


On  en   lire 


d'où 


-^=r/^''.(D,^i;-; 


r     d"  I 

i('"= ■-  =:e-(«-';'.(D, -hi'i 


En  substituant  maintenant  dans  Féquation  proposée  ces  valeurs  de 

d.r      Y     dy  d"  r  .    •        i  .  •  i  i  n 

—  »  —5  -^)   •••»    —  -5    on  obtiendra    une    cqualion    dans   lanuclle 
x      X      X  ./■  '  ' 

(après  la  suppression  du  facteur  .r'")  la  variable  t  n'entrera  plus 

(pie  par  sa  différentielle,  et  dont  l'ordre  pourra  s'abaisser  d'une 

unité,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  les  n"^  871  et  87l2. 

Exeniples.  —  i"   L'équation  traitée  au  n"  873, 

JC-d^y  -4-  .rd.rd]    ■ —  i  dx"  =;  o, 

ou 

('tant   homogène    par   rapport  à  x,  dx,  j  ,  dy,   d'Y,   deviendra, 
par  les  substitutions   précédentes,  en   divisant  par  e', 

(D,-(-i)D,;-l-  (D,+  i)o  — ;=o, 
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c'est-à-dire 

z"  -\-  ac'=  o, 

ou,  en  inullipliant  par  dt, 

eh'  +  aiV//  =  o, 
d'où 

c 

par  une  nouvelle  intégration,  on  a,  en  remplaçant par  C|, 

d'où 

1°  Soit  l'équalion 

ii.r'd-y  ^  [rt/.r  —  .rd}  ]-,      ou      n =  I  — |   • 

.t  \x     .»■  .1-  J 

On  en  lire 

ndt'-  [z"  +  :'  )  =  [zdt  —  [zdt  +  dz)Y,     ou     «  [;"  +  z  ]  =  z'-, 

dz'  ,,  ,         „    .        ,  "*' 

7^  —  =  3  -  —  nz  ,      d  ou      ^ //  :=  — ;  J 

dt  z  -—  nz 


z'  —  «         /i         II  dt 


1         -^    ''  '*  "  *"  *-     * 


ou,  en  mettant  pour  é  et  (/f  leurs  valeurs  x  et  —  ? 


— -  =1  —  C.r, 

xdz 


ou  enfin 


•)■  r       it  dx 

X  ~J  x[\  —  Cx) 


j=flxU)g- 


C;,.rH-C2 


Autrement,  en  employant  la  transformation  du  n°  872,  on  aurait 
pu  mettre  l'équation  «(;"-}-  z')  =^  z'-  sous  la  forme 


n  — ; —  =  z  ^  —  nz 
dz 


ou,  en  supprimant  la  solution  ::'=  o  (qui  eorrespondrait  aune  in- 
tégrale parlieulière,  pour  Co  =  o), 


az  z:^  —, 


4l2  LIVRE    IV.    —     CIIAP.     III,    §   II. 

On  en  tire 


i  +  r. 
z=n+e " , 

OU,  en  posant  e  "   =  u, 

ndu 
dt  =  — »     etc. 

«  i^u  -+-  ri'j 

875.  V.  Equations  qui  deviennent  homogènes,  lorsqu'on  y 
considère  x  et  dx  comme  des  quantités  du  premier  degré,  et  i 

et  ses  dijjérenticlles  dy,  d'-} d"y  comme  des  quantités  du 

degré  fjt. 

Cela  revient  à  considérer  y  comme  une  quantité  du  degré  p, 

■)  '  comme  étant  du  degré  fx —  i -)  '"'  comme  étant  du  degré 

u.  —  n. 

L'équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

,„r  (''■'■     X     'b  ^".1 


Posons,  comme  précédemment. 


dx  Y 

—  =  dt,     X  —  e',      —  =  3,     y 
X  x>- 


On  en  tire 


d'où,  en  vertu  de  la  formule  générale  démontrée  dans  le  numéro 
précédent, 

lll' —  ^.— =  (.-;:'-')'.'//'.e(^-'"iD,+ «)(D,+ a— l'iz 
=  dt-.  (  D,  +  ,m)  (  D,  -1-  u  —  I  j  3. 

En  continuant  ainsi,  on  trouvera  généralement 
d"  )■ 


=  df[D,+  -j.)^z, 
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d'où 

^_p(;.-«)'(D,-l-a)^C. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  réqualion  proposée,  on  arrivera, 
comme  dans  le  cas  précédent,  à  une  équalion  ne  contenant  pas 
explicitement  la  variable  indépendante  t,  et  par  suite  susceptible 
d'abaissement. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 

j:''cP)  =  (.i-^  +  2J:f]  (Ixd)  —  ^y^dx-, 

OU 

c/^  y         I  y\  d.r  dr  )  ^   d.i- 

-  —  —  4  -i  -^  ' 

r.      X'  x      x" 

qui  est  de  la  forme  ci-dessus,  pour  ,v.  =  2.  La  Iransfornialion 
donne 

(D(-(-2)  (D, -+-  i)z  =  [n-  23)(D,  4-'2);  —  4s-, 

Z."  -i-  Z  Z'  -+-  1Z  =  [l  -h  3.  z][z'  -h  1Z]   —  4^'. 

;" —  2zz'  ■+-  iz'=  o, 

ou,  en  employant  la  transformalion  du  n°  87!2  et  divisant  par  -', 
ce  qui  revient  à  mettre  de  côté  l'intégrale  particulière  c'=  o. 


dz' 
d'où  l'on  lire 


—  -?.c  +  2  =  0, 


L,     t^L  =  ^  =  -^  arc  tang  --_-  : 

J   (^  —  l)--rC  C  v/C 


expression  qui  deviendrait  un  logarithme  pour  C    '^o.  On  en  tire 

z  —  \  =  V'C  t^ng  ('  +  C'  )  y  C, 
ou,  en  l'aisant  C'^  logC,, 


j  =  j:^|  1  + V  C  tang [y/C  (loge,  .r-)]j. 


4l4  I.IVRK    IV.    —     CII\P.     IV,    §     I. 


CIIAriTRE  IV. 

THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 
ENTRE  DEUX  VARIABLES. 


S  1- 

DES     ÉQU.VTlOiNS     DIFFÉRENTIELLES     LINÉAIRES     d'oRDRE      QUELCONQUE. 
MlOPraÉTÉS    GÉNÉRALES    DE    CES    ÉQUATIONS. 

876.  On  appelle  équation  différentielle  linéaire  une  équalion 
différenliclle  dans  laquelle  la  fonction  inconnue  et  ses  dérivées 
des  divers  ordres  n'entrent  qu'au  premier  degré  et  sans  être  mul- 
tipliées entre  elles. 

Soit  cf  le  signe  caractéristique  dune  fonction  rationnelle  et 
entière  de  degré  >i,  à  coefficients  «o»  «d  •  •  ■>  <"'«  constants  ou  fonc- 
tions de  la  variable  x.  La  forme  générale  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  de  l'ordre  h,  entre  deux  variables  x  etj',  sera 

5,(D.,.).i  —  «o.r  ^-  «,Dr,)  -+-.  . .  +  a„T)"^.y  z=  X, 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x  ou  zéro. 

Dans  le  cas  où  le  terme  X,  indépendant  dcj'^  et  de  ses  dérivées, 
se  réduit  à  zéro,  l'équation,  qui  devient  alors 

(i)  y(D.,)„r=o, 

est   dite    une  équation  différentielle  linéaire  homogène  ou  sans 
second  /ue/iihre. 

877.  Une  fonction  ■>  ,  de  x,  sans  constante  arbitraire,  qui,  sub- 
stituée  àj    dans   l'équation   dllférciitielle  (i),   rend  le   premier 
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moniljrc   de  cette  équation  idcnliquemcnt  nul,  est  dite  une  inté- 
ijrnlii  pn/ticulière  de  celle  équation  différentielle. 

Les  propriétés  principales  des  é<[ualions  différentielles  linéaires 
sans  second  membre  sont  exprimées  par  les  propositions  suivantes, 
dont  les  trois  premières  se  vérifient  immédiatement  par  simple 
substitution. 

I.  Si  Yi  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i),  le  pro- 
duit Cj'i  de  cette  intégrale  par  une  constante  quelconque  sera 
aussi  une  intégrale  de  cette  même  équation. 

II.  Si  )  I,  7  2,  . . .  sont  diverses  intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion (i),  leur  somme  7  ,  -)-)-.-*-...  sera  aussi  une  intégrale  de  la 
même  équation. 

III.  En  combinant  les  deux  propositions  précédentes,  on  en 
conclut  que,  si  j^i,  j-^,  ...  sont  des  intégrales  particulières  de 
l'équation  (i),  et  C|,  Cj,  . .  .  des  constantes  quelconques,  la  somme 

sera  encore  une  intégrale  de  l'équation  (1). 
878.   IV.   Soient 

(2)  Jl,     X'2 )« 

71  intégrales  particulières  de  l'équation  (i).  D'après  ce  qu'on  vient 
de  voir,  la  somme 

(3)  j  =  Cij-, -^  C^,)-, -f  . .  .-i-C„.i„ 

sera  une  intégrale  de  léquatlon,  renfermant  n  constantes  arbi- 
traires. Ce  sera,  de  plus,  l'intégrale  générale  de  celte  équation  si 
les  fonctions  j'ijjo,  . .  .,j>'h  sont  telles  que,  pour  une  valeur  quel- 
conque attribuée  à  x,  on  puisse  déterminer  les  /i  constantes  C,, 
Co,  ...,  C„  de  manière  à  faire  prendre  à  _j  et  à  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées  des  valeurs  arbitraires,  c'est-à-dire  si,  pour  toute 
valeur  de  x,  on  peut  tirer  des  ii  équations 

IX         =Cir,        H-Co'a        +•  - --i-C,,.),,, 

(4) 

j-("-')=Cir'i'-"-i-c,jy'-"4-...  +  c„/;;'-" 
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des  valeurs  finies  et  déterminées  des  inconnues 

Pour  cela,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  déterminant 


R: 


1  , 


,.(«-11 
■'  1 


,.l«-l) 

J   IL 


ne  s'annule  pas  identiquement,  quel  que  soit  x. 


Si  l'on  désigne  par  ^  \ 


-T-r^  le  coefficient  de  li!'  dans  la  valeur 
de  R,  les  valeurs  des  inconnues  C^  seront  données  par  les  équations 
( 5  )    RC;.  =  Y,,.v  -H  \',,y'  -^ .  . .  +  Yy;'- ' 'j  ("-' >,     (/=  i ,  2,  ...,«) . 

879.  S'il  existait  entre  les  intégrales  particulières  (2)  une  rela- 
tion Umutire  quelconque  à  coefficients  conslants,  c'est-à-dire  une 
relation  identique  de  la  forme 

(6)  «1.1 1  +  «3.''i  +  -  -  -  =  0, 

«,,  a^,  ...  étant  dos  constantes,  alors  une  des  lignes  verticales 
de  R  serait  formée  par  l'addition  des  produits  de  plusieurs  autres 
lignes  verticales,  multipliées  respectivement  par  des  facteurs  com- 
muns. Donc  alors  ce  déterminant  serait  nul,  el  l'expression  (3)  ne 
serait  plus  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1).  Nous  dirons,  dans 
ce  cas,  que  les  intégrales  particulières  (2)  ne  sont  pas  distinctes 
entre  elles. 

On  voit  d'ailleurs  aisément  tpie,  en  vertu  <le  la  relation  (6), 
l'équation  (3)  se  réduit  à 


=  (c,_^c,),,.^ 


c,b3 


y 


expression  i.\ni  ne  renleriiie  plus,  en  réalité,  (jue  /;  —  i  conslanles 
arbitraires,  c'est-à-dire  moins  que  n<in  doit  contenir  l'intégrale 
générale. 

880.   On  |)eul  arriver,  par  la  considéralioii  du  (lélermiiiaul  11, 
à  dciiiontrer  qu'en   général   la  condition  iirccssttirc  et  sujjisnnto 
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pour  que  les  intégrales  parliculières  (a)  soient  distinctes  est 
qu'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation  linéaire  identique,  de  la 
forme  (6). 

En  effet,  si  les  intégrales  ne  sont  pas  distinctes,  auquel  cas  le 
déterminant  R  est  nul,  on  sait  qu'alors  les  équations 


(7) 


"i/i 


-+-  "if -2 


"nfn 


=  O, 
=  0, 


'h  y. 


sont  généralement  compatibles  entre  elles  pour  des  valeurs  des 
inconnues  zi,,  Un,  ...  différentes  de  zéro,  et  que,  de  plus,  ces  va- 
leurs sont  proportionnelles  aux  déterminants  partiels  de  R  relatifs 
à  une  ligne  horizontale  quelconque,  à  la  dernière  par  exemple, 
de  sorte  qu'on  a 


(8) 


:  «„  =  Y 


(i-l).  Yl''-') 


:  y;,-' 


Différcntions  maintenant  chacune  des  équations  (j'),  en  ayant 
égard  à  celle  qui  la  suit  ;  il  viendra 


i  " 

.)■,          -+-  «.,   )  .>          -h  . 

■-l-"„J«       =o, 

1  "' 

I    . 

y\        +u\_y'.,       -f. 

■+"'„/„           =0' 

!.■ 

/r-'+u,yr^>^. 

•  -i-"'„rir-'-'-o, 

;/' 

yr''+"',r':'-"-+- 

•  -!-'4>r-" 

4-  " 

,-!'')          -     „     1-'"' 

•H-««r;;"     =0. 

Or,  si  l'on  différenlie  la  valeur  de  R,  on  voit  que  la  dérivée  Di-R 
se  réduit  à 


(") 


DrR: 


Xi 


..In) 

J  1 


^2 


,,l") 


yl"-2) 
J  II 

J     II 


=  Y'«-"r',"'- 


,  Y(n-l)  v"" 
*■  Il        J  II   1 


et,  cette  quantité  étant  nulle,  puisque  R  est  supposé  s'annuler 
quel  que  soit  x,  on  en  conclut,  en  vertu  des  proportions  (8),  que 
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la  seconde  ligne 


UtJV'-^'hX'" 


de  l'équalion  (lo)  est  nulle.  En  supprimanl  donc  celte  seconde 
ligne,  les  éL]uations  (9)  et  (10)  forment  alors  un  système  identique 
à  celui  des  équations  (7),  d'où  il  résulte  que  les  inconnues  u\ 
«'„,  ...,  u^^  sont  proportionnelles  aux  inconnues  ((,,  n-^,  ■ 
On  peut   donc  poser 


I  ' 


'-'-=  —  —        =  ^' 

II,  II,         '  '  '         u„ 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant,  et  désignant  par  «i,  «o,  ...,  a„  des 
constantes, 

tt,  =«!&■'■?''■'■,      ;/,  =  «,£■■''?''■'• ;/„  =  a„  e-''?''-^. 

Eu  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  (7),  et 
supprimant  le  facteur  eJ^?''-'',  qui  n'est  pas  nul,  on  a  i'idcnlilé 

(6)  «,  jKi  4- «2.1-, -(-... -h  «„_)•„  =  o, 

qui  est  une  conséquence  réciproque  de  l'hypotlièse  R  =  o. 

Donc  l'identité  (6)  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  intégrales  particulières  (  2)  ne  soient  pas  distinctes 
entre  elles. 

881.  Y.  Si  l'on  connaît  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (i),  celte  intégrale  étant  supposée  aiilre  que  zéro,  on  pourra, 
par  son  moyen,  ramener  l'intégration  de  l'équation  (1),  ou,  plus 
généralement,  celle  de  l'équation 

(A)  î,(D,).r  =  X, 

à  celle  d'une  équation  de  même  forme,  mais  d'un  ordre  inférieur 
d'une  unité. 

Soit,  en  effet,  j)-|  une  intégrale  particulière  quelconque,  diffé- 
rente de  zéro,  de  l'équation  (0.  Posons 
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d'où  Ion  lire,  par  la  formule  de  Leibnilz, 
y"    ^  z.T>Iy,  t-  ■y.z'.  D^.,r,  H-  z".  v,, 


7(")=3.D:,r,+ 


•«("-')Dr'ji^---+^«(«-«;--    '-DIOi. 


/i 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (A),  elle  devient 

\  2.-/(D,)j,+  i-/(D,)ji+  -^-/'(D,,b-i  +  ... 


Le  premier  terme  du  premier  membre  de  cette  équation  s'évanouit 
identiquement,  puisque  j,  est  supposé  être  une  intégrale  de  l'é- 
quation (i).  Dès  lors  l'équation  (B)  ne  contiendra  plus  z,  mais 
seulement  ses  dérivées  z' ,  z" ,  ...,  5'"';  si  donc  on  pose  z'=s. 
l'équation  (B)  se  changera  en  une  équation  en  s  de  l'ordre  /;  —  1 , 
et  de  la  forme 

(12)  y^[B^.]s=o,     ou     /{D^s  —  S.. 

Donc,  si  l'on  pose  )  =  V|  Jsdx,  l'équation  (A)  se  changera  en  une 
équation  de  même  forme,  relative  à  la  fonction  s,  d'un  ordre  infé- 
rieur d'une  unité,  et  ayant  le  même  second  membre. 

Ainsi  la  connaissance  d'une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (i)  permet  d'abaisser  d'une  unité  l'ordre  de  cette  équation, 
ainsi  que  l'ordre  de  l'équation  complète  (A),  en  ramenant  ces 
équations  à  des  équations  de  mêmes  formes  respectives,  mais 
d'ordre  inférieur. 

Les  coefficients  de  l'équation  transformée  sont  constants  lorsque 
ceux  de  l'équation  proposée  le  sont. 

Exemple.  —  L'équation 

2(1  —  x)  j  -t-  (x-  —  ï)/  -\-  x[2.  —  .v]y"  =z  o 

étant  vérifiée    par  l'intégrale  particulière  ji  =:  .r-,  il  vient,    en 

27. 
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siibstiluant  clans  celle  équation  l'expression  a  =  x-Jsdx,  cl  divi- 
sant par  X-, 

(6  —  4  •'^  +  ■'^^  )  -^  "i"  (2  —  .r  )  X .  s'  =:  o, 
OU 

tl.i         .r^  —  4  ■'■  "^  ^' 


d'où  l'on  tire 


On  a  maintenant 


s  X  I  2  ■ 


Ce^ 


o, 


donc 

_)  :=  x-J's  d.v  =  Ce'  +  C  .T-. 

882.  Il  est  aisé  de  vérifier  que,  si  Ion  prend  pour  s  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (la),  la  valeur  1  rr=j',J'sdx  sera  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (i).  En  effet,  z  =fs(ix  -t-  C  sera  l'intégrale 
générale  de  l'équation  en  z,  et  l'on  pourra,  au  moyen  des  constantes 
arbitraires,  déterminer  à  volonté,  pour  une  valeur  donnée  de  x, 

les  valeurs  de  r  =  —  cl  de  ses  n  —  i  iircmièrcs  dérivées,  d'où  l'on 

conclura  facilement  que  l'on  pourra  aussi  déterminer  à  volonté  j' 
et  ses  n  —  I  premières  dérivées. 

Donc,  en  mettant  en  évidence  la  constante  d'intégration,  on  voit 
que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est  de  la  forme 

(i3)  j  =  Cji -H :)-,/.v (/./-. 

883.  Si  l'on  connaît  une  seconde  intégrale  particulière  j  ■>  de 
l'équation   (i),   alors  .v,  =  Dj.- --  sera  une  valeur  particulière    de 

s=:D,i-^-i  cl,  par  conséquent,  on  connaîtra  une  intégrale  parli- 

.'1 
culièrc  de  l'équation  (12),  intégrale  qui  sera  différente  de  zéro  si 

le  rapport  —  n'est  pas  constant,  c'est-à-dire  si  les  intégrales  par- 

.'1 
ticulières  i| ,  1  2  ne  satisfont  pas  à  une  relation  linéaire  à  coeffi- 


PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES.     421 

cienls  constants  de  la  forme  a,^  ,  +  «2^2  =  0.  On  pourra  donc 
alors,  en  posant 

ramener  Féquation  (12)  à  une  équation  de  même  forme  et  d'ordre 
moindre  d'une  unité, 

(>4)  ■i,{D,]t  =  o,     ou     ■^[D,.]t  =  X. 

En  substituant  dans  l'expression  (i3)  la  valeur 

s  =:  C,.f,  +  ,?,  ft  ils, 

et   ayant  égard  à   ce   i^o,  '-^  ^=Js^dx ,  cette  expression  prend  la 

..'1 
forme 

(  1 5  )  J  =  C,  j'i  H-  Cj  y,  -h  .)■,  /.v,  dxjt cl.c, 

chaque  signe  d'intégration,  dans  le  second  membre,  portant  sur 
tout  ce  qui  le  suit,  considéré  comme  un  résultat  cfTeclué. 

De  même,  si  l'on  connaît  trois  intégrales  particulières j)'i,j)2,  ')  3 
de  l'équation  (i),  on  en  déduira  deux  intégrales  particulières 


:  D^  ^- ,      s,  =  D, 


ji  :>! 

de  l'équation  (12),  lesquelles  ne  seront  pas  nulles  si  les  rapports 

—  1  —  ne  sont  pas  constants.  De  ces  deux  intégrales  on  tirera  une 
.)i     Xi 

Sa 

intégrale  particulière   ?i  =  D^- —  de  l'équation  [i^),  et  /|   ne  sera 

•M 

pas   nul   si  —  n'est  pas  constant,  c'est-à-dire  si  l'on  n'a  pas 

Dj.  —  =  a.D.r  "  >      (l'oLi     Xi  =  "-J^.  -1-  Pri> 

«  et  (3  étant  des  constantes,  ou  enfin  si  les  trois  intégrales  j)',, 
J21  J)  3  ne  satisfont  pas  à  une  relation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants de  la  forme  de  la  relation  (6).  On  pourra  donc  alors,  en 
posant  t=  tffudx,  abaisser  encore  d'une  unité  l'ordre  de  l'équa- 
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lion  (i4)-  On  aura  alors,  à  cause  de  —  ^fh  d-^',  -'  =Js2(ix, 

•''1  .' 1 

;  =r  C3  /)  -i-  ?!  fit  iLr,      s  r^  C,  ^1  4-  Cj  *  2  "+"  '1  f'i  ''■'./"  '''"1 

(16)  _>-^C,_ViH-  Co.)"2  -^CiV^  -i-  Vifsid.rff^d.rfudr, 

chaque  signe  d'intégration  portant  sur  tout  ce  qui  le  suit. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que,  si  l'on  connaît  A  intégrales  par- 
ticulières jt,  j)  2.  ...,Tk  de  l'équation  (i),  et  que  ces  intégrales 
ne  satisfassent  à  aucune  équation  à  coefficients  constants  de  la 
forme  «i  Ji  +  «oj.i-l-. . .+  «/,  t,-  =  o,  on  pourra,  par  leur  moyen, 
abaisser  de  A"  unités  l'ordre  de  l'équation  proposée,  et  l'intégrale 
générale  se  présentera  sous  la  forme 

y  — Ci  Yi  -f-  Cj  r,^...-i-  Ca-  v/.-  -r-  .1  ,  f-u  rl.ifti  dxf .  .  .  fv  dx, 

V  étant  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire  sans  second 
membre  d'ordre  n  —  A. 

Si  l'on  connaît  11  —  i  intégrales  particulières  distinctes  [880], 
on  parviendra,  pour  y,  à  une  valeur  de  la  (orme 

r  =  C,.)i-l-C2.)%  +  .  .  .-+-C„  _,.)„_,  +  \\fsid.rfti,l.rf.  .  .fn'dr, 

iv  étant  lintégralc  générale  d'une  équation  du  premier  ordre,  telle 
que 

(17)  /(„ci'  -^  //,il'' ;:=  o    OU    =  X. 

Cette  dernière  équation  peut  s'intégrer  immédiatement  et  faire 
connaître  une  n"""'  intégrale  particulière  de  l'équation  (1),  dis- 
tincte des  précédentes.  Si  l'on  désigne,  en  effet,  par 

une  intégrale  particulière  de  l'équation  (17)  sans  second  membre, 
w  =  C„  w,  sera  l'intégrale  générale  de  celte  même  équation  ;  et,  en 
représentant  par  ■}„  l'intégrale  particulière  de  l'équation  (1), 

on  obtiendra  l'intégrale  générale  de  (i)  sous  la  forme 

(3)  j^Cji  +  Qjs +  ...  +  €„.)•„. 
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De  mcnie, 

rv  =  Cl"')  H-  (1  , 


r  lu, 


j= 


sera  Finlégrale  générale  de  l'équation  //„  vv  + /'i  vv'=  X,  et,  par 
suite, 

•  =  C,j,+  C.j-,  +  ...-[-C„j-„-l-j-,  I s,dr  j  t^tlr  j  ...  Lv^clt  ie^  '"      -j^d.c 
sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  (A). 

88i.  Si  l'on  suppose,  dans  cette  dernière  expression,  toutes  les 
constantes  arbitraires  nulles,  on  aura  une  intégrale  particulière 

Y  =  .r,   /.v,f/.c  il^iLi:  j  ...   Lv^dc  i d^''''' —  clz 

de  l'équation  complète  (A).  On  voit  donc  que  l'intégrale  générale 
de  l'équation  complète  (A)  est  égale  à  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion homogène  (i),  plus  une  intégrale  particulière  Y  de  l'équa- 
tion (A). 

On  a  ainsi  ce  théorème  général  : 

Si  \  est  une  intégrale  particulière  quelconque  de  l' équation 
complète  (i),  et ,?/ j'"'  représente  l' iiitégrale  générale  de  l'éi/ua- 
tion  sans  second  membre  (2),  la  somme 

(.8)  y^Y-^yW 

sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  (A). 

C'est  ce  que  l'on  peut  d'ailleurs  démontrer  directement. 

En  effet,  1°  la  valeur  (18)  satisfait  à  l'équation  (A),  comme  il  est 
facile  de  s'en  assurer;  2°  pour  a:  =  x^,  on  peut,  à  l'aide  des  valeurs 
arbitraires  des  constantes,  déterminer  arbitrairement  les  valeurs 
de  J)  ■"'  =j  —  Y  et  de  ses  n —  i  premières  dérivées,  et,  par  suite, 
aussi  celles  àe  j  et  de  ses  n —  1  premières  dérivées. 

Pour  montrer  une  application  de  ce  théorème,  supposons  que, 

X 

dans  l'équation  (1),  le  rapport  —  soit  constant  et  =  «.  Si  l'on  sup- 

posej)'  =  Y=^  const.,  l'équation  se  réduira  à  Aq  Y=X,  d'où  Y  =  x. 
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Donc,  dans  ce  cas,  l'inlcgrale  gcncralc  de  r('(|ualion  (i)  sera 

88î).   Si  la  solution  j)=:j|   aniuile  non-seulement  l'expression 

œ(lJ.,)jo    mais    encore   les    h  —  i    expressions   ç'(D.r)  ri 

cj,(''-|)(D.c)j)''i,  alors  le  développement  de  9{D.r)  (j,  ::)  se  réduira  à 

\    1.1. ..k  i.2...(/+i)     -^  1.1. ..n       "■     j 

et  ce  dévelojipemenl  s'annulera  ])oiir  ;"''  i:^  o,  d'où 

z=::C  +  C'x  +  .  .  .+  C(''-').r''-', 

Donc,  si  la  soliilion  y^  satisfait  aux  A  équations 

"^(D.,)j=0,      /(D,,,)j:=zO,       ....      o('-)(D,.)/-=o, 
celte  solution  fournira  A  intégrales  particulières 

yi^  -'i''i>  •  •  •  1  ■'^'    j'i 

de  l'équation  (i),  et,  par  son  moyen,   l'ordre  de  l'équation  diffé- 
rentielle pourra  s'abaisser  immédiatement  de  A'  unités. 

88G.  VI.  Réciproquement,  on  voit  aisément  que  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (i)  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  (3) 
d'une  somme  de  n  intégrales  particulières  distinctes,  multipliées 
respectivement  par  des  constantes  arbitraires. 

Il  suffit,  pour  cela,  d'admettre  que  toute  équation  linéaire  sans 
second  membre  de  la  forme  (i)  est  susceptible  d'une  solution 
autre  que  zéro,  ce  qui  résulte  de  ce  que  nous  avons  démontré  au 
11° 809.  D'après  cette  projiosition,  l'équation  (i)  admet  une  intégrale 
particulière  }'|,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  mettre  l'intégrale 
générale  sous  la  forme  (i3),  s  étant  l'intégrale  générale  de  (12). 
Cette  dernière  équation  admettant  une  intégrale  particulière  s, 
autre  que  zéro,  11  en  résulte  une  seconde  intégrale  particulière 
j'.,  =  Y,fs,dx  de  l'équation  (i),  dont  l'intégrale  générale  prendra 
la  forme  (i5),  t  étant  l'intégrale  générale  de  (i4)-  En  continuant 
ainsi,  on  finira  par  mettre  l'intégrale  générale  de  (i)  sous  la 
forme  (3),  J\, y-i,  ■  ■  -,  J'n  étant  des  intégrales  particulières  de  (i), 
toutes  distinctes  entre  elles. 
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Donc  aussi  l'intégrale  générale  de  l'équation  (A)  peut  toujours 
se  mettre  sous  la  forme 

y  --  Cl  ji  +  C,^r,  + .  . .  +  C„r„  -h  Y, 

j'i,  j-.,, .  .  .  étant  des  intégrales  particulières  de  l'équation  homo- 
gène, et  Y  une  intégrale  particulière  de  l'équation  complète. 

887.  YII.  Une  équation  linéaire  sans  second  membre  ne  peut 
admettre  de  solution  singulière;  car,  si  t,  est  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  (i),  en  lui  appliquant  les  calculs  des  numéros 
précédents,  on  la  fera  entrer  dans  une  expression  telle  que  (3)  de 
l'intégrale  générale,  et  cette  expression  se  réduira  à  j)  , ,  si  l'on  y 
suppose  la  constante  C,  =  i  et  toutes  les  autres  constantes  =  o. 
Donc  la  solution  j',  est  une  intégrale  particulière. 

888.  \  III.  Nous  venons  de  voir  qu'une  équation  différentielle 
linéaire  sans  second  membre  présente  avec  une  équation  algé- 
brique cette  analogie,  que  son  ordre  peut  s'abaisser  de  A"  unités 
lorsqu'on  en  connaît  A'  intégrales  particulières,  de  même  que  le 
degré  d'une  équation  algébrique  peut  s'abaisser  de  A  unités  lors- 
qu'on en  connaît  A  racines. 

Là  ne  s'arrête  pas  l'analogie.  11  est  facile,  par  exemple,  de  trou- 
ver la  composition  des  coefficients  a^,a^,  ...,a„  de  l'équation 
différenlielle  linéaire  (i)  au  moyen  des  72  intégrales  particulières 
distinctes  ji ,  j  o-  •  •  -jj'ii- 

Si  l'on  substitue,  en  effet,  ces  ii  intégrales  successivement  dans 

l'éqnalion  (i),  on  obtient,  pour  déterminer  les  n  inconnues  —1 


^  ,  . . . ,  — 


les  «  équations 


—  .ri-f — Ji  -t--  ■  ■  H j  '  '  "— Ji 

a,,  a„  a„ 


"a  a 


1     '     ,  ,    ""-i 


-i«-ii ^(/i) 


l  "n  CI,, 


—  r  -h  ^  v'  +        +  — -'  ,"'-"—  _  v"" 
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d'où  l'on  lire,  en  conservant  les  notations  du  n°  878, 

Remarquons  que,  pour  J{  ^=  n  —  i .  celte  formule  devient 

r''^"'  — Y  """"v'"' -4- Y'''-"  v""a-         _lY'«-"v"" 

"  —    ■'l         J  l     ^^  '■•2         J-2     ^^  ■  ■  ■  ^^  ^n        Ja   t 

"h 

c'est-à-dire  [880,  (i  i)] 

-Riî^=D,.R,      d'où      r^^-'ili-^^. 


Réciproquement,  étant  donné  le  coefficient—"-'»  on  en  déduit 


I  R=:Ce 

Exemple.  —  Former  une   équation  différentielle  linéaire   qui 
admette  les  intégrales  particulières 

J-i  —  e',     fi  —  ■>:. 
On  tire  de  là 

Ji  =  e-',     r,=  i, 

d'où 

C   r  I  „         '  e-''  o 


R=  =e'-(i  — .r,     — R-J 


L'équation  cherchée  sera  donc 


.re»-,    —  R  —  — 
e''  o  i  «2         e*   I 


j-,0-'+(.r.-i)>-"=.o. 


§  n. 

INTÉr.r,  \TI()N    DES     ÉQIATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIRES 

SANS    SECOKD    MEMBRE    A    COEFFICIENTS    CONSTANTS,    ET    DES    ÉQUATIONS 

QUI    SE    RAMÈNENT    A     CELLES-LA. 

889.  Si,  dans  la  transformation  du  n"  881,  on  remplacerai  par 
une  exponentielle  e''-'',  où  /■  désigne  une  constante  indéterminée, 
alors  D^.e'"-^=: /•".e'"'',  de  sorte  que  l'opération  D".  équivaut  à  une 
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iiuilliplication  par  /'",  et,  par  suite,  ropératlon  ç(D.^)  à  une  multi- 
plication par  le  polynôme  9>('")-  Donc,  par  la  substitution 

7  =  ze'-'-, 
l'équalion  différentielle  homogène 

deviendra 

ce  que  l'on  peut  représenter,  sous  une  forme  abrégée,  par 

Si  iéquatlon 

(3)  ^{r)  =  o 

admet  une  racine  constante  z',,  l'équalion  (2)  sera  évidemment  vé- 
rifiée par  la  supposition  D.i-c— -o,  5  =  C,  et,  par  suite,  l'équa- 
tion (i)  admettra  l'intégrale  particulière 

j,  =  Ce'-.  '•. 

Ainsi,  lorsque  l'équation  (3)  admet  plusieurs  racines  constantes 
différentes  ;■,,  ?•■,,  ...,  on  obtiendra,  pour  l'équation  différen- 
tielle (i),  autant  d'intégrales  particulières  distinctes 

j-,  =  C,e'V,     y,=  C,c':-\      .... 
Exemple.  —  Si  l'on  propose  l'équation  différentielle 

J  —  ■'•J-'  -+-  ('^  —  ■  )  J  "=^  O' 

l'équation  <f{f)  =  o,  qui  lui  correspond,  sera 

I  —  j:r  +  [.r  —  i)  /•-  ^=z  o, 

d'où  l'on  tire  les  racines  ;-,  =  i,  i-,  =  ■   La  racine  ;•,   étant 

constante,  on  en  conclut  que  l'équation  proposée  admet  l'intégrale 
particulière  ■)',  =  e-^,  à  l'aide  de  laquelle  on  abaissera  [881]  l'équa- 
tion proposée  au  premier  ordre. 


428  1.1  VUE   IV.  —   cii.vp.  IV,   g   II. 

890.  En  ayant  égard  à  l'érjualion  (3),  el  posant  D^rS  ^=  s,  l'équa- 
lion  (2)  prendra  la  forme 

(4)  ■/,[D_,)s=^{(^,-i-f,,Ti^  +  ...+  b„_,T>:i-')s  =  o, 

et,  si  l'on  (ail  maintenant  .v  :=:  eP-^'w,  celte  équation  deviendra 

Lorsque  l'équation 

(6)  /.(/>)  =0 

admet  une  racine  constante  /»,,  l'équation  (j)  sera  vérifiée  par 
w  =  C',  el  l'équation  (4)  par  s  =  C'eP>'^.  Donc  l'équijtion  pro- 
posée (1)  sera  vérifiée  par  i=  C'e(^+/'>)■',  c'est-à-dire  pour 
/•  =  7-|-|-/»i  el  zz=C'.  11  faut  donc  que  l'on  ait  (j>  (/■,  + /j,  )  =  o, 
et,  par  suite,  que  /■,  -t-/'i  =  /'^  soit  une  seconde  racine  de  l'équa- 
tion (3). 

Récipi'oquement,  si  r,  cl  z^  sont  deux  racines  constantes  de 
l'équation  (3),  /7|  =7-0  —  7',  devra  être  une  racine  de  l'équation  (6), 
el,  par  suite,  ei'':~'\^--'-'  une  solution  de  l'équation  (5). 

En  continuant  ainsi,  on  abaissera  successivement  l'ordre  de 
l'équation  (1)  jusquà  ce  que  l'on  ail  épuisé  toutes  les  racines  con- 
stantes de  l'équation  0(7')  ^^o. 

Nous  supposons  ici  que  ces  racines  7|,  r^,  ■  ■  ■  soient  des  racines 
simples.  Nous  traiterons  plus  loin  le  cas  où  ces  racines  seraient 
multiples. 


891.   Si  ré([ualion  (i)  est  à  coefficients  constants,  c"est-à-dire  si 
^1  -i,  ...,  --~-  sont  des  constantes,  alors   l'équation  (3)   aura 

"u       "n  "„ 

n  racines  constantes  7'|,  r-~,  ....  r„,  et,  si  ces  77  racines  sont  iné- 
gales, il  en  résultera  77  intégrales  particulières  distinctes 

V,  =  e''i-'\      ■}■..  =  tf'i-^,      .  .  . ,     j-,i  =  c'""-^ 

de    l'équation    proposée.    L'intégrale    générale    de    celle-ci   sera 
donc  [878] 

(7)  J-^Ci  £"•.'  4-  C,  (?'•.■>■  +  .  .  .  4-  C„  c'"-'-. 
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Il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  intégrales  71,  jo,  ...,j„  sont 
réellement  distinctes  quand  les  racines  r,,  /'^ /•„  sont  iné- 
gales. Si  nous  formons,  en  effet,  les  équations  (4)  du  n"  878,  elles 
deviennent 

X         =  Cl  e'-.-'        -V- .  .  .  H-  C„  cv. 


jf'-"^  ''l'-'c.e'v-f- . . .  -f-  ,■;;-'  c„e'-..'-, 

ou,    en    posant,    pour    plus    de    simplicité,    ^,  =  C|e'r^', 

!  r         —  ?i        -f-.  . .  +  ?„, 


Le  déterminant  de  ces  équations 
I  I  ...      I 


R=z 


X'-i      ,"-1 


'iH'3—  'ij 
X... 


X    '•„—  )■„_ 


[130]  n'est  pas  nul,  puisque  aucun  de  ses  facteurs  ne  l'est.  Donc 
les  intégrales  particulières  en  question  sont  distinctes,  et  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  est  bien  de  la  forme  (7). 

892.   Pour  obtenir  la  résolution  complète  des  équations  (8), 
considérons  la  fonction 


?[P) 


hP 


In  P  '  =  "n  [  P 


'■OlP 


et  formons  les  coefficients  du  quotient  tlo  la  division  de  '^{p)  par 
p  —  7-,  ordonné  suivant  les  puissances  de  p,  savoir 


?i[p)     =  «1-1- «2  p +  •••->- ^'«-ip 

?-2(p)        =  «2  +  «3  P  +•••-+-««  P""^ 


■'nP" 


?n-l(p)=«n-l+'^nP. 
?«(P)       —  «n- 
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On  a,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  mulll[iliant  ces  égalités  res- 
pectivement par  I,  /•,  . . .,  /•""-,  /•""',  et  faisant  la  somme,  l'idenlité 

p  —  r 

Si  Ion  donne  à  /•  successivement  les  valeurs  /•,,  r>,  ■■■■  ''«,  ?('') 
s'annule,  cl  l'on  a 

fiip)  +  '-.?.(p)+---  +  '-r'?«(p)  =  r-'4' 


?,  (p)  +  'V,  ?,{?)  +  • . .  +  '■;;-'?«(?)  =  --'"^ 


Si  l'on  ajoute  maintenant  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  ^i,  ïj.  ....  ï„.  et  que  l'on  pose 

J?.(?) +-)•'?.(?]  ^■••  +  ^-="-"?«(p)  =  F(p), 
les  équations  (5)  Vlonneronl 

d'où  l'on  lire 

F(ol  _  J, 


?lP)  P—  O  P—   '':! 


De  celle  identité  il  résulte  que  'i,,  ^j,  . . .,  ç„  sont  les  numérateurs 
des  fractions  simples  dans  lesquelles  se  décompose  la  fonction  ra- 
tionnelle ^4-  O"  a  donc  [412] 
?(p) 

,        F(''il  .         F('V.) 


?[>'n] 


valeurs  finies  et  déterminées,  quand  les  racines  /•,,  /  ;.,  . . .,  /■„  sont 


inégales. 


893.   Si  l'équalion  (3)  a  des  racines  complexes,  l'intégrale  (7) 
peut  se  l'amener  à  la  forme  réelle.  Considérons,  en  effet,  deux 
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racines  conjuguées 

;•,=/>  +  f//,     r,  —p  —  qi. 

La  partie  de  rintcgrale  (4)  qui  dépend  de  ces  racines, 

pourra  s'écrire  sous  la  forme 

(Ci-f-C,)e/'-'"cos<7.r-f-  [C^  —  C.,]  iei'''  ûnq.e  —  ei'^ [G  cosp.v  +  C"  sinp.v]. 

Cet  C"  désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires. 
Si  Ton  pose 

C'=:KcosL,     C":=:KsinL, 

cette  expression  deviendra 

Ke''-''  cos((7.r  —  L), 
K  et  L  étant  encore  des  constantes  arbitraires. 
Exemple.  —  Soit  l'équation 

a\r-i-y'=o. 

L'équation   en   /■    correspondante,    a- -i- r- =  o ,    a   pour   racines 
/■|  =  ai  et  ?•■,  =  —  ai.  l'ar  suite,  l'intégrale  générale  sera 

y  =  CiC""^' -h  C^e-"-'-' =z  C  cosax  -i-  C"  sina.r  =  Kcos{a.v  —  L). 

89-4.  Si  l'équation  (3)  a  k  racines  égales  ?•,=: /o  =...=;  r^, 
l'expression  [y)  aura  k  de  ses  termes  qui  se  confondront  en  un  seul 
(Cj  -1-  Co  -H. .  .-\-Ck)  e'"'-'^,  et  elle  ne  contiendra  plus  le  nombre  de 
constantes  nécessaire  pour  représenter  l'intégrale  générale. 

Mais,  dans  ce  cas,  la  valeur  /■  =  /•,  fait  évanouir  la  fonction  ':^[f) 
et  ses  k  —  i  premières  dérivées,  et  l'équation  transformée  (2)  se 
réduit  à 


;('■)  —  G. 


Cette  équation  est  vérifiée  [88S]  par 

zC*)  =  o,     d'où     2  =  C  +  C'.f  4- ...  -h  C(^-')x'-', 
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et,  parsuile,  la  racine  >\  correspond  à  rinlégralc 

j)-  =  (C  -i-  Ci-  -T- .  .  .  +  G'—^Kt''-'  ]  e'V^ 

qui  contient  le  même  nombre  de  constantes  arbitraires  et  équi- 
vaut au  même  nombre  d'intégrales  particulières  distinctes  que  le 
résultat  fourni  par  les  racines  /■(,  /'o,  .  ..,  77,,  si  elles  avaient  été 
inégales. 

893.  On  peut  encore  obtenir  une  autre  forme  rcmarquajjlo  des 
intégrales  particulières  distinctes  fournies  par  une  racine  multiple 
de  l'équalion  (3).  Si,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i), 
on  fait  j  =  e'-'",  /■  désignant  une  quantité  quelconque  indépen- 
dante de  X,  on  aura  identiquement 

En  différentiant  cette  identité  A  —  1  fois  de  suite  par  rapport  à  /•, 
il  viendra 


»(D,)-r-r       =6''--^f.r  +  D. 


-'-'   r 


On 

Si,  pour  ;-=r/-|,  les  A"  fonctions  '^(''),  9'(''),  •••,  y'*"''/'  s'éva- 
nouissent, on  voit  que  les  seconds  membres  de  toutes  ces  égalités 
se  réduiront  à  zéro,  et  par  suite,  l'équation  (i)  sera  vérifiée  non- 
seulement  par  la  valeur  y,  =  «'1^,  mais  encore  par  les  A  —  i  pre- 
mières dérivées  de  la  valeur  e'-''  par  rapport  à  /•,  dans  lesquelles  on 
fera  ensuite  /•=/',,  c'est-à-dire  que  l'on  aura,  pour  la  racine  l'i, 
A'  intégrales  particulières,  en  faisant  /•  :=  r,  dans  les  expressions 


=3  .TC' 


896.  On  peut  vérifier,  comme  au  n"  892,  cjuc  les  intégrales 
particulières  obtenues  par  les  formules  précédentes,  dans  le  cas 
où  l'équation  (3)  a  des  racines  multiples,   sont  bien  réellement 
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distinclcs  entre  elles,  et  arriver  de  même  à  la  résolution  des  équa- 
tions par  rapport  aux  constantes  ai-bitraires. 
Soit  /■,  une  racine  A-iiple.  Posons 

?,  ^  (C  -i-  Ce  +  .  .  .  +  C('-'Kc''->  )  e''.^  =  Xe'-.  ^ 
d'où 

■—-  =  c'v  (/•,  -r-  D^  )  X  =  Ti  ï,  +  ?o , 

.  .         ,        ^X 
en  taisant  £1=  — e'i''; 

(I.V 


:f'-.-(/l^0,)^X  =  q;,-^2r,|,4-|3, 


lit' 


en  faisant  ^3  =  —v '•'''"';  et,  en  général, 


ï?^=''''i'+DO'-'X 


^r7'i.;';,+r7'V-5. 


'■;  'ç,-^(     _      '•,  -,,+  i     ^    |/— =3  +  ..  -+-t^, 


ou 


^=^7/3-r'^'-''  =  ^(^-')---'-C^'-"-''^; 


■/'?,        ,.„        /A\  ,  .„  /    /^ 


■'.-IX 


</j;^  '  ■'  \  I  /    '      -  \/,  —  I 


''1  ?/,. 


Les  équations  (8)  seront  alors  remplacées  par  les  suivantes  : 

.)'  =  ?1  *  ^  ■■■  »  +?/,  +  !  +■ 


H.  —  Cours  </e  Calcul  infin..  II.  28 
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Or,  en  clifTérentianl   successivement   l  —  i    fois  par  rapport  à  i- 
ridenlilé  [892] 


.^.-,„(p)=^-i4^ii), 


.-.t^i^-^Hf^^ --.«-.( 


r 
et  faisant  chaque  fois  ?'  =  r,,  il  vient,  à  cause  de 

o-?('-.)  =  '/('•.)=...  =  -/'-"('•■)■ 

r,  (P)    ^  '■.  ?-2  (?)  +  •  .  .  +  '-r-  ?„-!  (p)  +  >■]-'  ?n[p]  =r  J-i?^^  , 

Il  1  i  [p  —  /  j  j 

2.1 

?3(P) 

y 

l\liiUipliant  ces  égalités   respectivement  par  t(,  ^o,  ...,  ^/.,  et  les 

ajoutant  aux  égalités  analogues,  multipliées  par  2/_|_i il  vient, 

comme  au  n°  892, 

^"   "^^''y?-'-,    (p— /-ij'         (p-'-i)^    p-'v..+i 

d'où  Ton  conclut  encore  que  ^i,  ...,  ça,  H/,+i,  •••  sont  les  numé- 
rateurs des  fractions  simples  résultant  de  la  décomposition  de  la 

,■        •       F(P) 
Iraction  — ^-t  • 

v[p) 

897.  On  peut  ramener  au  cas  d'une  équation  différentielle 
linéaire  à  coefficients  constants  certaines  équations  linéaires  à 
coefficients  variables,  telles  que  l'équation 

(9)  "oJ-  -^  "i  («<  +  ?-^)  .)■'+  "î  («  -!-  f'^fy"^  ...-^a„[«.  +  ^x]"ji")  =  o, 

a,  j3,  (7o,  (7|,  ...,  n,i  étant  des  constantes,  l'our  cela,  nous  remar- 
([ucrons  cpio,  la  difi'ércntielle  de  a  4- [5.r  étant  constante  en  même 
temps  que  dx,  si  l'on  prend  :z  -\-  [5,r  pour  nouvelle  variable  indé- 
pendante, en  posant 
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(Fj  sera  le  munie  dans  les  deux  systèmes  de  variables  [303],  de 
sorte  qu'on  aura 

r('  '  =  — -r  =  &'•■  ^  • 

Donc  l'équation  pourra  se  ramener  à  la  forme  plus  simple 

(lo)  «o  J  ^  "i  -'V'  -^  ^i-^'j"  -f-  ■  ■  •  -1-  «,i-r".i  '"^  =  o, 

ou 

(il)  a{.rD^)j-  =  0, 

O  étant  le  signe  d'une  fonction  rationnelle  et  entière. 

Changeons  maintenant  de  variable  indépendante,  en  posant 

.r  -=  c',      d'où     dr  -^'-  e'  cit. 
On  en  lire  [875] 

Ii%y  =  c-'V),[c-'Ti,r)  :=e-'.e-'(D,-  i)  D,,r  =  c-^-(D,  -  i  )  D,,r, 
Dij=e-'D,[é--^'(D,-.)D,.r]r=6.-^'(D, -2)(D,-i)D,r, 

et  en  général,  en  adoptant  la  notation  /•     pour  désigner  la  fae- 
toriclle 

r^  ^=  r[r  —  i)  (;•  —  i) .  .  .[r  —  ?i  -i-  l), 

on  voit  aisément  que  l'on  aura 
ou 

Désignons  généralement  par  ^"{f)  ce  que  devient  la  fonction 
o(7')  lorsqu'on  y  remplace  les  puissances 

respectivement  par  les  factorielles 

Il  11  |« 


L'équation  proposée  deviendr,-! 


a 


(12)  y^(D,)j-  =  o, 


?8. 
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OU,  en  développant  les  faclorielles,  et  posant  o~('')  =<!'(/•), 
(i3)  4.(D0j  =  o, 

équation  à  coefficients  constants,  comme  celles  que  nous  venons 
de  considérer  dans  les  numéros  précédents. 

SI  l'on  désigne  donc  par  /■, ,  /-.i,  . .  .,  ;„  les  racines  de  l'équation 
'P(/-)  =  o,  supposées  inégales,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i3) 
ou  (il)  sera 

_r=;Cif'V-l-.  .  .  -h  C„e'  ni  —  CiX'<  ^  C..I-'-:  ~  .  .  .4-C;,.r'". 

Si  /',  est  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  f>,  on  remplacera  les 
A  premiers  termes  de  cette  expression  par 

(C^C7 -!-... +  Cf'-"i'-')e'V  =  [C  +  C'Iogj:+...-;-C("-')(log.r)'i-i]x'-,. 

898.  On  aurait  pu  traiter  directement  l'équation  (ii),  sans 
changer  de  variable  indépendante,  en  posant 


D, 


d'où 

D,7=(rx'-'^.r'D,,- 

)3=.'(;-4-D.„)3, 

TiiJ-  =  {r^.r'-'-i-ir.r 

•'■-'D^.4-.r'-D;;.)3  =  J 

et,  en  général. 

en  désignant  par  (  — 1-  D.f  j  ce  que  devient  (  — h  D.,  J  lorsqu'on 
y  remplace,  après  le  dévelop[)emen(,  les  puissances  /■'•  de  ;•  par  les 
faclorielles  correspondantes  r~.  Par  conséquent, 

la  puissance  symbolique  (/■  + a:Dj;)~devant  cire  développée  avant 
que  l'on  exécute  les  opérations  de  différentiation. 
L'équation  (i  i)  devient,  d'après  cela, 

(i4)  .T'-^^[r  +  xT)^]z  =  o, 
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el  elle  se  réduit  à  l'équation  'P{r)  =  o,  si  l'on  suppose  s  constant 
et  l'équation  <!>(/•)  =  o  susceptible  d'une  racine  constante,  comme 
cela  a  lieu  dans  le  cas  des  coefficients  «o>  «i>  •  •  •>  ««  constants. 

Dans  le  cas  des  racines  égale*;,  on  différentierait  par  rapport 
à  7',  comme  au  n°  89o,  l'identité  résultant  de  la  substitution  j)=  a;'", 

f{.vD^]j—.r'-i(r), 
ce  qui  donnerait 

?(-^-D.)|?    =.r'-(log..--t-D,)<l.(.), 


Donc,  si  l'on  a 

o  =  *(;■,)  =  •l>'(;-i)  =.  .  .=  *('—')(;■,), 

l'équation  sera  vérifiée  par  les  valeurs  que  prennent,  pour  r  =  r,, 
la  fonction  j)'  =  x''  et  ses  A' —  i  premières  dérivées  par  rapport  à  /■. 

899.  Considérons  encore  l'équation  (i4)-  Remarquons  que  l'on 
j)eut  développer  la  fonction  c^ (/•  4- x D^)  par  le  théorème  de  Taylor, 
comme  il  est  facile  de  le  voir  par  des  identités  algébriques.  On 
aura  ainsi 

y(r  +  .rD^)  =  y(r)  +  ^1^  ,rD,.  +  .  .  .  +  ^-'^.r^D;;:      ('). 

En  y  changeant  les  puissances  de  /'  en  factorielles,  et  désignant 

par  ©"(/■)  ce  que  devient  s"''(/)  par  ce  changement,  l'équation  (i4) 
prendra  la  forme 


II 

?    I 


"Dr  -4- ...  +  M-  ■^"D"    3  =  0. 
/il  J 


Si,  pour  ;•  =  /■, ,  on  a  à  la  fois 

0  =  5.     [>-)  =  'f     (/■)=...=  y' [r] 


(')  On  aurait  pu  se  servir,  au  n°  889,  île  la  formule  analogue  qui  donne  le  déve- 
liippement  de  f{r  +  D^),  pour  obtenir  la  formule  (î)  de  ce  uuméro. 
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alors  réquation  sera  vcrificc  par 

Di3  =  0,      (Voii      C-.  C-+-C'.r4-.  ..-f-C('-'jy-', 

Cl,  par  suite,  la  racine  r,  donnera  Ids  k  intégrales  particulières  en 
progression  géométrique 

On  aura  en  même  temps  l'équation  en  c''''  d'ordre   ri  —  A,  à   la- 
quelle s'abaisse  l'équation  proposée. 


laquelle  est  toujours  de  même  forme  que  la  proposée. 

900.   Exemples.  —  I.   Soit  l'équation 

—  2 1  ojr  -+-  go.r)-'  —  1 5  j;-_;  "  -f-  j:^j  '"  ^^  o. 


'•-i2('-'=:0, 


On  aura 


a~yl-)  =z  —  2  10  +  90/-—  l5;-^-r  /■     =:—  210— I07r —  lOJ-  -i- r\ 


11 


iji    (;■)  =  90  —  3or-t-  3/-  '  =  90  —  'i3r  -+-  3r, 


—  y  '(/•)=—  i5  +  3;-, 


I        11,   > 
■0     7-  =1. 


I .2.3  ■ 

L'équation  cp    (/•)  =  o  admet  la  racine   7=5,   (jiii    annule   aussi 
o^(/')  et  cp '(/■).  L'équalion  (i4)  se  réduit  donc  à 

D' -  ^  o,      d'où     3  ^  C -f- C'j: -- C".'-, 
et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  la  proposée  est 

X  —  C.r=  +  Cx"  -+-  C".r". 

Si  l'on  avait  pris,  parmi  les  racines  de  (>"(/■)  =o,  la  racine 
7=6,  <pii  annule  aussi  <^ "(''),  l'équation  (i5)  serait  devenue 

(34-.rD,,)3"r.O, 

d'où 

^,3."  __  const., 
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et  par  suite 

z=Cx-•-^C'^-C"a•, 

ce  qui  aurait  encore  donné  la  même  valeur  de  j-. 

II.   Soit  encore  l'équation 

2('  —  ■>■•) X  +  {■'■■- ~  2)j'  +  ,r[2—  x);"  =  o, 
que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 


2    I  — x  .1-H —.:rr'-h    x'-r"^o. 


On  a  ici 


f    (r)^  2(1  —  .r)  H rH )• 


=  -  [2^{l  —  jc)—  (4-!-,f  —  .r5 )/•-+-  ^'2_,r);-^]; 


l'équation  ç    (/■)  =  o  admettant  la  racine  constante  r  =  2,  nous 
poserons  j=  X- ::.  On  a  maintenant 

|_i  ,    ,         .•»^-  —  2         2  f  2  —  .r]  1        12  2  —  X 

■>■  X  1.2^'  X 


d'où  l'équation  transformée 
"6  —  4  x  -(-  . 


o^.^[^ 


„          2  —  r 
-•xD,.H .r^D^ 


OU 


'h'        6  —  ^.v-+-.i' 


i/.v  =  o, 


laquelle  donne 
et  par  suite 


z  =  C-  -t-C, 


j  =  Ce' -+- C'j  = 
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§  m. 

PASSAGE    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES    SANS    SECOND    MEMBRE 
AUX     ÉQUATIONS     LINÉAIRES     COMPLÈTES. 

901.   Nous  avons  démontré  [88i]  que  l'intégrale  générale  d'une 
équation  difTércnlicUe  linéaire  conijdète 

s'obtient  en  ajoutant  à  l'intégrale  générale  j'"'  de  l'équation  lio- 


N  Ht». 


|-("): 


une  intégrale  particulière  quelconque  Y  de  l'équatjori  (i).  Il  s'agit 
de  trouver  les  moyens  d'obtenir  celte  intégrale  particulière. 

Remarquons  d'abord  que,  si  le  second  membre  X  se  décompose 
en  plusieurs  parties,  de  sorte  que  l'on  ait  X  i=  Xi  H-  Xo  +  .  •  • ,  on 
obtiendra  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i)  en  faisant 
la  somme  Y^Yi+YoH-...  des  intégrales  particulières  \,, 
Yn,  .  .  .  des  équations 

y(D,)Y,=.X„     5.(D,)Y,=:X, 

On  pourra  ainsi,  dans  plusieurs  cas,  simplifier  le  problème  par  la 
décomposition  du  second  membre  en  plusieurs  termes. 

Examinons  d'abord  plusieurs  cas  particuliers  importants,  dans 
lesquels  la  détermination  de  l'intégrale  particulière  j)cul  se  faire 
par  des  movens  plus  sinqjles  que  les  métliodes  générales. 

902.  Supposons  que  l'équation  proposée  soit  à  coefficients 
constants,  et  que  le  second  membre  X  contienne  un  terme  de  la 
forme  ae*'',  c  et  X  étant  des  constantes.  En  posant  7=  s e'"-^, 
l'équalion  à  hi(pielle  il  s'agit  de  satisfaire  sera 


;d. 


..,[„„,^tt)„,,.....,ï!^yo:;]  =  =  .< 


Si  5(X)  n'est  pas  nul,  il  est  clair  que  celte  équation  sera  vérifiée 

en  posant 

D,.c  =  o,     ;■  =  ).,     et     y(/).cr=«. 
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Donc  on  aura  l'intégrale  particulière 

Y  —  _?_  e>-^ 

Mais,  si  1  est  une  racine  Â-uple  de  l'équation  <f(^r)  =  o,  c'est- 
à-dire  si  le  second  membre  est  une  intégrale  particulière  d'ordre  k 
de  l'équation  (2),  alors,  o(X),  ç'(X),  ....  ■p'*"')  (A)  étant  nuls,  on 
pourra  supposer  Hj-S  constant,  avec  /•  :^^  X ,  d'oiî 

En  intégrant  A  fois,  et  supj)rimant  les  constantes  arbitraires  qui  se 
retrouvent  dans  l'expression  de  l'intégrale  générale  v'",  on  aura 

d'où 

903.  Si  le  second  membre  est  de  la  forme  a  shi  (k-*' "+~  y)»  on 
le  décomposera  en  termes  de  la  forme  bé^'",  et  l'on  sera  ramené 
au  cas  précédent. 

Ou  encore,  ce  qui  revient  au  même,  on  fera,  dans  l'équa- 
tion (i), 

Y  ^  p  CCS  (  S.r  -r-  7  )  -T-  q  sin  (  ,Sx  +  y], 

et  l'on  calculera  les  coefficients  indéterminés  p  et  (/  en  identifiant 
les  deux  membres.  Remarquons  que,  si  le  second  membre  se  com- 
pose d'un  seul  terme,  xcos[[:jx  -h  y)  par  exemple,  et  que  tous 
les  termes  du  polvnùme  !j)(Dj)  soient  de  même  parité,  on  pourra 
poser  simplement  T  =:/)  cos (fia: -f- y)  si  ces  termes  sont  d'ordre 
pair,  etj- =  c/ sin(pj: -H  y)  s'ils  sont  d'ordre  impair. 

Si  ±|3i  était  l'acine  de  l'équation  o(/-)  =  o,  de  l'ordre  de 
multiplicité  k,  on   remplacerait/?  et  r/  par /jx',  yx*.  Ainsi,  si  l'on 

donne  l'équation 

y  -T-  iy''  -f-  j"  =  cos.r, 

on  posera  j)'  =  px-  cosx,  et  l'on  trouvera 

/?  =  —  r;'       <''"ù      Y  =  —  -  r- cos.r. 
o  o 
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90 i.   De  même,  étant  donnée  l'équation 

o(.rD,)v  =  X, 

si  X  est  composé  de  Icrmcs  de  la  forme  ax^ ,  on  posera  j  =  zx'', 
d'où 


[/ 


s:'  \<i>^(r]  +  ^ 


xD^-f-... 


si  o    (À)  n'est  pas  nul,  on  prendra  r  =  }.,  z  constant,  d'oii 

z  —   -nr 1         X   


V~i' 


^{V 


Si  ©    (X)  est  nul,  en  faisant  r^    ^/'j  =  «!>(/■)  et  a.' =  e',  l'équation 
deviendra 

c"  ["4.  (;•)  +  "^^  D,  «  +  .  .  .1  3  =  ae""', 


et,  si  À  est  racine  A-uple  de  ^{'')  =  o,  on  trouvera,  comme  pré- 
cédemment, 


3=    —,,--.-■>       d'où       y  :=      ,,,"      ,  (logxl^'x^. 

903.  Si  le  second  membre  est  un  polynôme  en  o:  à  exposants 
entiers,  et  que  léquation  ait  pour  coefficients  des  fonctions  entières 
de  .r,  on  substituera  à  j'  un  polynôme  à  coefficients  indéterminés 
et  de  degré  assez  élevé  pour  que  le  nombre  des  coefficients  suffise 
à  l'identification  des  deux  membres. 

Ainsi,  si  les  coefficients  «0.  f'i ,  •  ■  -,  t^n  sont  constants,  et  «o  ^('> 
X  étant  de  la  forme 


on  posera 
d'où 


«o-f-  c<,.r +  .  .  .  -h  y.i.i-\ 
Yn=;A„-t-A,.r-f-...-:-.\x.r 


ce  qui  donne,  en  identifiant  avec  le  second  membre,  et  remarquant 
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que  Kp  =  o  pour  p  ^  A, 


-Il 


-Il  M 

«d       =:«oAo       -f  ■  /     «1  A, +  ...-(-/    «>,  Aîi, 

d'où  l'on  lire  successivement  A,,  Av_|,  ....  Ao. 

Si  les  h'  premiers  coefficients  «o>  «i^  •••'  '^/i-i  sont  nuls,  on 
prendra  pour  Y  un  polvnômc  de  degré  À  -i-  A,  et  Ion  trouvera  les 
équations 

ax_,  ^^.[\-^k~i)'a,-  Ai+/,_,  -'-  (  /  -F-  /:  )  A)+/, , 


«0       =  ^      «A-  Aa-  -i-  (>■  +  ')  ''/,  +1  A/+.  -T-  .  .  .  -4-  ;  /  -4-  /.■  )  rt-x+i  A).+/,, 

les  coefficients  Ao,  ....  A/._|  pouvant  être  pris  à  volonté,  par 
exemple  égaux  à  zéro. 

Si  X  contient  des  exposants  non  entiers,  par  exemple  s'il  y  a 
un  terme  de  la  forme  ccx^,  A  étant  fractionnaire  ou  incommensu- 
rable, on  posera  y  =z  x^>C  un  polynôme  entier,  et  l'on  opérera 
comme  précédemment. 

906.  On  peut  ainsi,  dans  certains  cas,  trouver  une  intégrale 
]>articulicre  de  l'équation  (i),  lors  même  qu'on  ne  saurait  pas 
trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2).  Soit,  par  exemple, 

l'équation 

27  -i-  (  5  -1-  .r)  y'  -i-  xy"  —i-hx"^. 

En  posant j)'  =  Ao-I- A|X  +  AoX--!-. . .,  et  substituant  cette  valeur 
dans  l'équation,  on  trouve,  par  l'identification  des  termes  affectés 
des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres,  les  équations 
de  condition 

2A0+5A,  =;!,        3Ai+I2A,r=o,        4^2^!, 

les  coefficients  A3,  A.,,  . . .  étant  nuls.  On  en  tire 

Aq  =1  3,     A,  =:— 1,     Ao^^T'      d""ù      y  ==  3  — -i- -4-  7  .t-^ . 
"       4  4 
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907.  Dans  les  cas  où  ces  méllioJes  particulières  ne  sont  pas 
applicables,  on  a  recours  à  des  niélliodes  générales,  au  moyen 
desquelles  on  peut,  par  de  simples  quadratures,  déduire  de  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  privée  de  second  membre  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  complète. 

1.  Métliods  de  d' Alemhcil.  —  iVous  avons  vu  [881]  que. 
étant  donnée  l'équation 

(i)  y(D,)r=--X, 

on  peut,  au  moyen  de  A  intégrales  particulières  de  l'équation 

abaisser  l'ordre  de  l'équation  (i)  de  A  unités.  Si  l'on  connaît  l'in- 
tégrale générale  de  l'écpialion  (a),  c'est-à-dire  si  l'on  connaît  les 
n  intégrales  particulières  distinctes  qui  la  composent,  on  pourra 
donc  abaisser  l'équation  (i)  au  degré  zéro,  c'est-à-dire  l'intégrer 
complètement. 

11  suffira  même  de  connaître  n  —  i  intégrales  particulières  dis- 
tinctes de  l'équation  (i);  car  on  pourra  alors  abaisser  son  ordre  à 
l'unité  et  la  ramener  à  une  équation  de  la  l'orme 

(/,„+/,,D.,)h.=  X, 
équation  linéaire  du  premier  ordre  que  nous  savons  intégrer  [821]. 
Exemple.  —  Soit  l'équation 

L'équation  sans  second  memjjre  correspondante  sera 

(ry  -^  y"  =z  o, 

laquelle  admet  pour  intégrales  particulières  [893] 

j-,  .=  cosax,     _)-2=  î'i'i"-''- 
Posons [883] 

y  =  cnsfi  X .  J  sil.r, 

d'où 

y'  =^  —  n   s'ma.r.  J'sd.r  4-  cosei.r.s, 

y"  .r;  —  a^  cos  a  x .  fs il.r  —  2  «  sin  «  .r .  .v  H  -  cosac.  i' . 
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L'tîquation  deviendra 

—  •?.a  ûna.r.s  -4-  cniax .s'  :^  X. 

De  l'inlégrale  particulière  ji  on  peut  maintenant  tirer  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  sans  second  mcmljre 

—  '2  rt  sin«.r.,v -h  cosrt.c.i' i^;  G, 


savoir 


)l  cos-rt.t 

On  posera  alors 

«        ^    ,         ,,   ,       ,  " 

s  =:  — —    /  t<lx,      a  ou     s  :=...-! —  ■  t, 

cos-«.j-  COS-rt.f 

— = —  ï=;X,     f=-Xcosa.r, 
cos  ax  a 

f= —   rii.CQsaxi/.i\ 

cos-  (7  X  " 


Y^^co&ax  I   — r f'K.cosaxdx 

J  cos^ax-^ 


/t;ing<j.r                                  i 
;=  cos«.r  I  J  Xcosrt.rrt.r J  sm^.i-.Xrt.'- 

^=  Cl  sinrtj  -i-C,  cosrt  J-H (sinrt. i^yX  cos «.»•(/,('  —  cosa.rJX  sinrixc/x). 

908.  II.   3Ickhode  de  Lagratige,  ou  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires.  —  Représentons  par 

(3)  r.  =lC,r.i,      ((■  =:  I,  2,   .  .  .',  n] 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (2),  et  proposons-nous  de  repré- 
senter l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  par  une  expression  de 
même  forme,  en  y  remplaçant  seulement  les  constantes  C,-  par  des 
fonctions  h,-  de  x,  convenablement  choisies.  L'expression  ainsi 
obtenue, 

(4)  7  =  2  «,»,•, 

renferme  Ji  fonctions  indéterminées  z/,,  z/o,  .  .  .,  ii„,  assujetties  à 
la  seule  condition  que  cette  expression  (4)  satisfasse  à  l'équa- 
tion (i).  On  pourra  donc  soumettre  ces  n  fonctions  an  —  i  autres 
conditions  arbitraires,   qu'il  conviendra  de  choisir  de  manière  à 
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simplifier  autant  f|uc  possiijlc  les  calculs.  Pour  cela,  on  fera  en 
sorte  que  non-seulement  j',  mais  encore  ses  n  —  i  premières  déri- 
vées soient  de  même  forme  cpie  si  », ,  . . .,  ii„  étaient  des  constantes. 
Les  n  —  I  conditions  en  question  s'oliticndront  alors  en  égalant  à 
zéro  les  parties  des  dérivées  r',j",  •  •  • ,  J  '""''  qui  proviendraient 
de  la  variation  de  «,,  ii,,  .  .  .,  u,i.  On  aura,  de  cette  manière,  les 
deux  systèmes  d'équations 


y  ^  Z  li,r,n 
Y 


2.  urn, , 


1- 


inj:;. 


J."-')  =  2«;v;/'->\ 


\  y 


A") 


O    -  -   .1    II:    C, 


G  =  ^  «/  r,. 


En   subslituaiiL   les   valeurs    (5)   dans    l'équation  (i),  et    ajant 
égard  à  ce  que  les  ■/;,  satisfont  à  l'équation  (2),  il  vient 


X, 


3t  cette  dernière  équation,  jointe  aux  équations  (6),  déterminera 


poi 


(/., ,  .  .  . ,  //.   des  valeurs  finies,  puisque  le  déterminant 


R  = 


de  ces  équations  n'est  pas  nul,  la  valeur  (3)  étant  supposée  1  in- 
tégrale générale  de  l'équation  (a)  [878]. 

,      ,  .  .  f)R        ,        , 

Si  l'on  désigne  par  R,-  le  déterminant  mineur  ^  ,,,_,, >  les  équa- 
tions (6)  et (7)  donneront 

'^  R  • 

Il  «;  -=  R,  X,   d'où   «,  =  C;  H-  /  -^'  X  ih 


'  =  ■. 
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Donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera 


(8)  j=2c<':,+2^'/l^''-''' 


et  l'on  reconnaît  immédiatement  qu'elle  est  de  la  forme  (3)  du 
n"  884. 

Exemples.  — T.  Nous  avons  déjà  vu  [822]  l'application  de  cette 
méthode  au  cas  particulier  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre. 

II.  Prenons  le  cas  de  l'équation  à  coefficients  constants;  en  nous 
reportant  aux  notations  précédentes,  on  voit  que,  si  l'équation  en /• 
a  ses  racines  inégales,  le  système  des  équations  (6)  et  (y)  ne 
sera  autre  chose  que  ce  que  deviennent  les  équations  (8)  du  n"  891 
lorsqu'on  y  remplace  respectivement 

-  )•     i'  r("-') 

■    •>   «'■"■'■  "L>    o,  o,    .  .  .  ,    X. 


,  X 

X,     d  où     e'\^ a^  = 


?., 

?2 

par 

e'' 

■■'■"'i 

\x- 

On 

aura 

alors 

F 

[?]-- 

?'l'v) 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera  donc 

S'il  y  a  une  racine  double,  r,  =  /'j,  soient  a,,  a^  les  numérateurs 
des  fractions   simples  provenant  de  la  décomposition  de et 

ayant   pour   dénominateurs  p — /•,    et   (o  —  /'i  )-.    On    trouvera, 
comme  au  n°  896, 

( u'^ -r-  u\x]  e''i ^'  =;  (7,X,      II,  f'\''  =  c/  X, 
(I  ou 

u',=z  o\c-''r^X,     u\^z  (<?!  —  a\  .!•)  e  "'■i'''X. 

On  verra  de   même,   quel  que   soit  le  degré   de  multiplicité  des 
racines,  que  le  calcul  se  i-aniènera  toujours  à  la  décomposition 

de  -—^  en  fractions  simples. 
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900.    Si  l'on   connaît  seulenienl  A"  intégrales   particulières   y,,, 
•fl..,  .  .  . ,  ni(  de  l'équalion  (2),  posons  alors 


J 


■  "ir.i, 


I,  2, 


../■). 


On  a  ici  A'  fonctions  inconnues,  devant  satisfaire  à  une  seule  condi- 
tion donnée,  l'équalion  (i),  et  entre  lesquelles  on  pourra,  par 
conséquent,  établir  A  —  i  relations  arbitraires,  que  l'on  cboisira 
comme  ci-dessus,  en  exprimant  que  les  A —  1  premières  dérivées 
dej'  conservent  la  même  forme  que  si  u,,  112.  .  .  . ,  ii/^  étaient  des 
constantes.  On  aura  ainsi 

X  =^  ",r..< 
1":^  —  "l'c'  , 


(9)     (  .>('-»^v„.^,/,-„^ 


(.0) 


.0  —  1  II]  r.,, 

\  0^1  II',  n',. , 


En   substituant    les  valeurs   (9)   dans  l'équation    (1),   et  ayant 
égard  à  l'équation  (2),  à  laquelle  satisfont  les  r;,-,  il  vient 


V  r«.  ■.'/■-■) 


^      ,,     ■,"'-!' 


Si  l'on   lail  UKiiiitenant 


R 


-'■■l 

r,. 

•     ■';/, 

'" 

) 

(1^ 

op< 

T'i 

?i 

. 

P/. 

KOVATIONS    LINEMRES    COMI'MiTES.  4(9 

la  rcsoliilion  des  équalions  (lo)  donnera 

n\        u\  «'„.  

r7  "^  n:  ^  ■  ■  '  "^  lu  ~  '  ' 

V  désignant  la  valeur  coinninnc  inconnue  de  ces  rapports  éj;au\. 
Substituant  les  valeurs  R,  i'  des  quantités  ii'-  dans  léipiation  (i  i  ), 
cette  équation  se  changera  en  une  équation  linéaire  en  v  d'ordre 
n  —  A  et  de  même  Ivpe  que  l'équation  (i).  Si  l'un  intègre  complè- 
tement celte  équation,  on  aura  alors 

;/,  =  y  R,r  f/.c,       .-.,      "i.'—J   Pi/, '' "'■'■> 
)■=  -î^yRi  '■'/■'■  —  •  .  .  +  T,,jR;_l'ti.r. 

1)10.  m.  Jléfhode  (le  Caitc/i}  .  —  Déterminons  les   constantes 

arbitraires  C,,  C2 C„  que  renferme  l'intégrale  générale  ri  de 

l'équalion  sans  second  membre  (li),  de  manière  que,  pour  x=^  a, 
on  ait  les  ('■([nations 

(12)  r.=  o,      r.'=o r,<."--i=o,       y;("-"=/^«), 

/'(a)  étant  ce  que  devient  X  =  /  (.r)  lorscju'on  y  remplace  x  par 
une  variable  a,  indépendante  de  x.  On  obtiendra  ainsi  pour  C,, 
.  .  . ,  C„  des  valeurs  en  fonction  de  a,  et  l'on  peut  remarquer  (jue, 
les  équations  (12)  ne  dilféranl  du  s\stème  des  équations  (6)  et  (7") 

que  par  le  changement  de  x  en  x,  les  valeurs  de  (  .| C„  seront 

les  mêmes  que  celles  que  l'on  a  obtenues  pour  ;/', ,  .  .  . ,  //'„,  dans  le 
n"  908,  au  changement  près  de  x  en  a. 

Substituant  pour  C, C„  ces  valeurs  dans  l'expression  de 

l'intégrale  générale  r,,  on  obtiendra  une  intégrale  particulière  v;, 
de  l'équation  (2),  laquelle  intégrale  sera  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  a.  Cela  jjosé,  je  dis  que 


3)  Y=  r.,r/c. 


= r ., 


ij) 


sera  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i). 

Eli  elfet,  par  la  règle  de  la  diirérenliatioii  sous  le  signc_/[  i70] 
on  a 

r)Y 


'1=  r '^ 


01 
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{''la)ii=.v  désignant  ce  (jiic  dc\  iciil  r,^  lors(|ii"(iii  \  l'ail  ce  =x.  Or  celte 
valeur  est  nulle,  d'après  la  première  des  érjimtions  (12),  (iiii  ex- 
prime (|iie  n^  est  nul  pour  a:  =  x,  (|uel  (jiie  soil  x,  et  par  suite  aussi 
lorsque,  après  avoir  l'ait:»'  =  x,  on  \  remplaee  partout  y.  par  j'.  Donc 


'!->  ^-- 


Ou  iidu\<'rail  de  même,  en  vertu  des  autres  eonditions  (12), 

\in  substituant  dans  le  premier  membre  de  léquation  (i)  ces 
valeurs  de  \   cl  de  ses  dérivées,  on  trouve 

Or  la  (piantité  entre  parenthèses  sévanouil  identiipiemeiU,  puisque 
•/î„  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (2).  Donc  ce  pre- 
mier membre  se  réduit  à/(j),  et,  par  suite,  la  valeur  (i3)  satisfait 
à  r(''(pialion  (i),  dont  l'iiilégralc  générale  sera  alors 

y  --^r.  +  Y. 

911.  Applicpions  cette  méthode  à  l'équation  à  coeflicients  con- 
stants, dans  le  cas  des  racines  inégales.  <)n  peut  mettre  son  inté- 
grale générale  sous  la  forme 

et  alors  K'S  équations  (19)  devu^ridroiit 

C,  4-  ...  -1-  C..,  —  o, 

;■,  C,  -!-...+  r„       C,,  z=z  o. 


i:ql\tions   i.im;vihi;s  compliîths. 
diiù  1(111   lircra.  cnirimc  ci-dessiis, 

Donc 


^  9'  I  'V 


'('V) 
et,  par  suite, 


)ii,  ce  <|ui  revicjil  au  niènie, 

Y  =  >    -r—-    /     e-'-.'-'Ht/.v, 
^   ?'l'v)Jo 


ce  qui  donne  la  niènu?  valeur  dej}'  qu'au  11°  908. 

En  général,  il  est  aisé  de  voir  que  la  méthode  de  Cancliy  ne 
diffère  de  celle  de  Lagrange  que  par  l'exposition,  et  qu'elle  condiiil 
aux  mêmes  calculs. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

a-  )   +.1  "  -^  X=-/(.r). 

L  inlégrale  générale  de  l  équation  sans  second  membre  correspon- 
dante peut  s'écrire  ainsi: 

r,  =:=  Cl  COS«  ;  .'• —  «)  -I-  (^  sin«  (./;  —  «]. 

Les  ('•(pia lions  (la)  de\icnnent  donc 

C,  =0,      aC,  =/(«), 
d'où 


■suirt  {.I-  —  a 


et,  par  suite, 

Y  =  -    I     /['■'■]  sin a  [.r  —  y. )  c/«, 
"  Jo   ' 

ou,  en  dévclo|q)aut, 

cosrt.r    f"-'        .              ,           slnw  r    /*•''„ 
1= 1      X  Slil«,r  (/,/  +   I      X  Cc)S(7.r  (•/./•, 

comme  au  n°  907. 

-9. 
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SI  l'on  suppose,  en  p.irticiilior,  X  =z  sin[,^x+  h),  on  aura 

I     /•■'  . 
Y  ^  —    I     sin  (  ^'  «  H-  /i  )  sin  «(  x —  y.  1  dv. 

"    t/o 

=  —    I      \cos[[g  +  a]v.  +  h  —  ax]  —  cos[[i;  —  a)'j.-^  !i  -\-  a.>-]\<lc/. 

I     rsiiif  ,;,'./■-+- /f]  +  sIn  ,rt.7-  —  /;  )         siii  i'i'.r -f- // )  —  sin //./■ -f- /;  )'| 

"  2rt  L  "  +  o'  "^  a  —  s  J 

I          .                 ,  ,            i'cos/i         .                  siiiÂ 
=  ^ ,  sin :  a.r  +  n]  ■ ; —  siiic/x r -,  cosa .r. 

On  peut  Aiire  abstraction  des  deux  derniers  termes,  (lui  se  réu- 
nissent aux  ternies  semblables  de  l'inléj^rale  générale  de  l'équation 
sans  secciiid  memjjre,  r,  =:  Cj  sinrt.r  +  C2  cosna",  et  prendre  sim- 
plement 

I  II-     M- 

iJans  le  cas  de  i,'=  (i,  il  \ienilrail 

Y=  /      [cos  (  2  fl  a -(- /(  —  (7  .ri  —  ces  (A -I- rtj:  ]](•/« 

^  o 

=      -      ^ i •'  —  .r  cos  //  +  a.v\    , 

la\_  la  ^  'J 

OU,  en  négligeant  les  termes  qui  rentrent  dans  ceux  dey;, 

Y  =  —   —  cos  [a.r  -\-  Il  \. 
2rt 


§  IV. 

IKTÉGR.VTIOÎJ     DE     CEKT.ilNES     ÉQUATIOKS     DIFFÉRENTIELLES     LINÉAIRES 
AU     MOYEN     DES     INTÉGliALES    DÉFINIES. 

9l!2.  Nous  allons  indiquer,  dans  ce  paragraplie,  ra|ip!icalion  à 
quelques  équations  importantes  de  la  méthode  d'intégration  due  à 
Laplace  et  fondée  sur  l'expression  des  fonctions  sous  forme  d'inté- 
grales définies  (  '  ). 


(')  Voir  le  travail  rcceinmcnt  publié  par  M.   S.    Spitzor  :  l'oilcsttiigcit  iibcr  lineare 
DiJfercntiaUClcichittigen,  Vienne,  1S7S. 
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Nous  nous  occuperons  principalement  de  réfpiatlon  linéaire  du 
second  ordre 

«07  ^'oj  ^it  ^ii  ^^2»  ^'2  étant  des  constantes. 

La  méthode  de  Laplace  consiste  à  clierclier  à  vérifier  celte  équa- 
tion par  une  expression  de  la  forme 


II  (lu. 


U  désignant  une  fonclion  de  u  encore  indéterminée,  ainsi  que  les 
limites  constantes  «,,  ii^  de  l'intégration. 

Si  l'on   substitue   la  valeur  (  a)  dans  l'équation  (l'i.  et  que  l'on 
pose,  pour  abréger, 

P  =  «„  +  fl,  u  +  «2  "'< 
Q  =:  /^„  H-  />,«  4-  /^,  «S 

l'équation  deviendra  [  i70] 

(3)  i    '{P  +  Q.;-)e"'Ur/«  =  o. 

En  intégrant  par  parties  le  second  terme  de  cette  équation,  elle 
pi'endra  la  forme 

[QU  (?"■'•];;■•  -hfe"'[VV  -  D„  (QU)]^/«  =  o, 

et  celte  égalité  devra  être  identiquement  vérifiée.  Il  suffira,  pour 
cela,  que  la  fonction  U  satisfasse  à  l'équation 

(4)  PU  du  — (r^qv—o, 

vl  tpi'en  même  temps  les  deux  constantes  «,,  »,  soient  choisies  de 
manière  que,  substituées  à  u,  elles  vérifient  l'équation 

(5)  QUf""=o. 
L'équation  (4)  donne 

(6)  ^=r^'""' 
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ce  f|iii  clianuL'i':!  I"('(|n;ili()ii  (5)  cii 

(7)  '•        ''■'      =0, 

Cl,  en  r('si)l\  aiil  ccIIl'-ci  par  i'aj)|ii)il  à  n,  si  I  un  Iriunc  deux  \al('i 
indcpciulaiites  dp  .r,  011  les  prendra  |iiiiir  «,,  11  •■  <Jn  aura  alors 


=  n 


</ii. 


I  iiitéijralc 


Iraction 


p 

= 

III  H- 

A 

4- 

H 

R 

Q 

Il  - 

— 

« 

.-;' 

p 

= 

111  -\- 

\ 

-,  + 

« 

Ti 

Q 

(«• 

— 

c] 

c/. 

P 

r= 

111  -h 

//« 

■j- 

A 

î 

Q 

Il  — 

■  y. 

ÎUo.    Pour   pmisscr  plus  liiiii  les  calculs,  il   laiil  d'abord  idilenir 
j   ^ilii-  ' 'i'.  sulvaul    la   iialure  de  son  dénoniinalenr,  la 

P  f'n  +  C'i  "  +  ^«  "" 

Q         ùf,  -I-  A,  ;;  +  //,«- 

pourra  se  meltre  sous  l'une  des  ipiatre  lornics  sun ailles  : 

(I) 

(II) 
(III) 

(IV)  •  -  z=  r/o  -ï-  <■/,  Il  -^  ri.  Il-, 

la  première  a\aiU  lieu  si  Q  =  o  a  ses  racines  inégales,  la  deu\lènic 
si  Q  =  0  a  ses  deux  racines  égales,  la  Iroisième  si  b-,  =  o,  la  cpia- 
triènic  si  (^  est  conslanl. 

91  1.  I.  Considérons  le  premier  cas.  lui  inlroduisaiil  au  lien  de;/,,. 
(/,,  //.,.  ...  les  nouvelles  conslaïUes  m.  A,  B,  a,  ,'i,  l'équalion  (ij 
de\  lenilra 

A,'3  — Ba  +  «S(w  H-.'-l].r 

-4-  f  \  -t-  B  —  (a  -H  i]  ^w  H-  .r;]_i  '+  /«  +  .r]  y"  ~  O. 

On  lrou\  e  d'ahord 

/    -,Iii  --=11111  -r  A  lui;;"  —  «'  +  Blog(«  —  fS) 


U=,>""'(h  —  «)-^-'^H  —   '^'"-' 
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D'ailleurs,  à  cause  de 

Q=  h,    H  —  '/.);«—  '?\ 

l'tMjuation  (6)  donnera,  en  négligeant  le  facteur  constant  h.,  [877,  1], 

.  '5^11-1 

et  l'équation  (7)  deviendra 

(lo)  ,.«l-«+.Oi  „  __  KJA  [il  —  'i"^-~o. 

Si  niainlenanl  A  et  B  sont  des  nombres  réels  positifs  ou  des 
nombres  com|)lexes  à  partie  réelle  positive,  c'est-à-dire  de  la  forme 
p-±i<j-.  on  pourra  prendre 

«,  =  fj.,     iij  =  3, 
cloîi 

(  n  )  _)=/'(■"(  "'+■•  )  ^  „  _  a  )  '^--'  (  «  —  fi  ;  "-'  (/;/ . 

On  peut  développer  aisément  cette  expression  en  série,  en  s'ap- 
puvant  sur  la  formule  (6)  du  n°  487,  et,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

[[i  —  a)  [  m  -i-  .r  )  --  :_,       A  +  B  =:  K, 

on  obtiendra  la  série  suivante,  convergente  pour  toute  valeur  de  x  : 

A„        Ai'A  +  ilr         A(A -!- 1)  (A  +  5-.)  ='  1 


y  —  e'^i"-l-'l        , 


■'[■ 


K'    '    K^K-^-l)2!        Ki;i\.-4-i)(I<.  +  2)  3! 


91o.  Si  A  ot  B  sont  des  nombres  réels,  entiei s  eL  positifs,  on 
pourra  olitenir  dans  ce  cas  l'intégrale  sous  forme  finie.  En  efl'et, 
X  étant  indépendant  de  //,  on  trouve,  à  l'aide  de  l'intégration  par 
parties, 

f  ..  ,  ,  ,         ..  r»'//'      =.'(«1      ^"[u]         1 

expression   (jiri  aura   un  nombre   fini   de  termes  si  o(u)  est  une 
fonction  ratidiiuelle  et  entière.  Si  donc  on  fait 

X  =  /H  -+-  .;■,      y  ;«  j  =  («  — «)'*-'  ^«  —  S)''-', 
j  [  m  +  .L-         [m  -i-  .1: 1-  J 


12 
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lii  valeur  (i  i)  âc  y  (lc\  iiMidiii 

(13)  .)=:_)■,  —  _)-,. 

Nous  allons  nuiinU'iianl  liuro  Miir  i\u('  cliacune  des  o\])ressions  )  , , 
•}o  salislail  st'paronioul  à  Iriiiialion  (9).  En  eflcl,  en  sulisliuianl 
loiirà  lOLir  ces  valeurs  à)  clans  le  premier  inemhre  de  celle  c(|ua- 
lion,  on  obtiendra  évidemment  deux  valeurs  de  la  forme 


,.'f"'- 


I              m  -h  .1-         [m  -+-  .r  j-  J 

/'o  -1 ' :  H-  .  •  .  \i 


les  quantités  entre  parenthèses  étant  composées  d'un  nombre  fini 
de  termes.  La  difTérenre  de  ces  valeurs  devant  satisfaire  à  l'équa- 
tion, on  devra  avoir,  (jml  que  soil  x, 

''•■f'"-^"  (/'o  +  '~  +...)-  '-("'-"  (s„  -i-  ~^-  +  .  .  .  W  o, 

d"()ù   Ton  lire 


0.)  {nl+.r)  . 


/;„  + 


Or,  rlia(  im  des  lerme^  de  la  iraclion  du  second  nicndjre  élanl  un 
développemenl  fini,  il  faudrait  qu'une  exponentielle  fût  égale, 
quel  que  fût  x,  à  une  fonction  rationnelle  finie,  ce  qui  est  impos- 
>ible.  à  moins  que  les  deux  termes  de  la  fraction  ne  s'évanouissent 
séparément.  Donc  cliacune  des  expressions  7  , ,  y.^  vérifie  séparé- 
ment l'équation  (q). 

Donc  lintégrale  générale  de  léqualiun  (  9  )  sera 

("4)  ..  =c,,1,^-C,...■ 

(l|,  C.j  étant  des  ctuislaïUes  arbitraires. 

9i(i.    Si  A  el    I!   sont  réels,  positi/s  et  non  enlicrs,  ou  s'ils  sont 
des    nonibras  complexes  à  peu  lie  réelle  positU'e,  léquation  (11) 
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donnera  seulement  une  intég^rale  parliculièrc  de  (9).  Pour  Irouvci- 
une  seconde  intégrale  parliculière,  posons 

y  :=[/«  +  .r'j^z. 

L'équation  (9)  deviendra,  en  supprimant  le  facteur  (ni  +  .»';'"". 

[À(A  +  B  +  "/.  —  l)  —  (AS  -i-  Bk  +  "a«  +  "/.3)  [ni  -+-  .r)  -+-  kS  i/n  -i- .vr]z 
-H(/«  H-  .r][A  -)-  B  -h  2/  —  («  4-  jS)  [m  -+-./,■)]:'  +  (  w  +  .i)-z"  =  0. 

Si  l'on  choisit  X  de  manière  à  annuler  le  terme  À(A  -f-  B  +  ) 1  ), 

on  pourra  diviser  l'équation  par  m  -+-x,  ce  qui  la  ramènera  au  type 
de  l'équation  (ij.  En  négligeant  la  solution  }.  :=  o,  qui  ramènerait 
l'équation  (9),  nous  prendrons 

).  =  I  —  A  —  B, 
ce  qui  donne 

[—  k(i  —  A;  —  S(i  —  1);  -t-  v.Sim  -h.L-)]z 

+  [a  —  A  —  B  —  ;k  h-  S)|/"  -I-  ■'•)]z'-)-  ('«  +  •'■);"  =  o, 

équation  qui  ne  diffère  de  (9)  que  par  le  changement  de 

.),     A,  B 

en 

--.,      I  —  B,    I  —  A, 

et  qui  aura,  par  conséquent,  pour  intégrale,  si  i  —  ]i  el  i  —  \soiir 
(les  noinhies  positifs, 


-i 


/' 


C" ('"+■'■)  ,;„  _  5,)-I!  („  _  p]-^du. 


On  aura,  dans  ce  cas,  pour  seconde  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (9), 

f  l5)  r  —  'm  4-  .r)'-^-«  I      <■"('"+•'■)  f„  _  «!-"[«  —  S)-^/k. 


'J  a. 


917.  L'intégration  pourra  s'effectuer  sous  forme  finie  si  les 
deux  nombres  A  ei  B  sont  réels,  entiers  et  négatifs,  l'un  des  deux 
pouvant  même  être  nul. 

En  faisant,  en  effet,  la  transformation  précédente,  et  posant 

;,(«)  =  («-«)-n(«-S)-\ 


^')i<  1.1  V  m:    I  \ .  —  1  M  \  r.    1  > .   s 

(III  UoiiNt'iM,  en  iais(inii;iiil  ((iiiiiiic  nu  niimrro  9K), 


.M-A_ii  r  /f"^ 


_,,nr/.ir^)       //(;3)   ^__  i. 


yiS.  ib(  A  cl  l>  ,«()///  posilifs  cl  iiiiiuuircs  ijuc  l  imilc.  ou  du 
moins  si  leurs  puilics  iccUcs  siiUsfoiil  à  celle  diiiihlc  citi/clilion. 
les  dcu\  iiili''i;Talc.s  p.'irl  niilirres  (i  i]  cl  (i.)]  aurmil  heu  à  la  fois, 
el,  par  suite,  ou  aura  l'inlé^rale  géuûralc  eu  ajdulaiil  leurs  pniduils 
par  des  constantes  arbitraires. 

Il  \  aiirail  seulement  excepliiin  tlmis  le  ras  <iii  ion  l/oiiverail 
A  +  B  =  I ,  ce  qui,  si  A  et  B  ont  des  valeurs  complexes,  exigerait 
que  les  parties  réelles  de  ces  deux  nombres  lussent  égales  chacune 

à--   Dans  ce  cas,   les  deux   intégrales   particulières  (iij   et  (i5) 

se  conlondraient  eu  une  seuli'. 

Posons,  pour  abréger,  A-|-  lî  =r  K. 

U  =  c'""  [  Il  —  a]'^-'  ^  Il  —  fi  )"-',      V  =    m-i-  .>■"•  [  Il  -  «)  (  K  —  |5)  ; 
les  intégrales  (ii)  et  (ij)  de\  iendi-nnl  alors 

^  y.  ^  V. 

Si   )  I.  1  n   sont  des  luléiiralos  île  f  o),'^ —  sera  aussi  une  inlé- 

-'  '    ■    -  ^  ^  -"     ,  _  K 

grale  jiarliculière,  de  sorte  (juc  l'on  pourra  reuiplaeer  la  \aleur  de 
)  2  par  la  sui\ante  : 

t^  y. 

Si   fou  f.iit  tendre  i — K   \ei-,  /l'ro,    le  raiiiiort aura  pour 

'  '  I  —  Iv  ' 

limite  log\  .  iJonc,  dans  le  cas  de  A  +  B  =  i ,  la  seconde  intégrale 

particulière  deviendra 

)-,=:   j  '  r"'  Ul()gVr/« 

_   /  '  ,,■/(»;+.-)  („  _  k)-^-'  («  —  fjji'-'  lug[(/H  +  x)[u  —  a][u  —  f^)](ltt. 
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On  vcrKierail  aisciiicnl  ([uo  celte  nouvelle  intégrale  satisfait 
encore  à  l'équalion  iliftérenLiello  et  quelle  est,  comme  l'inté- 
grale (il),  clé\elo|)pai)le  suivant  les  puissances  de  /;/  +  .»•  eu  une 
série  convergente  pour  toute  valeur  de  x. 

ni9.  Reprenims  l'équation  (g),  et  i°  sul)stituons-\  ]iour -)'  la 
valeur 

2°  diOerenlions  réfpiation  transformée 

A(a  —  .S);  -(-  [A  +  B  -H  ['y.  —  S)  (/«  -+-  .r)]z'  -h  [m  +  .r)  :"  —  o 
Il  fois  jiar  rapport  à  x.  et  posons 
(17)  :(")  =  r-»''/;. 

L'équation  desiendra 

i  [—  ;  A  +  rï  )  B  —  Ba  -1-  «5  (  m  +  x  ;]  ■<; 

^'    ■       I  +[A  +  fi  +  B— [«-i-,S)((«-h..-)-^'+ (m-t- .(■)•/;"  — o, 

ce  qui  ne  did'ère  de  l'équation  (9)  que  par  le  cliangcmcnt  de  A,  r 
en  A-t-  a.  r,. 

Or  des  relations  (16)  et  (17)  ou  tire 

(19)  ■c  =  c"D'j,(f  "«■<-.,•). 

Donc  les   deux   équations  de  même   forme  (9)  et  (18),  qui  ne  dil- 
l'èrenl  (pie  par  le  changement  de  A  en  A  +  a,  auront  pour  intégrales 
l'une  j),  l'autre  r°"  D"  («-"' j  ). 
Si  l'on  pose  de  même 

r,  =(•"'•':,     ?('')  =  (•-?•'■¥, 

on  verra   que  l'équation  en  \    différera  de  l'équation  en  r,  par  le 
changement  de  B  en  B+  Z>,  et  qu'elle  aura  pour  intégrale 

Donc,  si  l'on  augmente,  dans  (9),  A  de  rt,  B  de  b,  a  et  b  étant 
deux  nombres  entiers  et  positifs,  l'intégrale  Y  de  l'équation  obte- 


î()0  T.rvnn  iv.  —  cii  u-.   iv.  §  iv. 

nue  sera  liée  à  >  par  la  relaliDii 

Oi-,  iKiiis  avons  trouvé  [9I8J  l'intéf^rale  de  l'équation  (ç))  j)our 
le  cas  où  A  et  13  (ou  leurs  parties  réelles)  satisfont  aux  inégalités 

o  <  A  <  I ,     o  <  B  <  I . 

Si,  au  lieu  de  cela,  A  et  B  (ou  leurs  parties  réelles)  ont  des 
valeurs  positives  non  entières  quelconques,  on  pourra,  en  les  dimi- 
nuant des  plus  grands  entiers  a  et  b  qu'ils  renferment,  les  ramener 
entre  les  limites  zéro  et  i.  En  intégrant  réquation  correspondante 
à  A'  =  A — fl,  B'  =  B  —  b,  on  en  déduira  ensuite.  ])ar  la  formule  (20), 
l'intégrale  générale  \  de  l'équation  proposée. 

920.  SI  rmi  ]iose  maintenant,  comme  au  n"  916, 

_j-  =^  [ /«  -t-  ./■ ,'~  ^~'' -, 

l'équalion  en  :  obtenue  dilféiant  de  (9)  par  le  changement  de  A 
et  B  en  i  —  R  et  i  —  A,  ces  dernières  quantités  (ou  leurs  parties 
réelles)  seront  positives  si  A  et  B  (ou  leurs  parties  réelles)  sont 
négatives.  Or,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  nous  savons  inté- 
grer la  nouvelle  équation  dans  tous  les  cas,  et,  connaissant  z,  im  en 
déduira  immédiatement  j.  Donc  nous  savons  intégrer  l'équation  (9) 
pour  toutes  les  valeurs  /légalises  de  A  et  de  B  (ou  de  leurs  parties 
réelles  ). 

921.  Si  les  nombres  A  et  B  sont  fractionnaires  et  de  signes 
contraires,  ils  devront  cire  réels,  sans  quoi  ils  seraient  deux  quan- 
tités complexes  conjuguées,  dont  les  parties  réelles  auraient  néces- 
sairement le  même  signe.  Soient,  par  exemple,  A  négatif,  B  po- 
sitif, et  posons 

B=/>  +  B', 

/' étanl  un  eiilier  posil if.  cl   11' une  fiaction  pu-llive  et  <^  i . 
(îonsidérons  maintenani  léipialion 

[  —  A  fi  —  [  B'  —  I  ;  «  -h  «s  [m  -h  ./■;]; 

-+-  [A  -h  IV  —  t  —  i-y.  ~h  ^.)  [m  -h  .!•)]  -J  -f-  [m  H-  .r]  z"  =  o. 
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c|ui  dillV'rc  de  réqualioii  (())  par  le  cliangemenl  de  )  el  I>  en  ^  et 
B' —  I  =  B  —  (/;  -f-  i),  ce  dernier  nombre  étant  négatif  et  numé- 
riquement moindre  que  l'unité.  Cette  équation,  où  A  et  B' — i 
sont  négatifs,  pourra  s'intégrer,  d'après  le  numéro  précédent. 

Connaissant  z,  on  aura  aisément  )  .  En  faisant,  dans  (21),  r  =  ('?';:, 
dilfércntianl  />  -+-  1  fois,  el  posant  eiifiii  :^*+i'  =:  e~'''")  ,  on  en  tirera 


=  6-?"D.';.-^'(c- 


92l2.  Si  A  et  B  sont  de  la  forme  p  ±  ii/,  /'  étant  j'ositif,  on  appli- 
quera directement  la  méthode  de  Laplace  à  l'équation  (g).  Si  p 
est  négatif,  on  fera,  comme  aux  n°'  916  et  920, 


et  l'on  appliquera  la  inéthode  de  Laplace  à  l'équation  transformée. 
Dans  les  deux  cas,  on  obtiendra  une  seule  intégrale  particulière. 
<  )n  en  trouvera  ensuite  une  seconde  en  appliquant  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  1  882  1. 


923.   II.   Passons  au  second  cas,  dans  lequel 


P  A  15 

m  -~ 


(j  [h  —  «  I -  Il  —  « 

On  aura  alors 

r  P  A 

I     -  ilu  =  mu 1-  B  log  [u  —  a  ) , 

J    Q  «  —  « 

A 

u  =  [u  —  k)"--/"""""-^". 
L'équation  pour  la  déterniinalion  des  limites  serait 


n 


A 


U     -  K    "C  =  O. 


Mais  cette  équation  ne  donne  pas  deux  valeurs  de  u  ;  on  n'obtient 
donc  pas  ainsi  les  deu\  limites  de  l'intégrale 

et  il  faut  recourir  à  un  autre  procédé. 


({J2  I.M.    IV.    —    CIIVP.    IV,    i;    IV. 

Inlrotliiisons  (Taboril  dans  l'équation  (i).  au  lieu  des  conslantes 
(lo,  ^0,  "i:  •••?  'f*  constantes  m,  \,  B,  a;  on  trouve  racileinent 
que  ré(|ualion  (i)  devionl  ainsi 

[ai]   [A  —  ïiv.  -i-  V.-  [m  -h X;] _)  -1-  [ B  —  a  '/  m  -+-  .>-]]j-'  -+■  [m  +  ■'^).'  "  =  o, 

d'où,  en  posant j  ^c'-'z, 

(23)  A:; -t-B;'+  (m  H-.r)3"  =0. 

Si  l'on  y  iail   jnamlcnant 

ni  -h  X  :^  t-, 
il  viendra  endn 

(24)  4A..+  (7.B-.)^^+^^:=0, 

qui  est  un  cas  parlicidier  de  l'équation  (t)),  où  l'on  a  changé 

I         m.    A,  B,  X,  S,  .r,   X 

respectivement  en 


I 


o,     1! )    1! »    —  ?i— A,      H-2\— A,    /,     c. 

2  2 

Nous  savons  donc  intégrer  cnin|)létenient  l'équation  (24),  et  de  là 
nous  déduirons  j'inlc'grale  générale  de  (22),  au  moyen  des  rela- 
tions 

924.   Dans  le  cas  parlieulier  de  A  =^  o,  l'équation  (aS)  de\ient 
B:'  +  (/«H-.ri;"  =  o, 


C.  +  C  / jr; 

J  i"'  +  -'^/'' 


lin  conclut  de  là  (pic  l'inli'grale  générale  de  l'('qnnli<in 

[—  Ba  H-  a-[i>i  -+-  .(■)]_)  -f-[B  — 2a(;»  +  ''  ].i'-l-  [m  -\-  .(■)_)-"  =  0 
OU 

[a„+  b„x]  y  -h  («1-+-  l'i-'-^  y'  ^  («.-h  ~]  y"  =  0 

sera 

r        d.r 

7  =  C,f''-f-C,c-  /  : ^,. 

J   l'«-H'i'' 
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925.    IJI.   Dans  le  cas  de  h.,  =o.  on  a 

P  il„  -I-  «,  K  -+-  <■/,  ir  A 

'      ^=  III  -\-  nu  H 1 


et  réqualion  (i)  devient 

(aS)  [a  —  K[m  -+-  .f)],)'  -f-  [m  -\-.f  —  /la]  y  -h  ny"  :=  o. 

<3n  a  ici 

/*p  "    ,  , 

I    —  (lu  :—  mil  -| ;;-  -f-  A  vv^  yU  —  «  , , 

Il    ^ 

l]z=[u  —  ry.]'^-'c""~-"', 
OU 

II, ,  (/.j  étant  les  racines  de  Féqualion 


(26) 


//  —  V.  "c 


Pour  avoir  l'intégrale  générale  de  léqualion  (  aS),  il  faut  disciiler 
réqualion  (26). 

1"  (Considérons  le  cas  où  l'on  a 

A  ;>  o,  //  <:^  G; 
les  racines  de  l'équation  (26)  seront 

«  -=  «,    +  co  ,    —  M  ;    . 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (aS)  sera  donc,  dans  ce  cas, 

'  n  \iii  +  x)-^-lt' 

■A 

-1-Cj  /  («  —  «)■*-' e  -     du, 

ou,  en  posant  dans  la  première   intégrale  n  —  3c  =  t'  et  dans   la 
seconde  /;  —  j;  =  —  v, 

JC'^  -  ■■ 

i'*-'e-'    [C, e'("'+-'+"'") -h  CjC-' ('"+■<•*-"«)]  r/i'. 
0 


iO;  t. IV m-;  IV.  —  cil  M',  iv,  §  iv. 

Si  A  est  un  cnlicr  positif ,  on  [idiina  écrire  celle  intégrale  sous 
la  lorme 

f-       [(;,c'-("'-l-+««)  -H  CjC  -'■("'+r+««)]  rf,.. 

2"   t">/    V  fl  II  simi  l'un  et  /'(iiiln-  posi/ijy.  les  racine.^  de  l'équa- 
tion ('.'.(>)  seront 

u  ^=  u,    +  /  X  ,    —  ' ':c  , 

el,   en    posant    dans   la  première    intéi;rale  11  —  a  = /v   cl    dans  la 
seconde  /;  —  y.  = —  ù',  on  trouvera  de  niènie 


r 


'<•    -      [CiC'"'("'+''-^"'''-+- Cse-"'("'+-'+"";]f/i'. 


Si  A  est  ;//;  r/i/irr  posi/if.  cette  intégrale  est  susceptible  de  la 
même  translormation  que  dans  le  cas  précédent. 

3°  Si  A  at  Ti  sont  iiégaiifs,  les  racines  de  l'équation  (26)  seront 
/i  =  zh  3C  ,  el  la  lormule  de  Laplace  devient 


Il  \in  ~^,i  t-\ — II- 
C  -        <ll(. 


Mais  Kl  elle  est  illusoire,  la  ((.iiuliou  mius  [v  si^iie  ^' passant  par 
liiilini  dans  linlervalle  des  limites.  11  en  sera  de  même 

4°  Si  A  est  nul  nu  nri^dlij',  n  cl  dut  postlif. 

Donc,  dans  le  cas  de  .V<^o,  l'inlégraliun  de  léqualion  (aj)  ne 
peut  s'elTectuer  par  la  méthode  de  Laplace.  Voici  la  méthode  cpie 
lin  suhstilue  M.  Spil/.er. 

Ui2(3.    lin  posant 

l'écpialion  (  a5  )  devient 

A  ;  H-  ;  m  -r-  .v  -\-  n  v.)  z'  -\-  n  z"  ^  0 , 

ou  ,   en   faisant 

m  -^  .r  +  Il  y.  =z  /,  t, 

>/z         <r-  z 

A/.-z  -h  /--i    7  +  «  — 7=0, 
</l  (II- 
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OU  enfin,  en  prenant  A-  =  —  «, 


eiz        d 


2  , 


(27)  A:  +  ;---^=--o, 


dt         clt 

OÙ  A  est   supposé  toujours  réel  et  négatif.    En  représentant  ce 
nombre  par  —  a,  l'équation  à  intégrer  sera 

,    _.  dz       <e-z 

28  —  az-j-ï- --— -  =  0. 

^      '  lit        dfi 

Consldérons  maintenant  deux  cas. 

1°  A  =  —  a  est  négatif  et  entier.  Différentions  alors  a  fois  l'é- 
quation (27),  ce  qui  donnera 

ou,  en  posant  Dj"'  z=^'C, 

d'i 

é(|uation  à  laquelle  on  peut  appliquer  la  méthode  de  Laplace. 
En  posant  donc 

?—   /     'e"'\ 
^'  II. 


'\]du. 


l'équation  devient,  en  opérant  comme  au  n°  912, 


"=        '  -/U 


'  J  U.  \ 


du 


On  satisfait  à  cette  équation  en  déterminant  d'abord  U  par  l'équa- 
tion 

«U  H — —  =  0,      don     U  ^  f     ■  1 
du 

puis  choisissant  les  limites  de  manière  que  e^'U  s'évanouisse,   ce 
qui  aura  lieu  pour  ii  —^■±i'-Ji  .  On  aura  donc,  pour  la  valeur  de 


,   —  ,  du. 

de'  ' 


En  intégrant  a  +  i  fois  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
rapport  à  t,  les  intégrations  du  second  membre  étant  effectuées  entre 

II.  —  Cours  de  Cale,  iiifui.,  II.  3o 
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les  limites  zéro  et  t,  il  vient  [-470] 

z=  \  e    ^  du  }  «"+'  \  I  2!         ■  '  ■         a!    /   l, 

""  {  +U,-M',«-h...  +  Ua+,i''  \ 

lji ,  Uo,  . . .,  Ua  étant  des  fonctions  arbitraires  de  11. 

11  liuit  maiiitenanl  restreindre  la  généralité  de  cette  équation  en 
déterminant  les  arbitraires  superflues  par  la  condition  que  cette 
valeur  satislassc  à  l'équation  (sy).  On  trouve  ainsi  les  équations 

I  .•>.  Uj  =  — aU,, 

2.3U.=  — (a— i)U,, 


(a—  i)aU,+,  ==  — 2U,   1, 


a  — I 


(|ui  déterminent  U|,  L  .,  .  . .,  L,  en  l'onction  de  la  seule  arbitraire 
La  valeur  de  z  est  alors  exprimée  par  une  intégrale  dans  laquelle 
Cj  =   I  (,'     -  U.,+,  du 


h: 


joue  le  rôle  de  constante  arbitraire.  En  multipliant  par  une  autre 
constante  arbitraire  C,,  on  aura  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (28)  sous  la  Ibrnie 

/'  -I-  ^    _  '^ 
3  =  C,   /  e     '■^[u,t]du-hC,x{t], 

J —  o) 

'j  et  /  étant  deux  fonctions  déterminées. 

Ainsi  l'équation 

dz       d'-z 


r  laquelle  —  A  =.  1 ,  admettra  l'intégrale 

C^""    ~'C  /e"'—\  —  ut 


—  I  1  du  +  C,  t. 


On  \oil  (pie,  dans  le  cas  de  A  entier  et  négatif',  l'équation  (27) 
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admet  une  intégrale  particulière  y^^),  qui  est  un  polynôme  entier, 
et  qu'il  sera  dès  lors  plus  simple  d'obtenir  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  Ensuite  on  trouverait  l'autre  intégrale 
particulière  par  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Nous  savons 
en  efl'et  [882]  que,  sij,  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation 

XoJ-(-X,j'+X„.)"=o, 
on  aura  pour  seconde  intégrale  particulière  [881] 

927.  Si  maintenant  A  est  négatij'et  non  entier,  soit  a  un  entier 
positif  plus  grand  que  la  valeur  numérique  de  A,  et  différenlions 
a  fois  l'équation  (27),  ce  qui  donne 

,  d"z  d"+'z        d"->--z 

A  -t-«    —-ht 


dV-  dt"+^         dtf+- 


A  +  «  étant  ^o;  on  aura  alors  une  équation  analogue  à  l'équa- 
tion (aS)  du  n°  92S,  au  changement  près  de 


en 


d'où  l'on  tire 


«,     A, 


d'^z 
o,   --I,     A  t-«,  o,     —,    ^ 


r-*---^  ut--  z'-" 

J  0  J  o 


Ht 

?         -du. 


En  intégrant  a  fois  par  rapport  à  l  chacune  de  ces  deux  intégrales 
elles  deviendront 

X±oo  --r  u'^-^if^-'^  -\ 

„A-ie     '-  \e">-  ^—ut~...^__         -)-n,4_U,;-|-...-HU«i«-'     , 

et  l'on  déterminera  les  fonctions  arbitraires  de   u  comme  on  l'a 
fait  au  n"  926. 


■//', 


928.   IV.    Soit  enfin 


P 


3o. 
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ce  qui  répond  à  l'cquation 

(29)  (flo-h  j.-)jr-t-fl,/4- a,/'  =  o. 

On  trouvera 


d'où 


~  du  =  «(,«-(-  ~  II-  +  —  «' 


'P 

—  l 

Q 


el  en  faisant,  pour  abréger, 


(<7o-i-x)  w  4-  —  «--f-  -:  u^  —  ■^[u], 
2  û 


j—   /     '  cK")clu. 
J  II, 


Les  limites  i<i,J/2  sont  déterminées  par  l'équation  U  1-^  o,  qui 

est  vérifiée  pour 

a^u^  z=  —  00  . 

SI  donc  on  désigne  par  p,,  po,p3  les  trois  racines  cubiques  de ? 

les  racines  de  U  =  o  seront  p|00  ,  p_.cc  ,  0300  .  On  tire  delà 

e'd"1  du -\- C.  l  ei<.")du-hC3  I  é<."hîu. 

0  Jo  Jo 

On  peut  facilement  vérifier  que  cette  valeur  satisfait  à  l'équa- 
tion (29);  en  ell'et,  le  premier  membre  devient,  parla  substitution 
de  cette  valeur, 

/•.-i»  r.'i'"  /'ft^ 

C,    /  ■y[u]éi-")du-^,-C,_  \  -y  {u]eH") du -r-C^  I         ■y{u]eH")du. 

Or  on  a 

/■y{u]e'H")du  =  ei("\ 
d'oii 

expression  qui  s'annule,  pourvu  que  les  trois  constantes  arbitraires 
soient  assujetties  à  la  condition 


X°°     —  —    1  rt  f 
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Si  l'on  pose  respectivement,  dans  les  trois  intégrales, 

H:--p|f,    p,C,    p3l', 

la  valeur  de  j'  prendra  la  forme  plus  simple 

CipiC 

(«0  +  J^l  P3  !•  +   ^  f  ^  C' 

e 
toujours  avec  la  condition  C,  +  C2  -f-  C.i  =  o. 

929.   On  peut  encore  procéder  de  la  manière  suivante. 
Si  Ton  substitue  dans  (29)  la  valeur 

il  viendra 

(«0+  «,),  +  >- 4-  .t]z  ^  (f7,-4-  ia,\]z'  -\-  a,z"  =  0, 

■équation  qui  se  simplifie,  si  l'on  pose 

«,  +  2«2^  =  o, 
et  si  l'on  fait,  de  plus, 

n^-\-  (7,),  -\-  ).2-i-  .r  =r  —  f  ^a,. 

On  obtiendra  ainsi  l'équation 

d^-z 

qui  aura  pour  intégrale  une  expression  analogue  à  rexpression(3o), 
où  l'on  aurait  posé  r/o  =  o,  «,  =0,  «;  =  —  i ,  savoir 


-F 


e     ^  (C,p,eî."'+  C2P2<''="'+  Cjpaef»'")^/», 
avec  les  conditions 


p'  =  I ,     C,  H-  €3+03  =  o. 


930.  Equation  de  Riccad.  —  Cette  équation  est  la  suivante  : 

z'  +  az-+  bx"'  =  o. 
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En  posant 

b  )•' 

z  = •— , 

«  X 
l'équation  se  ramène  à  la  forme  linéaire 

(3l)  x'"y-y"=o. 

Cette  équation  s'intègre  immédiatement  par  les  méthodes  du 
paragraphe  précédent,  si  l'on  suppose  à  m  une  des  valeurs  zéro 
ou  —  2. 

Pour  toute  autre  valeur  de  /«,  si  Ton  pose 

l'équation  deviendra 


^.+  (,_„,_^  +  ,_:=0, 


dy   ,    ^d-y 
et  celle-ci  se  simplifiera  : 


1°   Si  l'on  pose  mn  -V-  in —  i  =:  o,  d'où  n  =  » 

'■  m  -i-  2. 

I  ;n  -t-  I  ilr  d-  y 


(  TO  +  a  j-  m  -i-1  dt  dt- 

,        ■        m  .  ... 

équation  qui  a  pour  intégrale,  si — ^  est  entier  et  positif, 


y 


(')  En  effet,  en  posant  ;  =  «,  l'équation  devient 

'  2  ;.i  -)-  4 

(A)  ~(''~^)  ■'"<(''•-+'::)•''"*"'■•'■"  =  °- 

Or,  si  l'on  diflërentie  //  fois  l'équation 

oii  obtiendra  une  équation  en  zW  qui  coïncidera  avec  l'équation  (A).  Si  l'on  prend 
maintenant  y^  =  j  pour  variable  indépendante,  l'équation  (R)  se  réduira  à  la  forme 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  le  cas  suivant. 


el  SI 

2/72 
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/W  +  4 


y  est  entier  et  positif, 
2"  Si  l'on  pose  mn  -h  2n  —  i  =  i .  d'où  n  = 


m  -+-  2 


32  -î — ^,  O'H r^-'-r"^' 

^      '  (  m  +  2  )  -  m  -+-  2  (/t  dt- 

équation  qui  rentre  dans  l'équation  (9),  en  remplaçant 

m,    A,  B,  (z,  ^,  .r 

par 

m  m  1  2 

o ,    -,  1       7  î       —  1       + î     ^. 

2  m  -h  4        2  //2  4-  4  /;2  -)-  2  2  nj  4-  2 

Nous  avons  intégré  cette  équation  dans  tous  les  cas  possibles; 
nous  pouvons  donc  intégrer  dans  tous  les  cas  l'équation  de  Riccati. 

931.   Signalons  quelques  exemples  particuliers. 

I.  Si  m  est  un  nombre  positif  quelconque,  A  et  B  seront  positifs 
et  moindres  que  l'unité.  L'équation  (Sa)  se  trouvera  alors  dans 
le  cas  du  n°  918,  et  l'on  pourra  écrire  immédiatement  son  intégrale 

tn 

hl 

générale.  En  remettant  pour  t  sa  valeur  x"      ,  et  posant  u  = 


2(' 


m  -\-  2 
m 


l'expression  de  cette  intégrale  deviendra ,  en  posant \-  i  =■■  u-, 

X-t- 1    '•   i'  _!i±J  /•-!-  I    !I   ^  1*— I 

En  particulier,  l'équation 


donne 


j=C,   I  e'       (1— <•-)    'rA'-4-C,.r/  e^       (1—")    ' '^'■• 

.7—1  J  —  \ 

II.  L'équation 


devient,  en  posant  x  =^  t- , 

^  -^  de  dl- 
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Comme  on  a  pour  celle  équalion  A  =  B  = ■>  on  posera  [920] 

j  =  t-z,  doii  rc(jualion 

dt  dt-  ' 

3  . 

pour  laquelle  A  =  B  =  -j  cl  que  l'on  ramènera  [919]  à  l'équalion 

dt        d'-c 
On  en  tirera 
Ç  =  C,  I         e"'(«--4)    -du-\-C,\         e"'(«2-4)    ^log[/(«2_4)]rf„, 

«-   —  2  »-  —  2 

puis 

et  enfin 

,»■+  i 

+  cj"^\" V-  v/'^^    ■'■  log [( « ^' -  4 )  v/:; j  +  -^ii^-TLL  j rf„ . 

III.  L'équalion 

.ry  — yO'^zzsz  o 

s'inlègre  parla  mélhode  de  Laplace,  et  la  valeur  générale  àc  j  est 

y--^  /       '-     "^'  (C,p,rf.''-'-=-...H-C„+,p,^,e?"+."---)rf«, 

•^  0 

Pi ,  ....  p„_(.|    étant  les  racines  de   l'équalion  p'''+'  r^  i ,  et  les  con- 
stantes C, ,  . .  . ,  C;,_^,  élanl  assujetties  à  la  condition 

Ci+  Cç,H-.  .  .-+-C„+;  --:0. 
FIN    nu    TOME    DEUXIEME. 
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2 

(A«y=-f-B«) 

{•Ray--^Kb) 

U 

4 

[(«-Oj"h-(*- 

-<^)] 

[(A-0.r'=-i-(«-c)] 

,g^ 

2  en  remontant 

CSl 

GSO 

>!)i 

1 

[G81  et  G83] 

[680  et  682] 

■98 

2  en  remontant 

z,  .<•■-.- 

y.,x'-\- 

2l5 

3  en  remontant 

218 

7  en  remontant 

»  '  Jt 

a'dt 

219 

i3 

=  «»' 

=  a-u- 

23i 

8  en  remontant 

2 

~  2 

I 
2 

■23r, 

2 

I    r  ds- 

1     /•  r/j' 

236 

5  en  remontant 

sur  -  ; 

cos'  -f 

2 

» 

2  on  remontant 

le  complément  de 
malie 

l'ano- 

l'anomalie 

2'|() 

fi 

-i--b-i-~h 

-t-Î^H-Ji 

24« 

3  en  remontant 

des  zx 

dos  cr 

257 

!) 

I 

~  2(1 

2  d' 

,.6 

l> 

9 

1  ^ 
lOrt 

3l2 

2 

.1* 

„ 

12 

*',= 

«'^•' 

33'|  3  et  1  en  remontant  ti^  a 

339  5  en  remontant  u^ e-^^ dx  u'e~^^xdx 

3'|5  10  en  rem.  (an  dén.)  .r  \/i —_)'-(- y/ 1  —  j=  j- \/i  —  v' -t-.y  v''  —  ^' 

358  8  en  remontant  après  est  donc  ajou'.er  :  l'nnité  divisée  par 

36',  /,  -i-x"+^<p[t)dt  —x"*'^{t)dc 

C,  -+-  r"-'"-'  —  .r»-'"-2 

»  9  en  ri'nuuttant  • — ■^ab\o^,t  — GaèloQC 

372  I,',  G89  GS8 


387  9  Vi-t-,»'  VI- 


I-: u  u A T A   I)  r   T () SI  i:   n  k  u  \  i  k ai  i;.  -ijç. 


Pages  Lifîiics 

3Sc)  I 


/(lô  I  ■>  l'M  rcatoiUaiil 

4ig  li 

4iîo  r 

4^9  C)  (Ml  rfmont;nit 

13 1  3 
li 

434  .^ 

/l^2  2  en  rciiioiitaiit 

443  5 

4  :'[.')  10 

'l^S  :ivaiit-deriiiëre  ligne 
du  déterminant 

43o  (1  iMi  remontant 

454  i 

4J9  '■* 

465  10 

469  10  cl  i4 


470 


471 


.■In 

lie  II 

r/f 

/^/.ï^*C 

)   -—  si  11^* 

)■  =  /■  >i\\\:i 

+  a.ry'- 

+  2ry 

.r 

a-r 

(v) 

(") 

"^  C,.r. 

-H  C,.r, 

«(«  — 1). 

■•Dî.r, 

//(//-    1). . .  1 ..) ( 

//  = 

)  = 

de  /; 

(!<■  / 

(5) 

(«) 

(4) 

(7) 

(  (7  cosy'  .c 

-^c 

/'  siii/^  j) 

1  r.'  ciiSf/.r  -H-  (J"sillf/.<  ) 

,.„-■. 

,«-. 

■V,, 

A,.« 

/-«,  A, 

'     «|A| 

; f 

COS-rtX 

1 

cos  a  X 

ylk-[)yi/, 

-n 

''  1            ''-2             •  ■  ■  ''k 

('9; 

(,.) 

< 

-(A+« 

)B 

--(A  +  rt),* 

—  ('X  +  /3)(m 

+ 

x)V 

—  (K-l-/3)(m  +  ,r)],■ 

Df-'; 

D»+'^ 

-.-;.= 

-1-  «j  ;.= 

-r^v/^. 

-'v*^ 

T      1  ' 

■4 


Ajouter  après  cette  i 

formule  les  mots  :      et  rcm|ilai;ant  ensuite  .<  pni-  [—ah')     '"^ 
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